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Propriété limite du potentiel généralisé de charge
spatiale relativement a l’équation parabolique

par S. CAKALA (Warszawa)

1. Introduction. Soit I’équation aux dérivées partielles du type
parabolique:

n

N Pu - ou ou
1) P = ;::a,,,,(x, O +Z;b..(X, ) oo +o(X, hu—30 =0,

ou les coefficients a,s, b,, ¢ sont des fonctions continues des variables
(X, 1) = (zq, ..., Tn, ) déterminées dans un domaine 2 borné pour X ¢ Ky,
0 <t < T. Supposons que la forme quadratique

n

(2) 2 @ap a €p

a,f=1

soit définie positive pour X e 2, et 0 <t < 7. On suppose que les coeffi-
cients de 1’équation (1) vérifient dans le domaine £ par rapport aux
variables spatiales X et &4 la variable ¢ des conditions de Holder de la
forme:

|@ap(X 5 8) — aup( ¥, 7)[ < K[| XY P +[t—2 "],
(3) 10X, )= ba( Y, )] < K'|XY|", Jo(X,t)—c(Y,t)] <E"|XY[*,
a,f=1,...,n, O0<h,h' <1
ou | XY| désigne la distance des points X et Y; k, k', ¥’ sont constants.
En admettant les hypothéses (2) et (3) W. Pogorzelski a prouvé

dans le travail [1] que la solution fondamentale de 1’équation (1) est
une fonction donnée par la formule:

(4) I'X,4;Y,7) =wVr"(X,t; Y,7)+
t
+ [ [[fwns(x, 0 u,6)0(M, 0; Y, v)aMas,
T o

X#Y, X, Ye, 0<t<t#<T,
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ol dM désigne I’élément de volume au point M et ou

- #M0(X, ¥
(5) WX, £ ¥, 1) = (v exp |- B
(6) ‘9‘""(X, Y) - Zaaﬁ(M, T)(wa_ya)(mﬂ_yﬂ) ’
a,f=1

a’?(M, 7) sont les éléments de la matrice inverse [a.( M, 7)], X (2, ..., Tx)
et Y(yy,...,¥n) sont deux points arbitraires du domaine 2, 2’ est un
domaine arbitraire borné, qui contient 2 avec sa frontiére 8. On a pro-
longé tous les coefficients en dehors du domaine 2 au domaine 2’ de
facon que les hypotheses (2) et (3) soient vérifiées. La condition (2) im-
plique l’existence de deux nombres positifs ¢ et G tels que

(6a) 49| X Y2 < 0M=(X, ¥) < 4G|X Y] .

La fonction @(X, t; Y, 7) est la solution de ’équation intégrale de Volterra
faiblement singuliére:

(7) DX, Y,r) =f(X, 8 ¥,7)+

¢
+1f [[[¥x, 6 M, 0)0(M,0; Y,7)aMas,
r 2

ou
(7a) N(X,t; M, 0) = l/det[aﬂﬂ(xy t)] '@X,t[wM’ﬂ (X,t; M, 0)],
(7b) HX, 6 Y1) =AN(X,4; ¥,7), A=(2Va)™"

Cette fonction admet la forme suivante:

t

(8) D(X,tY,7)=1(X, YV, 0)+A[ [[[RX,t; M,0)/(M,6; ¥,7)dMdo,
T S

ou

(8a)  N(X, 4 M,0) = N(X,4M,0)+ D PN(X,t; M, 0)

y=1
est le noyau résolvant de I’équation (7). Les éléments de la série (8a)
sont des noyaux itérés du noyau N (X,t; M, 6).

W. Pogorzelski a étudié [1] les propriétés du potentiel généralisé
de charge spatiale

t
(9) U(X, )= [[[rX,t ¥,09(Y,v)dYdr
(1] 2

en admettant les hypothéses énoncées ci-dessus, la limitation ainsi que
Pintégrabilité de la fonction ¢(Y,t) dans le domaine

[YeR,0<7<T).



Propriété limite du potentiel généralisé 223

En admettant dans ce travail les hypothéses précédentes et la conver-
gence absolue

(10a) p(X, 1) > o(X),

{->00

(10b) a/aﬁ(X7 t)tfwﬁaﬂ(x)i b.(X, 1) t_?ool_)“(x)’ e(X, t)t-?ooa(x) y

je démontre pour n > 2 la propriété limite suivante:

[

an lim [ [[f X, Y, 0)e(Y,d¥d = [[[ F(X, V)e(T)aY,

{—o0 0

o I'(X, Y) est la solution fondamentale de 1’équation elliptique

n

(12) $@) = Y Gupl X) Taep+ S, bulX) ey +5(X)T = 0.

a,f=1 a=1

Cette solution fondamentale est donnée [3] par les formules suivantes:

(13) I'Xx,Y) =av(X,Y)+w(X,Y),
ou
(13a) w(X, Y)=2"T (3—1) Y (X, ¥)]7

I' = fone tion Gamma d’Euler), avec

n

(X, ¥) = D a(T) (@ ya) (15— Yp)
af=1

(13b) (X, Y) = [[[wmx, V)&(M, Y)aN,
g

(13¢)  S(M,Y)=J(M, YV)+A[[[ R(M, m)j, Y)al,
J

7(X1 Y)=1'In(x)¢X[7'—UY(X1 Y)]1 X’Y"'Q'7

(13d) .
I = lim Y/ det [ X; 1)] = J/det[a# (X)] ,
(13e) R(M, 1) = R(M, IT)+ D) ¥ Re( M, T,
k=1
ou

R(JVI’H) :A-li(M;H)y

Reol M, ID) = [[[ R M, 8)R(S, MdS, k=1,2,..
Ql
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Dans la démonstration de la propriété (11) j’admets I’hypothése VI de
Particle [2] (v. p. 363) qui limite la grandeur du domaine 2. On démon-
trera la propriété (11) dans les trois parties de cet article.

2. Limitation du quasi-potentiel. Grice a la formule (4), le
potentiel de charge spatiale (9) peut s’écrire:

[
(14) UX,t) = [ [[[wr(X,t Y, 0)p(Y,1)dY dv +
0 2

t [/
+f fffsv(Yﬂ)ffff wMo(X,t; M, 0)D(M, 0; ¥,v)dMd0dY dr
0 Q T Q!
=u(X,t)+u(X,1),

ou le premier terme wu(X,?) est le quasi-potentiel bien connu. Soit K
une sphére de rayon r,, centrée au point X et » > 2. Je démontrerai
maintenant le

LeEMME I. Sousla condition (10b), si |@(Y, )| < M,,|p(Y)| < M, on a:
¢
(15) lim [ [[[ w¥(X,t; ¥,7)p(¥Y,0)dYdr = M, 0(3"),
t—>o0 g K
(15a) [ff w¥(x, V)g(X)aY = M,003),
K

ot O(ry"): ry" est une expression bornée lorsque r, tend vers 0 et 3 < u < 1.

Démonstration. Supposons d’abord que ¢{>1 et décomposons
l’intégrale de la formule (15) en une somme de deux intégrales:

t .
16) [ [ffwr(X,t Y, 0)p(¥,v)dYdr
0 K

t—1 11
= U T ” fff w¥ (X, t; Y, t)p(Y,1)dYdr = 4,(X, 1) +4,(X, 1) .
0 t—1 K

D’apres les formules (5), (6) pour #,(X,!) nous avons:
(17) (X, 1) = M,0(r}), t->oo.
Moyennant 'inégalité de la forme:

(18) |w¥™ (X, t; ¥, )| < const(t—z) #| XY "
établie dans Particle ([1], p. 7) nous avons pour } < u <1

(19) WX, 1) = M,0(rd"), t—>oco.
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Les formules (17) et (19) donnent la formule (15). Le preuve de la for-
mule (15a) est analogue & celle de la formule (15). On en déduit 'éva-
luation suivante (v. [3])

|@” (X, Y)| < const| X¥Y{™ .

LEMME II. 8¢ la condition (10b) est vérifiée on a:

(20) hmffff w¥(X,t; ¥, 7)d¥ dv = fff @Y (X, Y)dY
-K

o0 0 N—-K
ou w¥ (X, Y) est donnée par la formule (13a).

Démonstration. Nous décomposons l'intégrale sous le signe lim
de la formule (20) en une somme de deux intégrales:

t T
@) [ [[[wre(x,t, Y,0a¥ar = [ [[[w¥=(X,; ¥,n)d¥de+
0 O—-K 0 9-K

t
[ [[]wre(X,t; ¥,7)d¥dr = 5,(X, 8) +8(X,1), ou T<t.
T 2-K

Pour s,(X,?) on a:

(22) lim s,(X,t) =0.
t—o0

Aprés avoir introduit les variables sphériques dans ’expression s,(X, t),

nous substituons: r = 2)t—7-u (J étant le déterminant de la trans-
formation). Ensuite nous choisissons le nombre 7' assez grand, mais fixe.
D’aprés (10b) nous remplagons #¥ (X, ¥) par 9¥(X, Y)+¢, et ensuite
nous décomposons l'intervalle d’intégration de la variable w en deux
intervalles: (r/2}/t—v,b), (b suffisamment grand), et (b, o). Maintenant
nous avons pour s,(X,{) la somme de trois intégrales:

(23)  sy(X, 1) =slsé(X )+

2
P 2ffdwn_ f'rdr f “Jexp [—%017(1', Y)]Jdu—l—s’z'(X,t,b),

Wn—1
2l/t T

8; et sy désignant des fonctions bornées. Le premier terme converge vers
zéro pour t—>oo. Le troisiéme converge vers zéro pour b—>oo. En posant
dans le second terme u = 7/2)/ ¢ et en tenant compte de (22) nous avons:

24) lim Of !_fxf (t—-r)_”/2exp[ ”Z(f(_tl)’)]dw

[ffor e
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En posant v =9V (X, Y)/40, on obtient le quasi-potentiel de 1’équation
elliptique avec les coefficients limites (12), c¢.q.f.d.

LemmE ITI. Si les conditions (10a) et (10b) sont vérifiées, on a:

(25) lim fff w¥ (X, 4 ¥, 1)g(¥, 7)Y dr _fff w¥(X, Y)g(Y)aY

—)ma

Démonstration. Soit ¢ > T. Il résulte de (10a) qu’on peut dé-
terminer le nombre 7' de sorte que l’on ait pour chaque ¢ >0 et v > T

_ P
(Y, 7)—@(Y)| < 301,
ol

M, —m&xfffwa'Xt Y,7)dYdr.

Xen 0

Transformons l'intégrale étudiée de la maniére suivante:

t
[ ][ wrx, 1 ¥, 0)p( ¥, v)a ¥ ir
0 Q-K

e

— [ [f[ wre(X,t ¥, v)p(¥, r)a¥ dv +
0 9-K
¢
+[ [[[wre(X,t; ¥,0)[p(¥Y,7)—¢(¥)dT¥ dr +
T 9-K

4
+ [ [ wre X, ¥, 09(Y)a¥dr .
7T 9-K

Par conséquent

t
(26) u‘{_fxf WX, 15 ¥, 7)(p(¥, 1) —p(¥))a¥dr < L.

La fonction ¢(Y,7) étant bornée, il résulte de la formule (22) que

(27) ]fffwa X, Y, 0p(Y, naYd| < &

0 - 2
A cause des formules (24), (26), (27) nous obtenons finalement la for-
mule (25).
THEOREME I. Si les conditions (10a) et (10b) sont remplies, on a:

(28) hmffff w¥ (X, 4, Y, (Y, 7)dY dr = fff wY(X,Y)p(Y)dY .

{—00 g
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Démonstration. Décomposons l’intégrale sous le signe lim dans
la formule (28) en deux intégrales de la maniére suivante:

H
ffff w¥ (X, t; ¥, 1)p(Y,r)d¥dr
0 2
t
=ffff wr (X, t; Y, 7)p(Y,7)dYdr+
0 K
t
+ffff w¥ (X, Y, 1)p(Y,7)dYdr .
0 Q-K

En profitant de cette décomposition et des lemmes I, II, IIT nous obte-
nons la conclusion du théoréme I.

3. La limite du reste du potentiel. En vertu des formules
(4), (8) le reste du potentiel (9) %(X,?) peut étre répresenté comme la
somme de deux termes:

%(X1 t) = %I(X, t)+%2(xa t)

t i
=[[[[ox,n [ [[[wmsX,t; m,0)f(3,6; ¥,1)dMa6dY dr+
0 Q2 T 2

¢ l
+af [ o, [ [[]wex, 50, 0)x

7]
<[ [[[ w, 6; 11, )11, & ¥, 7)alTdEAM 04T d .
v @

Nous étudierons d’abord %,(X,t). On sait d’apres 'article [1] et les for-
mules (5), (6), (7b) et (7a) qu’on a la limitation suivante:

const
(t—- T)pl X Yln+2—2p—h| !
const
(_t— T)nl2

X#Y, t>r1,
(29) [/(X,4 X,7)| <
pour {—z>y #0,

ol u est arbitraire, h, désigne le plus petit des deux nombres (h, 2h')
et v est un nombre positif. Nous allons maintenant démontrer le

LEMME IV. 8¢ 1—h /2 <pu<1l el n>2 on a:

i ¢
(30) }imffff o(Y,7) [ [[[ wnoX,t; M,0)f(M,0; Y,v)dMdd ¥ dr
=0 9 K r Q2

= O(rith =2y
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Démonstration. Soit t > 1. Décomposons ’intégrale sous le signe
lim de la formule (30) en une somme de quatre intégrales:

[ t
(31) ffff(p(Y, z)ffff wM(X 13 M, 0)f(M, 0; Y, 7)dMdodY de

[f+f]fff¢(1’f)[f w1

{t+v)/2

x[[[ w4 30, 010, 65 Y, ) AMasya¥dr = a+btetd.

A cause de la formule (5) et de la limitation (29) on a pour1—#,/2 < p < 1:

(32)
(t+7)/2 .
|a] < const f = 2)M2 | f [ ax f do fDJ | o ;ngm_zﬂ_hl

1
< const (1 — tnl2_+ﬂ—_2) .

En vertu de (18) et (29) on a pour 1—5,/2 < u < 1:
(33)
(t+7)/2

]b|<eonstfdrfffd¥f (t—
= const J (t—zf“ ” | lxyr‘““""“ [(HT t)M_O]

4y+h1—2

n— 2,u|MYl'n+2 2u—hy

< constry

Pour le terme ¢, comme 6—7 > (t—7)/2 et grace a la limitation (29)
nous avons:

(34) |e| <constjf1((t+;/2)mffde ft fffw“-"(X,t;M, 6)dM a6
0 K

(t+n/2 2

< ¢const (1 t"’i 1) 7o .

En tenant compte des limitations (18) et (29) on a pour 1—4,/2 < u < 1:

(35) ld| < constf 2“_1 fff |XY|"’” - < constri” M-z

Les évaluations (32), (33), (34), (35), donnent la formule (30), c.q.f.d.
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LEMMme V. 81t T <t, on a:

i-T ¢
(36) ‘1112] ,,f_fo (Y, z)ffgff wMA X, t; M, 0)f(M, 0; Y, 7)dMd0dY dv
=0(T7""").

Démonstration. Aprés avoir décomposé l'intervalle (z,?) en deux
parties, nous avons:

t—T ¢
(37) f fff¢(y, ‘r)ffff wMA X, t; M, 0)f(M, 6; Y,7)dMdodY dv
(t+72)/2

_fffww[f o F1ILS w1, 0

(t+v)/2

Xf(M,0; Y,r)dMdodYdr =e--f.
Grice 4 la formule (5) et aux limitations (29) et (18) nous avons pour ¢ > 2:
1+1
aMdo
38 e<cf fff fff e
(38) el <a ((t r)/2)""‘ J (0—7)| MY ["T2 2

({+1)/2

" J (¢~ >/2)"’2f 1/ dy,fl <e—dz)"’2

1 1 1 1
< const —Tnlz—l tn/z —;| - const 1"'_2—_"2 s

t’)l
(39)

lf|<00nstf (- r)/2)"/2 fff J): jgff wMs( X, t; M, 6)dMdo

1
< const W tle? .

Quand t—>oo et T est assez grand on en déduit 1a formule (36), ¢.q.f.d.
LemMmE VI. Sous Phypothése (10b) on a:

(40)  lim ffffffffwm(x t; M, 0)f(M, 0; ¥,7)dMd0dY dr

Q—-K =

H= JIJ fffff(M, Y, T— e)fwM(X, M,v)dvd0dMay ,
9-K & 0 0

Annales Polonici Mathematici XIII 16
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ou
wM(X, M, 1) =1 "2exp [_ fﬁ'&ft’_@] ,
(41) .
(X, ¥, 0) = 1Y/ Aet[@H(X)] D, [Gupl X) —Gepl ¥)|@5zs( X, ¥, 6) +

a,f=1

+) b X)Th(X, ¥, 6)+5(X)w (X, Y, 6)
a=1
sont les fonctions définies dans Varticle [2] (v. § DA).
Démonstration. En posant v =t+0¢—7, 0 =7v+{ on obtient:

(42) ffffffffwMﬂ(X ts M, 0)f(M,0; Y,7)dMaodY dr

-To-K =
T~c

=fffff J[J whs=teori (X, b M, 1=+ a0
Xf(M,t—T+0+¢; Y,t—T+4o0)dMd.dYdo .

On peut passer & la limite sous le signe de l’intégrale, puisque ’acroisse-
ment des parametres de la fonetion wM9X,t; M,0) et f(M,0; Y, 1)
ne dépend pas de {. Ensuite on applique les mémes transformations que
dans le travail {2] (v. § 5A) et on obtient le résultat:

(43) lim ffffffffwm(x t; M, 0)f(M, 6; ¥,7)dMd0dY dr

{-T9-K

=fff fffff(M, ¥Y; T— e)fwu(x, M,7)drd6dMaY ,
N-K Q@ o 0

c.q.f.d.
Ecrivons:

t t
@) [ [[fox,n [ [[[wrox,t; M, 0)j(M,0; Y, )aMa0dY dr
0 2-T T &

L

-7 ?
=ffff¢(1” f)ffff wMA X, t; M, 0)f(M, 0; Y,7)dM0dY dr+
t

+ [ [f[le(¥, r)—tp(Y)]ffffwm(x t; M,0)f(M,6;Y,r)dMaody dr +
t-T

a2-

H

t

+ ffff&(Y)ffffwM"’(X,t;M, 0)f(M, 0; Y, 7)dMd0d¥ dr .
t—-T 9-K T @&
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En tenant compte de la formule (10a) et des lemmes IV, V, VI et enfin
en passant & la limite pour 7,—0 on obtient:

t ¢
(45) }1mf [[[ox,o [ [[[wax,t; M, 0)f(M,0; ¥,7)dMa0AY dr
—>® 0 0 vt @&

T 0
=fffe)[[] [ 1M, ¥, T—06) [ (X, M, v)dcd0dMa¥+ O(T "),
o a o o

Ensuite nous allons chercher la valeur limite de l’intégrale figurant au
second membre de la formule (45) pour T'—oco. Nous utiliserons la for-
mule (3", 5) du travail [2]:

T 0
o) lim [f5@) [[] [ 18,0, T—0) [ wo(4, B, njdzaBasaQ

= agfm) [[] w34, B)7.(B)ps[wB(B, Q)1dBdQ, A #Q.
2

Soient K,, K, deux spheres de centres X et Y respectivement et de
rayon g, ou X # Y. On a la formule:

47 I, — hmhmthfffq:(Y‘r)x

T—o00 {—00

xf [[[ whmsX,t; 3, 0)f(M,6; ¥, 7)dMa6dY dr +

02-K1—Kg

+ffff¢ Y, r)f [f[ wrmox,4; M, 0)f(M, 8; ¥, 7)dMd0a¥ da

T K1+ K2

—hmhm[fffqp(Y) Iff ijYT 6)x

9 —-Ky— —K30

f WX, M,7)ded0d MaY +0(T )|+

+11m11m11mffff<p(Y 'r)ffffwM"(X t, M, 08)x

00 T—00 i 1 K1+ K3
« f(M, 8; Y, 7)dMdodY dr

pourvu que tous les deux termes existent. La formule (46) est applicable,
car on a ici X # Y. Dans ces conditions la formule (46) devient:

A _hm{ fff¢ (Y) [[] wMX, M) M)p[w¥ (M, X)]dMAY +

2'—K1—K32

+hmhmffff¢(y 'r)f [ [ wiax,4; M, 0)f(M, 0; ¥,1)dMa0d¥ dr} .

r K1+ K2
16*
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Ensuite on peut écrire J, de la fagon suivante:

(48) J, =lim S o) [[] mMX, 3) I(M)p[w¥ (M, T)]AMAY +
e Q @

—ifffem [f Kf WM X, M) i M) [BF(M, Y)]AM Y +
Q K1+ Ko

t t
+ lim }lmffff o(X,0) [ [[[ whna(X,t; M,0)f(M,0,Y,7)aMaoa¥ ).

t K1+ K>

A D'aide des définitions (13a) et (13b) et des limitations correspondantes
(v. [3]), on peut montrer que le deuxiéme terme du second membre de
la formule (48) tend vers zéro pour ¢—0. Par analogie avec le lemme IV
on peut prouver que le troisiéme terme converge vers zéro si ¢—0. De 1a
définition (13d) et de la formule (48) on tire:

THEOREME II. Sous les conditions (10a) et (10b) on a:
(49)  Bm@(X, 1) = [f[ex) [[[wmx, miM, VVaMay.
—>00 ﬂ gl

Etudions ensuite u,(X,1?), le dernier terme du reste du potentiel.
On peut éerire %,(X,t) comme il suit:

t—4T 1 t
(50) %(X,t)=l[of +t_fT]f;fwlf,r)ffojfwm(x,t;M,e>><

7]
x [ [[[ o, 6,11, £)j(I1, & ¥, 7)alTdEAMasay dr
T
— fa;ﬂ,l—LT)(X’ t) +%;‘—4T,l)(X, t) .

Pour étudier lim7%,(X, t), admettons I’hypothése VI de P’article [2] p. 363
et appliquons le lemme (2,4) et le corollaire (1,4) de-1’article [2]; il en
résulte que

¢
(51) [f[f 1z, 67,0 avas
0 Q

existe pour 6 > 0, X ¢’ et que

0T
(52) [ [[[1nx,06; v,6)dYd0' >0
0 [}

pour T —>o0 et 6 > T. Nous démontrerons maintenant le
LeEMME VII. Sous les conditions (51) et (52) on a:

(53) ]jm‘a;(),t—iT)(X’ t) - O(T—ﬂ./2+1) .

{->00
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En intervertissant I’ordre des intégrations par rapport & = et 6 dans
lintégrale %y *", nous obtenons:

t—4T 6

34) WX, 0 =2 [[[[e¥,n) [[[wrox, s M, 0%
0 0 o 9
[}
<[ [[[ o, 6,11, 9§11, & ¥, v)allasaM aY dxd +
T @&
t t—4T

e LTI oo [ w30, 1

t—4T 0 2 Qo
e
s [ [[[ R, 0,11, )11, & Y, ) alldeaM a¥ dr s
T @&

= (X, ) + (X, 7).

En vertu de la condition (51) et de la limitation (18) pour uz = n/2 on

obtient:
{—aT

59 10l < [ [ _f‘{__ffmm, 0 1T, £)| x
0 o 0 Q'

xfjff T, & Y, 0)|ip(Y, 7)|dY dedlT dd M
0 o

1 1 e
< const [(41’)"/2'1 - tnlz‘l]t::oO(T By n>2.

Dans le terme @, on pose 8§ ={—4T + §, et ensuite on décompose 'inter-
valle d’intégration de la variable £ en deux intervalles: de 7 & t—4T
et de t—4T & 6. Nous obtenons ainsi une somme de deux intégrales,
que nous appelons ¢, et ¢, respectivement. Pour étudier ¢,, nous divi-
sons lintervalle d’intégration de la variable 6 en deux intervalles: de 0
a 2T et de 2T 4 4T. 11 en résulte:

R deo t—4T .
(56)  |g(X,1)] < const :f (ij;ff{ fgfflsn(m, 6; 17, &)| x

¢ .
xbf fbffw(l’, Of (T, & Y, 7)|dY drdlTdEdM +

i—aT

T
+const2j deoj;ff WX, 15 M, ) 6{ f,,[fm(M’ 0; I, £)|

&
x!fgfflfp(l’, Of(, & Y, v)|dY drdlIdEdM .
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Les intégrales intérieures existent; cela résulte de la limitation de la
fonction f et de la formule (52). Le premier terme tend vers zéro quand
t—>o0 et T—>o0, t > T.

L’accroissement des parametres du noyau résolvant dans le second
terme de la somme est:

D’ou résulte que le second terme est de 1’ordre o(1). En changeant 1’ordre

des intégrations et en introduisant la nouvelle variable & =t—4T 4+ &,
nous pouvons évaluer ¢,(X,?) de la facon suivante:

g X, 1) <fTﬁfo”fm(M 6; 1T, &)[

1—4T

xf fff|tp(Y, DT, 1— 4T+ &; Y, 7)|AY drallae'a M +

+ffffstXtMe)f”fl<R(Mens)lx

f ffflsp(Y (T, t— 4T+ &;Y,7)|dY dralld&'d M df, +

+ffffwMﬂ(Xt,M a)ff”m(Mens)[x

f fffl';v Y, o)f (I, t—4T+¢&; ¥,v)|d¥ dedlIdE'a M db, .

Le premier terme de la somme tend vers zéro avec T -—>oo, car les inté-
grales intérieures existent et 47— 6, > 2T. Le second terme est aussi
petit avec 1/T, puisque ’acroissement des parametres du noyau est

0—& =0,+1—AT -t +4T— 8 =0,—& > T.

De méme, dans le troisiéme terme 1’accroissement des parameétres de la
fonction f est
t—4T + & —t+4T =8> T.

On en déduit qu’il est assez petit avec 1/7. Moyennant les limitations
¢y ¢- et @, le lemme VII est ainsi démontré, c.q.f.d.
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LEMME VIII. Sous les conditions (10a) et (10b) on a:
4T 4T

(67) MmO, g =af[[e) [ [ [[] w4, M, u-0)x

/]
x [ [[] RM, O; 06— 6)FUT, X, )alTdEAM dudfdy
0 o

ot wM(X,M,u—0), f(II, Y, &) sont définies par les formules (41), et la
fonction N est donnée par la formule:

(58) limM(Y,t; M,0) =N(Y,M,0), O0<0<4T, Y#M
[ ]

établie dans Uarticle [2].

Démonstration. Pour obtenir la formule (57), il n'y a qu’a rai-
sonner de méme que dans ’article [2] p. 389-391, c.q.f.d.

Pour abréger, désignons l'intégrale figurant au second membre de
la formule (57) par J(X, T). Etudions cette intégrale pour T —oco.

Lemme IX. Sous Vhypothése VI on a:
AT 4T

(59) alim [[[5(D) [ [ [[]®HX, ¥, u—0)x
%9 06 o

/]
[ [ R, 11, 6—8FT, ¥, §)alTdeaM dudody
1] o4

=1f°°ds [[fam ([ Ry, 1, s)ym" X, M)aM x

x [[[#(¥) [ 1, X, )aeay .

Démonstration. Pour faire un changement de variables dans
l'intégrale J (X, T') considérons une sphére K, de centre X et de rayon g,
dans le domaine £2’. Décomposons J (X, T) de la maniére suivante:

4T 4T
60) JEX,=2a[[[ex) [ [ [[[wmX, M,u—6)x

0 6 -K;

[}
x [ [[f R, 115 60— 6T, Y, £)dITaEAM dudbdy +
0 fo

4T 4T
waf[fo [ [ L] @, i, u—0)x
] [ 1

6
x [ [[[ R, o; 6—6FT, ¥, HallasaM dudsdy
0 [2}4
=Jy(X, T)+Jy(X, T).
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Nous étudierons d’abord 1’intégrale J,. Nous allons montrer qu’elle
existe uniformément pour 7 —oo et qu’elle prend des valeurs arbitraire-
ment petites quand le rayon de la spheére K, est suffisamment petit.
Pour le prouver nous posons «— 8 = 7, d6 = dr dans l’intégrale J,(X, T
et ensuite nous changeons 'ordre des intégrations par rapport aux varia-
bles temporelles 7 et 6, et aussi par rapport aux variables spatiales M, Y, IT.
Aprés avoir changé P'ordre des intégrations par rapport & £ et 6, nous
faisons ensuite la substitution 47—7 =v et 6—& =u, df =du. Il en
résulte:

4T
(61) JyX,t) =4[ av [[[@H(X, M, 4T —v)aM x
0 K,

? v—§&
x[ae [ au [[[ R, m,u ([T, u, p(Y)a¥all.
0 0 [0} Q

D’apres la définition (41), la limitation (29), la définition (58) et le
lemme (2,4) de D’article [2], qui s’exprime par la relation (51), nous avons:

4T . ld ? d
[o( X, t) < consti afd,, fﬁ[} wM(X, M,4T—v)dM[!§—f+Ié—j§].

En posant 4T —wv = 2, —dv = dz et ensuite, en utilisant la définition (41)
et la limitation (18), nous obtenons I’évaluation:

(62) |Jo(X, T)| < Aconst [fj"—zf{f]}(—ldn%jﬂ_'_
0 Ky

4:T dz
+I —ﬁf{f dMil<00nSt@f”.
i 'K.l

D’ou résulte que J,(X, T) exsiste uniformément pour chaque 7.

Passons a D’étude de l’intégrale J,(X, T'). Changeons l’ordre des
intégrations par rapport & u et posons u— 0 = v, du = dv. Nous chan-
geons ensuite I'ordre des intégrations par rapport & & et 6 et aussi par
rapport aux variables spatiales. Enfin, en introduisant la nouvelle va-
riable 6— & = s, df = ds, nous obtenons:

4T 4T-¢
JuX,0) =4[ a& [ as[[[am [[[ R, m,s)dmx
0 '] Q ¥ —-Ky
4T—s—¢

x [ wMX,M,v)d [[[FUT, Y, 65(Y)aY.
0 Q2
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Aprés ces transformations, décomposons 'intégrale étudiée comme il suit:

J(XT—lfdffdsffjdﬂfffﬂtﬂ]Hs)d]l[x

o' —Kq
4T —s—¢

xf XMvdvffffHYf) (Y)dY +

4T

+Zf'd§f dsfffdﬂfff‘ﬁMHs)dM)/

Q' -K;
4T—s—¢&

><f XdevffffnY)a(Y)dYJr

+1fd5f dsfffdnfffm(M I, 5)a M »

2 -K,y
4T —5-¢

x [ wMx, M, [[[ i1, Y, H5(Y)aY
0 2
= Jl,l(X’ T)+J1,2(X7 T)‘I‘Jl,a(xr T) .

Nous démontrerons que les intégrales J,, et J,; convergent vers zéro
avec T->oco. En changeant dans l'intégrale J,, ’ordre des intégrations
par rapport &4 s et v, et en posant T > 1, nous obtenons:

T X, T)—l[f-}-f]df} fffde BM(X, M, v)dox
2—-K;
aT—¢é—»

x [ as[f[ R, m s [[[jur, Y, Hp(Y)ax
27 o Q2
=i o(X, T)+ o X, T) .

D’apres la définition (41), la limitation (29) et la relation (52) nous avons:

(63) lim i (X, T) =0 et lim2,(X,T)=0
T—o0 T—o0
puisque &+v < 27T, s > 2T . Alors on a donc:
(64) limdJ, (X, T)=0.
T—o0

Aprés avoir changé D’ordre des intégrations par rapport & s et v, et aussi
par rapport & M et I, nous obtenons pour J,,(X, T) la valeur suivante:

AT 4T —
J1a(X, ”)—Af dsf do [[f w(X, M,v)dM x
Q2 -Ky
4T -E—»

x [ dsffmeHsdnffffHY ¢(Y)dY .



238 S. Cakala

En tenant compte de la définition (41), de la limitation (29) pour & > T
et de D’existence des intégrales intérieures nous avons 1’évaluation:

AT

T q
(65) 15X, )] < const- 1 | ?L%, n>2,
7
d’ou on tire:
(66) lim J (X, T) = 0.
T—o00

Etudions maintenant J,,(X, T). Dans cette intégrale X s M, donc
en posant
(X, M) M(X, M)dvw
U= W=
nous avons:;

T 2T
67) Ja(X,Ty=22""[as[ as [[[am [[[ R, 1T,8)aMx
0 0 g 2-K;

X f [EM(X, M)]—nlz-l'lu—ﬂ12+2exp(_u)du fff ‘q")( Y)?(H’ Y’ E)dY .
oM(x, M) e
4(4T—¢—9)

Comme 0 < £ T, 0<s< 2T nous obtenons:
(68) limJ,\(X, 1) =4 [ as [ as [ [ [ anrx
—>0 0 0 2
x [[[ R, 1, 9ywmx, myan [ [ [}z, ¥, 3(¥)aY .
2'—K1 Q

En appliquant la décomposition (60), la limitation (62) et les résultats
(64), (66), (68) nous arrivons avec g,—0 a la conclusion du lemme IX
donnée par la formule (59).

THEOREME III. Sous les conditions (10a) et (10b) et sous Uhypo-
these VI, on a: .

t [
(69) 'lim).ffaffcp(Y,r)ffffwM-"(X,t; M, 6)x
=0 9 r Q2
xfefff R(M, 6; T, &)f (T, &; ¥, 7) AITAEAM AOAY dr
T @&

= f[Je® [[[wux, ) [[f R, miar, vyamamay .

Démonstration. Admettons les résultats des lemmes VI, VIII, IX
et étudions ensuite l’intégrale figurant dans la formule (59). Pour abréger
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nous la désignons par J(X). Nous nous servirons de la formule (3,5)
de Darticle [2], p. 387. Moyennant (13d) cette formule peut s’écrire:

(70) ?(H7 Y,E)d'f:f(ﬂ, Y)) II+Y.

En effet, enlevons du domaine £ la sphére K, de centre /I et de rayon
0; = |[[IY| et décomposons 'intégrale J(X) de la formule (59) de la ma-
niére suivante:

(11)  J(X) =}.fdsfff art [ [ [ R, 11, s)wM( X, M)aM x

x [f[ #may [}, v, pas+

Q- KaliT, 09)

+}.0fmdsf6[fdﬂfgffﬁ(M,H,s)zT;M(X,M)de

< JIJgnax [ jar, v, e

Ka(l1,03)

D’aprés la formule (70), 1a définition (41), la limitation (29) et la rela-
tion (51) nous démontrerons de méme que dans le lemme IX qu'on a la
formule:

(12) WmJ(X) =2 [[[wnX, Myan [ [ amx
020 & o

x [ R, syas [[[ 10T, Vg(Y)ay .
0 2

Désignons par J*(X) l’intégrale du second membre de Végalité (72).
A cause de la relation (51) pour tout ¢ > 0 on peut déterminer le nombre 7',
et le rayon p; de la sphére KH,(M, g;), tels qu’on ait:

(73) ’afff @M X, M)dM fds fffsv_t(M,n, $)alT %
Q2 T (74

beffﬂﬂ, Y)&(Y)dy’ <f
et

(74) szff wM(X,M)deTldsfffiﬁ(M, 11, s)al
e id 0 K3

xf;fff(n, Y)&(Y)dY‘ <;






