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1. Wstep

Ostatnie lata sg okresem bardzo intensywnego rozwoju kombinatoryki i teorii
graféw oraz ich zastosowan. Powodow tego upatrywaé nalezy migdzy innymi w og6l-
nosci graféw jako twor6w matematycznych, dzigki czemu sa powszechnie uzywane
do modelowania probleméw zwigzanych z dyskretnymi ukladami obiektow.

Zastosowania teorii graféw wymagaja wielu algorytméw i, chociaz za najbujniejsze
lata rozwoju samej teorii uznaje si¢ ostatnie dwudziestolecie, to dopiero od niedawna
coraz wigcej uwagi zaczeto poswigcaé konstrukcjom i analizie obliczeniowych metod
1 algorytméw tej teorii.

Powszechnie przyjmuje si¢, ze jeden z pierwszych algorytméw podany zostal
przez Euklidesa. Chociaz od tego czasu pojawilo si¢ bardzo wiele réznych metod

* Jest to rozszerzony konspekt wykladu wygloszonego na V Konferencji Zastosowan Mate-
matyki, ktora odbyla sie¢ w Bukowcu, w dniach od 1 do 8 grudnia, 1976 roku.
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obliczeniowych, to jednak poczatkowo, gdzie§ od pierwszych lat 50-tych, gldwnym
celem analizy algorytméw bylo wykazywanie poprawnosci proponowanych metod.
Spowodowane bylo to tym, ze obliczenia przeprowadzano recznie, a wige niewiele
byto mowy o ich pracochtonnosci, a juz absolutnie ani stowa o przestrzeni potrzebnej
dla zapisu danych, wielko$ci pomocniczych i ostatecznych wynikéw. Najbujniejszy
okres rozwoju metod obliczeniowych rozpoczal si¢ z chwilg pojawienia si¢ maszyn
cyfrowych. Poczatkowo jednak wigkszy nacisk w analizie algorytméw potozony byt
na zajeto$¢ pamigci niz na czas obliczen, gdyz m.c. byly wyposaZzone w stosunkowo
niewielkie pamigci operacyjne i pozbawione byly catkowicie pamigci pomocniczych,
a z drugiej strony uwazano, ze juz taka szybkos¢ obliczeq, jaka dysponujemy uzy-
wajac m.c. powinna gwarantowaé mozliwo$¢ rozwiagzywania wszystkich problemow
praktycznych, Baczniejsza uwage na czasowa pracochtonnoéé algorytméw zaczgto
zwracaé z chwila, gdy pamigci pomocnicze przestaly by¢ jakimkolwiek problemem.

Powszechnie uwaza si¢, ze Edmonds [26] byt pierwszym, ktory zwrécit uwage
na wyrazne réznice migdzy algorytmami, ktorych czas obliczef ro$nie wielomianowo
i wykladniczo ze wzrostem rozmiaru problemu. Od tego czasu jest to podstawowym
kryterium klasyfikacji algorytmow kombinatorycznych.

Niniejsza praca nie pretenduje do kompletnego przegladu wszystkich, czy cho-
ciazby najwazniejszych algorytmoéw kombinatoryki i teorii graféw. Algorytmy za-
mieszczone tutaj ilustruja jedynie ogdlniejsze rozwazania nad zlozonoscia oblicze-
niowg probleméw kombinatorycznych. Zaklada sig, Zze Czytelnik zna podstawowe
algorytmy kombinatoryki i teorii graféw.

Problemy zwiazane z analiza algorytmow pojawiaja si¢ w naturalny sposob
w sytuacji, gdy w przypadku ustalonego problemu dysponujemy juz pewna rodzing
algorytméw. Powstaja wtedy nastgpujace pytania: (a) jak poréwnywaé ze sobg algo-
rytmy, czyli jak ocenia¢ dobro¢ algorytmoéw i rozstrzygaé, ktéry z dwoch jest lepszy,
(b) w jakim kierunku prowadzi¢ poszukiwania nowych, bardziej efektywnych metod,
oraz (c) czy istnieja realne szanse znalezienia lepszych metod. Odpowiedzi na te
pytania interesuja zaréwno programistow, a wigc bezposrednich uzytkownikéw
algorytméw, jak i teoretykéw informatyki.

Przechodzac juz do konkretnych rozwazan winni§my przede wszystkim uswia-
domi¢ sobie znaczenie pojecia ,,algorytm’’ oraz miejsce tych ,,tworédw” w teorii
obliczen. Juz na tym pierwszym kroku pojawia si¢ problem, na ktéry trudno jest
da¢ calkowicie wyczerpujaca i zadowalajaca odpowiedz. W pierwszej czesci pracy
przedstawiono w zarysie podstawowe modele obliczen stosowane w analizie algoryt-
méw kombinatorycznych. Na uwage zastuguje fakt, ze chociaz takie twory jak
RAM i RASP s3 konstrukcjami teoretycznymi, to jednak do tego stopnia stojg
blisko istniejagcych maszyn cyfrowych, ze przy niewielkich zalozeniach dodatkowych,
programy m.c. napisane w dowolnym jezyku programowania moga by¢ uznane
za programy maszyn RAM i RASP. Na bazie przyjgtych modeli obliczen mozemy
nastepnie okresli¢ miary zlozonosci algorytméw, uzywane do oszacowania praco-
chlonnodci obliczeni, wyznaczania oszacowan dolnych ztoZzonosci oraz poréwny-
wania réznych algorytméw rozwiazywania tego samego problemu.
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W dalszej czgsci pracy omowione zostaly problemy, dla ktérych istnieja algo-
rytmy optymalne i/lub ,,dobre”’. Przedstawione w tej czgsci pracy problemy zaliczane
sa do klasy P, tj. klasy problemow, ktére mogg by¢ rozwigzywane za pomoca algo-
rytmdéw o zlozonosci wielomianowej. Dalej podana jest bardziej formalna definicja
klasy P oraz klasy NP, do ktérej naleza z matymi wyjatkami wszystkie trudne prob-
lemy kombinatoryczne, takie jak problem plecakowy, problemy szeregowania,
problemy dr6g Hamiltona w grafach i w sieciach itd. Pytanie, czy P = NP, jest
obecnie podstawowym problemem badawczym w analizie ztozonosci obliczeniowej
algorytméw kombinatorycznych.

Praca nie zawiera zadnego wprowadzenia podstawowych terminéw teorii graféw,
kombinatoryki i programowania matematycznego, ktére Czytelnik znalezé moze
odpowiednio w ksigzkach Harary’ego [45], Liu [79] i Lawlera [75]. Bibliografia
zawiera takze opracowania niecytowane, nie pretenduje jednak do kompletnej
bibliografii prac poswigconych ztozonosci obliczeniowej. Dla uzupelnienia polecamy
uwadze Czytelnika opracowania Reingolda [94] oraz Irlanda i Fischera [56]. Bardziej
aktualne bibliografie znalezé mozna w nowszych opracowaniach ksiazkowych Aho,
Hopcroft i Ullman [2], Coffman [12] i Rustin [100] oraz w pracach Karpa [61]
i Tarjana [114].

2. Zlozonos$¢ obliczeniowa algorytméw
\

Dysponujac rodzing algorytmdéw rozwiazujacych dany problem powinniSmy
umieé porownywac je, a wigc umie¢ odpowiada¢ na pytania, ktéry z dwdéch algoryt-
mow jest lepszy oraz jakie sa szanse, Ze poszukujac nowych metod rozwiazywania,
znajdziemy metode jeszcze lepsza. W tym celu musimy najpierw okresli¢ miarg zlo-
Zonosci i pojecie optymalnosci algorytmu, a wigc co przyjmujemy za ocen¢ dobroci
algorytmu oraz kiedy algorytm mozemy uznaé za najlepszy.

Najpowszechniejszymi miarami zlozono$ci obliczeniowej algorytmoéw sa czas
obliczen oraz zajgtos¢ pamigci wyznaczane — jako funkcje rozmiaru problemu. Za
rozmiar problemu przyjmujemy ten parametr (lub zbidér parametréw), ktéry okresla
dtugoéé uktadu danych wejsciowych. Dla przykladu, rozmiarem problemu polegaja-
cego na wyznaczeniu pewnej funkcji macierzy moze byé jej wymiar, a za rozmiar
problemu teorii graféw przyjmujemy zwykle liczbe wierzchotkéw lub/i liczbg kra-
wedzi. Obie miary zlozonosci obliczeniowej moga byé wyznaczane na dwa rézne
sposoby, a rriianowicie, jako wielkosci oczekiwane lub w wyniku analizy ,,najgor-
szych” danych. Oczekiwana ziozono$é oraz zlozono$é najgorszego przypadku jako
funkcje rozmiaru problemu sa odpowiednio $rednia i maksymalng ztozonoscia algo-
rytmu wyznaczonymi na podstawie wszystkich mozliwych uktadéw danych. Wyzna-
czenie oczekiwanej ztozonosci jest zwykle trudniejsze, gdyz wymaga najpierw okre-
$lenia i zbadania rozkladu prawdopodobiefistwa ukltadéw danych, co w konkretnych
przypadkach nastrecza wiele klopotow.

Dalej méwié bedziemy tylko o zlozonoéci algorytméw wyznaczanej w wyniku
analizy najgorszego przypadku danych. Ztozono$é obliczeniowa algorytmu okresla
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jednoczesnie rozmiary tych probleméw, ktére moga by¢ rozwigzywane za jego po-
mocg i przy uzyciu konkretnej maszyny cyfrowe;.

Najczesciej ztozono$¢ algorytmu jest wyznaczana i podawana z dokladnoscig
do stalego wspélczynnika proporcjonalnosci i z uwzglednieniem tylko najistotnie;j-
szych cztonéw. Na przyklad, jezeli czas obliczefi za pomoca jakiego$ algorytmu
wynosi cn?+dn, gdzie ¢ i d sa stalymi, to méwimy, Ze jego zlozono$¢ jest O(n?)
i czytamy ,,rzedu n?”. Ogélnie, funkcja g(n) jest O(f(n)), jezeli istnieje stata c taka,
ze g(n) < cf(n) dla prawie wszystkich n. Jak latwo zauwazy¢, symbol O(+) uzywany
jest dla okreSlania gérnych oszacowan. Dla okreslenia dolnych oszacowan uzy-
waé bedziemy natomiast oznaczenia £2(-) o nastgpujacym znaczeniu: funkcja g(n)
jest 2 (f(n)) , jezeli istnieje stala ¢ taka, Ze cf(n) < g(n) dla prawie wszystkich n.

W dalszej czeéci tego paragrafu, na przykladzie jednego problemu, zilustrujemy
rzeczywisty powod wzrostu szybkosci obliczeft za pomoca maszyn cyfrowych., Wy-
dawaé by sie moglo, ze wzrost szybkosci obliczeri spowodowany rozwojem maszyn
cyfrowych zmniejsza znaczenie badan nad efektywnoscia algorytmdéw. Jest jednak
inaczej. To wiasnie ztozonoéé obliczeniowa algorytmu okresla wzrost rozmiaru
probleméw, ktore staja si¢ rozwigzywalne ze wzrostem szybkosci maszyn cyfrowych.

W tablicy 1 podane sg niektére algorytmy badajace, czy dany graf zwykly jest
plaski. Do 1963 roku nie istnial zaden specjalny algorytm, a jedyna metoda polegala
na bezposrednim zastosowaniu kryterium Kuratowskiego, co w konsekwencji pro-
wadzilo do zbadania wszystkich podgraféw o 5-ciu i 6-ciu wierzchotkach. Dla infor-
macji podajmy, ze kryterium Kuratowskiego zostalo udowodnione w 1930 roku.
Nastepnie, potrzeba bylo juz tylko niecalej dekady dla otrzymania algorytmu,
ktory jest optymalny z dokladnoscia do stalego wspoélczynnika proporcjonalnoscei.

W czwartej kolumnie podany jest czas obliczeft za pomoca algorytmow A;—As
przy zalozeniu, Ze stala proporcjonalnosci k jest taka sama dla wszystkich algoryt-
moéw i wynosi k = 10 msec, a rozmiar zagadnienia, w tym przypadku liczba wierz-
chotk6w grafu »n, wynosi 100. W nastepnych dwéch kolumnach podane sa maksy-
malne rozmiary zagadnien, ktére moga byé rozwiazane w ciggu 1 min i 1 godz,
odpowiednio, za pomoca algorytméw A;-As przy tym samym zaloZeniu o stalej
proporcjonalnosci. Dodatkowo oznaczmy przez A, jakikolwiek algorytm o zltozo-
nosci O(2").

Tablica 1
Algorytm Czas obliczen n
Nazwa Autor Z1670n08¢ k = 10 msec | czas obl.iczeﬁ czas obliczeft
n =100 1 min 1h
A; | Kuratowski — do 1963 r. on%) 325 lat 4 8
A, | Goldstein —od 1963 r. o(n®) 28 h 18 71
A; | Lempeliinni —od 1967 r. on? 100 sek 77 600
A, | Hopcroft i Tarjan — od 1971 1. O(nlogn) 7 sek 643 24 673
As | Tarjan —od 1971 r. | O(n) 1 sek 6 000 36- 10*
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Przypu$émy teraz, Ze nastgpna generacja maszyn cyfrowych bedzie dziesi¢é razy
szybsza od obecnej. W tablicy 2 przedstawiono, jak wzrosna maksymalne rozmiary
zagadnieni, ktére beda mogly by¢é rozwiazywane za pomoca algorytméw Ag-As
dzieki takiemu wzrostowi szybkosci obliczen na m.c. (s; oznacza maksymalny roz-
miar zagadnienia, ktére moze by¢ rozwigzywane obecnie za pomoca algorytmu A;,
i=0,1,..,95.

Tablica 2
Algorytm Maksymalny rozmiar zagadnienia
Nazwa Zlozonodé przed wzrostem po 10-krotnym wzroscie
szybkosci m.c. szybkosci m.c.

Ao oezhH So so+3.3
A 1 0(”6) 51 1.4651
A, o) S2 2.15s,
A; on?) S3 3.16s,
Ay O(nlogn) Sa 10s, dla duzych s
As O(m) ss 105,

Zauwazmy, ze 10-krotny wzrost szybkosci m.c. powoduje jedynie wzrost
o 3 rozmiaru zagadnien, ktére moga by¢ rozwigzywane za pomocg algorytmu A,,
a 3-krotny wzrost w przypadku algorytmu A;. Z drugiej za$ strony, na podstawie
tablicy 1, w czasie 1 minuty, zastgpujac algorytm A, przez A; mozemy rozwigzywaé
problemy 4 razy wigksze, a przez A, — az 35 razy wigksze. Poréwnanie to wywiera
o wiele wigksze wrazenie niz jedynie dwukrotny wzrost rozmiaru zagadnien rozwia-
zywalnych za pomoca A, osiagnigty dzigki az dziesigciokrotnemu zwigkszeniu
szybko$ci maszyn cyfrowych.

W tym miejscu nalezy zwrdcic jeszcze uwage na znaczenie stalej proporcjonalnosci,
ktéra moze byé rézna dla réznych algorytméw, a dla ustalonego problemu jest
zwykle wigksza dla algorytméw o mniejszym rzedzie zlozonosci. W ten sposéb,
algorytmy asymptotycznie mniej efektywne moga by¢ szybsze dla zagadniert o inte-
resujacych nas rozmiarach. Dla przykladu zalézmy, Ze rzeczywiste zloZzonosci algo-
_ rytméw A, A, Asi As wynosza 27, 100n2, 100nlogn i 1000n, odpowiednio. Wtedy,
algorytm A, jest najszybszy, gdy 2 < n < 10, A; —gdy 10 < n < 59, A, — gdy
59 < n < 1024 i wreszcie As dopiero, gdy 1024 < n.

Istnieje wiele ,,trudnych’ probleméw obliczeniowych. W paragrafie 9 przedsta-
wimy klase probleméw kombinatorycznych, z ktérych obecnie Zaden nie ma algo-
rytmu o zlozonosci rzedu r°, gdzie n jest rozmiarem problemu, a ¢ stalg. Rozpatrzmy
dla przykladu problem badania, czy dwa grafy sa izomorficzne. ZloZzono$¢ jakiej-
kolwiek metody rozwiazywania tego problemu zachowuje si¢ asymptotycznie tak,
jak n!, a wigc roénie szybciej niz n¢ dla jakiejkolwiek stalej c. Zalézmy, ze stosujemy
bezpodrednia metode sprawdzania, czy dwa grafy G, i G, sa izomorficzne, tj. naj-
pierw zmieniamy porzadek wierzcholkéw grafu G, a pdiniej poréwnujemy czy
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G, jest identyczny z G,. Niech 10~°n% sec bedzie czasem potrzebnym do wyko-
nania tych dwoch czynnosci dla ustalonego uporzadkowania wierzchotkow.

. Tablica 3
n l czas
e -
10 6 min.
15 9 lat
20 3-10% stulecia

W tablicy 3 podane zostaly czasy dzialania tej bezposredniej metody w przypadku
graféw o 10,.15 i 20 wierzchotkach.

3. Modele obliczen

Aby méc kontynuowaé analize algorytmow i okreslaé ich zlozonos¢ obliczeniowa,
musimy najpierw sprecyzowaé model ,,urzadzenia’ wykonujacego obliczenia, mi¢dzy
innymi po to, aby okresli¢ elementarne operacje algorytmu. Jednym z przykladow
problemu, ktérego rozwiazanie wymaga dokladnego okreslenia podstawowych kro-
kéw algorytmu, jest wyznaczanie dolnych oszacowan zlozonosci (paragraf 5), ktére
z kolei wykorzystywane s3 w dowodach optymalno$ci algorytméw (paragraf 6).
Niestety, nie istnieje Zaden model obliczen, ktéry bylby odpowiedni dla wszystkich
rozwazan. Tym bardziej zadna z istniejacych m.c. nie moze by¢ przyjeta za stan-
dardowa m.c. Jedna z podstawowych trudnosci pojawiajacych si¢ przy wyborze
modelu obliczen jest problem ograniczonej i réznej dlugosci stowa maszynowego.
Natomiast dokonujac wyboru teoretycznego modelu obliczen, powinnismy zadba¢
o to, aby po6Zniejsze rozwazania i otrzymane wyniki odnosily si¢ do mozliwie naj-
szerszej klasy istniejacych maszyn cyfrowych.

Maszyny Turinga i funkcje rekurencyjne byly jednymi z pierwszych modeli obli-
czen i algorytméw. Zwlaszcza maszyny Turinga sa bardzo uzyteczne w rozwazaniach
teoretycznych, chociaz odbiegaja dos¢ daleko od istniejacych maszyn cyfrowych.
Podobnie, funkcje rekurencyjne sqg wygodnym aparatem matematycznym dla analizy
algorytmow, ale dla rzeczywistych metod obliczeniowych na istniejacych m.c. sa
modelem dos¢ ucigzliwym. Bardziej realistycznymi modelami maszyn cyfrowych
zaakceptowanymi do$é szeroko w analizie ztozonosci obliczeniowej sg maszyny
o jednakowym czasie dostgpu do pamigci bez programu i z programem w pamigci,
ktére w skrécie nazywaé bedziemy odpowiednio RAM (random access machine)
1 RASP (random access stored program machine). Bardzo szczegblowy opis maszyn
Turinga, RAM i RASP, znalezé mozna w ksiazce [2], a tutaj przytoczymy jedynie
najistotniejsze dla naszych rozwazan cechy RAM i RASP, tych wyidealizowanych
maszyn cyfrowych. Te trzy typy modeli sa réwnowazne, jesli chodzi o mozliwosci
-obliczen, nie s3 jednak jednakowo szybkie.
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RAM skiada si¢ z tasmy danych, ktdra moze byé tylko czytana, tasmy wynikéw,
na ktérej mozna tylko pisa¢, pamieci i programu. Podstawowymi symbolami obu
tasm sa liczby calkowite. Pamie¢ sklada sig¢ z ciagu rejestrow ro, 7y, ..., z ktorych
kazdy zdolny jest przechowywaé dowolnie wielka liczbg catkowita. Nie ma takze
zadnego ograniczenia nalozonego na liczbe rejestréw. Program dla maszyny RAM
nie jest przechowywany w pamigci, zakladamy wiec, Ze nie moze si¢ modyfikowac.
Wszystkie obliczenia odbywajg si¢ w wyrdznionym rejestrze r, nazywanym akumu-
latorem. Program jest ciagiem instrukcji, ktére dodatkowo moga by¢ poprzedzone
etykietami. Dokladna postaé instrukcji nie jest istotna w rozwazaniach, mozemy
jednak zatozy¢, ze mamy do naszej dyspozycji wszystkie instrukcje wystgpujace
w istniejacych maszynach cyfrowych, a wiec instrukcje arytmetyczne i logiczne, in-
strukcje wejécia i wyjécia, instrukcje skoku itp. Rysunek 1 przedstawia schemat
RAM.

Xy X X3 X4 ... TaSma danych

5 i
i : |
1 . Akumulator i
I o |
1 i
; . . I |
| Licznik—————— Program }
| " |
| {
I P |
| ’ |

: |
| : I
L Pamigé _jl

pd 2 3 i .. Tasma wynikdéw

Rys. 1

W ogélnosci, program maszyny RAM definiuje odwzorowanie tasmy danych
na tasme wynikéw. Okazuje sig, Ze RAM, podobnie jak wiele innych modeli maszyn
cyfrowych, moze oblicza¢ funkcje czesciowo rekurencyjne. Interpretujac z kolei prog-
ram maszyny RAM jako akceptor jezyka, tj. akceptor zbioru laficuchéw zlozonych
z symboli pewnego skonczonego zbioru zwanego alfabetem, mozna udowodnié, Ze
Jezyk jest akceptowalny przez program maszyny RAM wtedy i tylko wtedy, gdy jest
on jezykiem rekurencyjnie przeliczalnym.

Aby méc wyznaczaé zlozono§é programéw maszyny RAM musimy najpierw
okresli¢ czas potrzebny do wykonania poszczegdlnych instrukcji oraz pamigé zaj-
mowang przez kazdy z rejestréw. Powszechnie rozwaza si¢ dwie funkcje kosztow
wykonania instrukcji programu maszyny RAM. Przy zalozeniu jednostajnej funk-
¢ji kosztéw wykonanie kazdej instrukcji przebiega w jednostce czasu, a kazdy rejestr
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iajmuje jedna jedno'stkg pamieci. Druga funkcja kosztéw, logarytmiczna, jest w pew-
nym sensie bardziej realistyczna, gdyz uwzglednia oczywisty fakt, ze dlugos¢ stowa
pamigci jest ograniczona. W tym drugim przypadku zaklada si¢ takze, ze koszt
wykonania dowolnej instrukcji jest proporcjonalny do dlugosci argumentéw.

Réznica pomiedzy maszynami RAM i RASP polega na tym, Ze programy tej drugiej
maszyny moga by¢ przechowywane w pamieci, a wigc moga si¢ modyfikowaé. Zto-
zono$¢ réwnowaznych, w sensie funkcjonalnym, programéw maszyn RAM i RASP
jest taka sama z dokladnoscia do stalego wspolczynnika proporcjonalnosci, bez
wzgledu na rodzaj przyjetej funkcji kosztow.

Maszyny RAM i RASP sa w wielu przypadkach nazbyt ogélnymi modelami dla
rzeczywistych obliczen. Mozemy jednak wprowadzi¢ uproszczone wersje maszyn
RAM i RASP, ktére dla przykladu beda uwzglednialy tylko pewne mozliwosci
(instrukcje) najogdlniejszych modeli. W ten sposéb otrzymujemy maszyny RAM
wykonujace tylko programy bez instrukcji skoku, programy zlozone z instrukcji,
ktérych argumentami i wynikami moga by¢ tylko bity (tj. liczby 0 lub 1) lub wektory
zlozone z bitéw oraz programy, ktérych podstawe stanowia instrukcje rozgaleziania.

Zatrzymajmy si¢ na chwilg przy modelu RAM z programami ostatniego typu.
Istnieje duza klasa probleméw obliczeniowych, ktérych podstawowymi instrukcjami
s3 poréwnania, na przyklad problemy porzadkowania ciagu liczb’ czy wyznaczania
k-tego elementu co do wielkosci. Poréwnanie jest oczywiscie instrukcja typu rozga-
leziania. Najczesciej tego typu programy przedstawione sg w postaci drzewa binar~
nego zwanego drzewem decyzyjnym, ktérego wierzcholki posrednie odpowiadaja
instrukcjom, krawedzie — decyzjom powzigtym w wierzchotku, z ktérego wychodza,
a wierzchotki koncowe — ostatecznym wynikom.

X<y
Tak Nie

X<z y<z

Tak Nie Tak Nie

Rys. 2

Rysunek 2 przedstawia drzewo decyzyjne programu, ktéry wyznacza najmniejsza
sposréd liczb x, y, z.

W § 5 pokazemy, w jaki sposob wyprowadzane s3 dolne oszacowania ztoZonosci
obliczeniowej algorytméw, ktére moga by¢ modelowane za pomoca drzew decy-
zyjnych.
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4. Sposoby reprezentacji grafow a efektywnos¢ algorytmow

Najczesciej stosowane sposoby reprezentacji grafu (np. w pamigci maszyny
cyfrowej) mozna w ogdlnosci podzieli¢ na dwie grupy.

Do pierwszej grupy zaliczamy metody macierzowe, a wigc np. reprezentacje grafu
za pomoca macierzy sgsiedztwa wierzchotkéw, macierzy incydencji lub macierzy
sasiedztwa krawedzi. Z jednym tylko wyjatkiem w przypadku ostatniego sposobu
*(zobacz twierdzenie Junga, [45], str. 72), nieocechowany graf jest okreslony przez
jedna z tych macierzy z dokladnoscia do izomorfizmu, a wiec macierze te sa odpo-
wiednimi metodami reprezentacji grafu. Dla wielu zagadnien, takich jak obliczanie
dlugodci i generowanie drég ekstremalnych miedzy kazda para wierzchotkdow w gra-
fie czy wyznaczanie tranzytowego domknigcia, metody macierzowe sa podstawowymi
sposobami zapisu grafu.

Do drugiej grupy zaliczamy wszelkiego rodzaju struktury listowe odzwierciedla-
jace przede wszystkim sasiedztwo wierzchotkéw grafu, ale nie tylko. Najprostszym
przykladem reprezentacji z tej grupy jest zbidr list {4(v)}, gdzie A(v) jest zbiorem
nastepnikdw (dla digrafoéw) lub zbiorem sasiadow (dla graféw zwyklych) wierzchol-
ka .

Wspomniane reprezentacje grafu réznia si¢ migdzy soba przede wszystkim za-
jetoscia miejsca (np. w pamigci m.c.). W tym sensie, o metodach macierzowych mo-
Zzemy powiedzie¢, ze w wielu przypadkach sa bardzo nieoszczgdnymi sposobami
reprezentacji. Zauwazmy, Ze jezeli jakis algorytm polega na wykonaniu w petli pew-
nych czynnosci kolejno dla wszystkich bezposrednich potaczen w grafie, to wszyst-
kie zera macierzy sasiedztwa (a wigc elementy, ktére nie odpowiadaja potaczeniom)
mozemy w pewnym sensie uznac¢ za nieistotne. Jak si¢ przekonamy w dalszej czgsci
tego paragrafu, reprezentacje grafu moga mieé takze istotny wplyw na efektywnos$¢
(tj. liczbg krok6w) algorytmu. Tak wigc, przystepujac do poszukiwan i konstrukcji
nowych metod rozwigzywania probleméw teorii graféw powinni$my umieé okresli¢
jaki wplyw na ztozono$é obliczeniowa algorytméw moga mieé sposoby reprezentacji
grafow. ‘

Rozpatrzmy dla przykiadu szczegélne podklasy graféw zwyktych, a mianowicie
drzewa, grafy plaskic i grafy zewngtrznie plaskie. Dla ustalonej liczby wierzchotkéw
n, liczba krawedzi drzewa wynosi doktadnie m = n—1, a koniecznymi warunkami
plaskosci i zewngtrznej plaskosci grafu sa odpowiednio nieréwnosci m < 3n—6
im < 2n—3. Jak widag, liczba krawedzi w grafie nalezacym do ktérejs z tych klas
jest ograniczona przez liniowa funkcje liczby wierzchotkéw, a wigc drzewa i grafy
plaskie moga by¢ reprezentowane za pomoca list sasiadéw {4(v)} o sumarycznej
liczbie elementéw O(n), a kazdy ze wspomnianych wyZej sposobéw macierzowych
wymaga co najmniej £2(n?) elementow.

Hopcroft i Tarjan [54] jako jedni z pierwszyoh, dzieki uzyciu listowej reprezentacji
grafu zwyklego otrzymali liniowy algorytm badania czy graf jest ptaski i dodatkowo
wykazali nieformalnie, ze wszystkie inne algorytmy badania plaskoéci grafu korzy-
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stajace z macierzowych reprezentacji grafu wymagaja co najmniej £2(n?) operacji,
a wiec nie sg algorytmami optymalnymi.

Podobnie jest w przypadku badania zewnetrznej plaskosci grafu zwyklego (patrz
Systo i Iri [108]).

Jedna z pierwszych prac poswigconych wplywowi sposobu reprezentacji grafu
na efektywno$¢ metod badania pewnych wlasnoéci digraféw jest praca: Holt i
Reingold [47], w ktérej udowodniono, ze jezeli n-wierzcholkowy digraf reprezento-
wany jest za pomoca macierzy sasiedztwa wierzchotkow, to dowolny algorytm wy-
krywania konturéw lub okre$lania czy digraf jest silnie spdjny wymaga sprawdze-
nia co najmniej 2(n?) elementéw macierzy (patrz nastepny paragraf).

Stad wnioskujemy, Ze znane algorytmy wykrywania konturéw w digrafie ko-
rzystajace z macierzowej reprezentacji digrafu sa optymalne z dokladnoscig do sta-
lego wspodlczynnika proporcjonalnodci, zobacz algorytm Marimonta [80] oraz jego
realizacje w ksiazce Kucharczyka i Systy [71]. Istnieje realizacja algorytmu Marimonta
korzystajaca z listowego zapisu digrafu, ktéra dla grafu o m tukach wymaga O(m)
dodawan i poréwnan.

Moéwimy, ze P jest nietrywialng wlasnoscia (di)grafu, jezeli

(a) dla kazdego n istnieja dwa n-wierzchotkowe grafy G, i G,, z ktorych jeden
ma, a drugi nic ma wlasnosci P,

(b) spelnienie tej wlasnosci nie zalezy od istnienia petli w grafie, oraz

(¢) nie zalezy od sposobu ponumerowania wierzchotkow grafu.

Rosenberg [98] sformulowatl przypuszczenie, ze aby stwierdzi¢ czy n-wierzchol-
kowy graf ma jaka$ nietrywialna wlasno$¢, nalezy zbadaé £2(n?) elementéw macierzy
sasiedztwa wierzcholkéw. Przypuszczenie to nastepnie zostalo obalone przez Aan-
deraa, ktéry pokazal, ze sprawdzenie, czy n-wierzchotkowy digraf ma odplyw, tj.
wierzcholek o n—1 tukach wchodzacych i bez lukéw wychodzacych (fatwo spraw-
dzié, ze jest to nietrywialna wlasnosé¢ digrafu) wymaga zbadania 3n—3 elementow
macierzy sasiedztwa wierzcholkéw. Wilasno$é ta przestaje by¢ kontrprzykitadem,
gdy zazadamy dodatkowo, aby P byla wlasnoscia monotoniczng, tj. taka, ze jezeli
" D = (V, E) ma wlasnoéé P, to takze dowolny (di)graf D’ = (V, E’) taki, ze E €
S E’ ma wlasno$¢ P. Tak zmodyfikowane przypuszczenie Aanderaa-Rosenberga
zostalo udowodnione przez Rivesta i Vuillemina [97], ktérzy pokazali, ze dowolna
nietrywialna i monotoniczna wlasno$¢ grafu zwyklego wymaga w najgorszym
przypadku zbadania co najmniej n%/9 elementow macierzy sasiedztwa, gdzie n
jest liczba wierzcholkéw grafu.

5. Dolne oszacowania zlozonosSci ebliczeniowej

Przed przystapieniem do wyznaczania dolnego oszacowania zlozonosci oblicze-
niowej algorytméw musimy ustali¢ najpierw (a) podstawowe zadanie, ktére staramy
si¢ rozwigzaé, (b) typ lub rodzing branych pod uwagg algorytméw, oraz (c) co skila-
da¢ si¢ bedzie na dolne oszacowanie. Zauwazmy, ze odpowiedzi na dwa ostatnie
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pytania sg zwykle $cidle zwiazane z odpowiedzia na pierwsze, gdyz sam problem
narzuca zwykle rodzaj algorytmow i typ dzialann podstawowych, ktére moga byé
stosowane do jego rozwiazywania.

Mimo wszystko odpowiedZ na pierwsze pytanie, a nawet i na drugie nie okre$laja
definitywnie sposobu obliczania zlozonosci algorytmu, a co za tym idzie, i oszaco-
wan. Idealnym rozwiagzaniem byloby okreslenie rzeczywistego kosztw algorytmu przy
uwzglednieniu wszystkich operacji, jednak takie podejécie bardzo utrudnia otrzy-
manie jakiegokolwiek rozwiazania. Istnieja jednak takie proby, patrz paragraf 6.13,
gdzie omoéwiono realizacje metody Strassena, nieklasycznego sposobu mnozenia
macierzy. Najczgéciej wyodrebnia si¢ operacje podstawowe, ktdre maja najwickszy
wplyw na zlozono$¢ algorytmu, a co za tym idzie, i na czas obliczei. Te ogdlne uwagi
odnosza si¢ zaréwno do wyznaczania oszacowan dolnych, jak i do okre$lania samej
zlozonosci obliczeniowej. Oszacowania dolne moga by¢ takze okre$lane badZ dla
przypadku najgorszych danych, badz dla ztozonosci oczekiwanej (Sredniej).

Jak dotychczas, brak jest jakichkolwiek ogélnych metod wyznaczania oszacowan
dolnych zlozonosci obliczeniowej réznego typu obliczen, nawet w przypadku ogra-
niczenia rozwazan do klasy zagadnienn kombinatorycznych lub obliczeniowych prob-
lemoéw teorii grafow. Przedstawimy teraz szereg metod o réznym zasiegu stosowa-
nia, ktorych powstanie bylo czesto zwigzane z wprowadzeniem do$é mocnych ogra-
niczen na typ problemu, rodzing algorytméw oraz typ operacji podstawowych.

Jedna z najogélniejszych metod otrzymywania oszacowan minimalnej liczby
dzialan oparta jest na nastgpujacym rozumowaniu. Zal6zmy, ze rozpatrywany prob-
lem mozna scharakteryzowaé za pomoca n wielkosci liczbowych, z ktérych kazda
ma istotny wplyw na wynik obliczeni, oraz ze poszukujemy algorytmu w klasie metod
wykonujacych jedynie elementarne operacje o co najwyzej k argumentach., Mozna
fatwo wykazaé, ze przy tych zalozeniach dowolny algorytm dla naszego problemu
musi wykonywa¢ co najmniej n/k elementarnych operacji po to tylko, aby wszystkie
istotne elementy ciagu danych zostaly uwzglednione [57]. Na tej podstawie, jezeli
graf ma n wierzchotkéw i m tukéw, a o rozpatrywanym problemie wiemy skadinad,
Ze wymaga wzigcia pod uwage wszystkich lukéw, to zlozonos$é obliczeniowa dowol-
nego algorytmu rozwiazywania tego problemu jest co najmniej 2(n?) lub Q(m),
w zaleznosci od przyjetej reprezentacji grafu (patrz takze § 4 o wplywie reprezen-
tacji grafu na ztozonos¢ obliczeniowa algorytméw). Zatézmy na moment, ze badamy
pewne wilasnosci graféw, w ktorych liczba krawedzi ograniczona jest przez liniowa
funkcje liczby wierzchotkdw (drzewa i grafy plaskie sa przyktadami takich klas
graféw). Na podstawie powyZszych rozwazai mozemy wywnioskowaé, ze w takim
przypadku tylko algorytmy wykorzystujace listowa reprezentacje grafu moga okazaé
si¢ optymalnymi lub optymalnymi z dokladnoscia do stalego wspdlczynnika pro-
porcjonalnosci.

Przedstawimy teraz jedno z najwczesniejszych oszacowan ztozonosci oblicze-
niowej algorytméw, podane przez Holta i Reingolda [47]. Digraf G o n wierzchot-
kach ponumerowanych kolejnymi liczbami od 1 do n zawiera kontur, jezeli istnieje
ciag wierzchotk6w iy, iy, ..., iy, iy= i, taki, ze (ij, i;;,) jest ukiem w G dla
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kazdego j=1,2,...,/—1. Niech 4 bedzie macierza sasiedztwa wierzcholkow
digrafu G. Stad G zawiera kontur wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag liczb natu-
ralnych iy, is, ..., i1, i takich, ze a;;, = @iy, = ... = ay_,;, = 1, § = i;. Mozemy
wiec mowi¢ takze o konturach w macierzach o elementach O lub 1.

TwIERDZENIE [47). Jesli algorytm of okresla, czy macierz A zawiera kontur, to
w najgorszym przypadku of wymaga zbadania co najmniej n(n+1)/2 elementéw ma-
cierzy A.

Dow6d. Dowdd tego twierdzenia jest typowy dla twierdzen okreslajacych
dolne oszacowania liczby operacji w algorytmach korzystajacych z macierzy. Niech
o/ bedzie algorytmem wykrywajacym kontury w macierzach o elementach 0 i 1,
a A macierza kwadratowa n x n, ktéra nie zawiera konturu. W macierzy A istnieje
(g) = n(n—1)/2 nieuporzadkowanych par réznych wskaznikéw i,j (1 < i,j <
< n, i #)), i zalézmy, ze algorytm &/ bada mniej niz n(n—1)/2 sposréd odpowied-
nich elementéw a;; (i # j) macierzy 4. Wtedy istnieje para wskaznikéw i, j taka, ze
o nie sprawdza ani a;; ani a;;. Niech 4’ bedzie macierza 4 z wyjatkiem aj; = aj; = 1,
czyli A’ zawiera kontur (i, j, i), ktéry nie zostanie wykryty przez algorytms/. Dosz-
lismy- wigc do sprzecznosci, a wigc &/ musi sprawdza¢ co najmniej n(n—1)/2 elemen-
téw a;; (i # j) macierzy A oraz dodatkowo wszystkie elementy lezace na gléwnej
przekatnej, aby stwierdzi¢, czy 4 nie zawiera petli. Reasumujac, algorytm o/ wymaga
sprawdzenia co najmniej n(n+ 1)/2 elementéw macierzy 4. m

Tak wiec, jakikolwiek algorytm wykrywajacy kontury w digrafach reprezento-
wanych za pomoca macierzy sasiedztwa wierzchotkéw ma zlozono$é co najmniej
Ln?).

Rozpatrzmy teraz problem wyznaczania dtugosci najkrotszych drég miedzy
wszystkimi parami wierzchotkéw w sieci. Niech D = (d;;) oznacza macierz dtugosci
bezposrednich polaczen w sieci, o ktérej zaktadamy jedynie, ze nie zawiera kontu-
réw ujemnej dlugosci. Istnieje wiele réznych algorytméw wyznaczania macierzy D¥,
macierzy dtugosci najkrétszych drdg (patrz prace przegladowe Dreyfusa [25], Systy
[105] i Yena [121]), ale tutaj rozpatrzymy jedynie takie metody, ktore polegaja na
wielokrotnym wykonaniu tzw. A4-operacji. Niech D’ oznacza macierz otrzymana
z macierzy D w wyniku wykonania A-operacji (i, jo, ko). Elementy macierzy D’
maja nastgpujaca postac:

dij=dy; dla  (i,7) # (io,Jo)s
d;oio = min {dio.iw dioko"'dkojo}'
Jak widaé, pojedyncza A-operacja polega na wykonaniu jednego dodawania i jed-
nego porownania.

TwiernzeNie (Nakamori [84]). Kazdy algorytm wyznaczajgcy dlugosci najkrot-
szych drég miedzy wszystkimi parami wierzcholkow, ktdry jest realizacjq ciqgu A-
operacji, wymaga co najmniej n(n—1) (n—2) réznych A-operacji.

Dowdd. Zalézmy nie wprost, ze dla naszego problemu istnieje algorytm po-
legajacy na wykonaniu ciagu 4-operacji, w ktorym jednak nie wystgpuje 4-operacja
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(io> Jo, ko) 1 rozpatrzmy n-wierzchotkowa sie¢, w ktorej diugosci bezpo$rednich
polaczen okreSlone sg nastgpujaco:

l03 jeéh i =.IIUb (l’j) = (io,ko) lub (i’j) = (kOst),

= 100, w przeciwnym przypadku.

Po zastosowaniu tego algorytmu do macierzy D, otrzymujemy macierz dlugosci
najkrétszych drég D* identyczng z macierza D, a wigc sprzeczno$é, bo djfj, = oo,
a dtugo$é najkrétszej drogi z i, do j, wynosi 0. m

Zauwazmy, Ze twierdzenie to pozostaje prawdziwe takze dla macierzy D o nie-
ujemnych elementach. Na podstawie powyZszego twierdzenia wnioskujemy, ze
w przyjetej klasie metod algorytmy Warshalla i Floyda oraz Dantziga sg optymalne
z doktadnodcia do stalego wspodlczynnika proporcjonalnosci.

Rozpatrywana klasa algorytmdw nie zawiera algorytmu Dijkstry, skladajacego
si¢ takze z A-operacji, w ktérej jednak kolejno$é poszczegdlnych operacji jest wyz-
naczana na biezaco, w zaleznosci od wartosci danych i aktualnych wartosci para-
metréw.

Hoffman i Winograd [46] podali teoretycznie najlepsza metode wyznaczania
dtugosci najkrotszych drég migdzy wszystkimi parami wierzchotkéw. Ich metoda
polega na wyborze specjalnej kolejnosci wykonywania Ad-operacji dla sieci, ktéra
uprzednio zostaje zdekomponowana.

Oméwimy teraz oszacowania zloZonosci obliczeniowej algorytméw, ktérym
moga by¢ przyporzadkowane drzewa decyzyjne. Zalézmy, ze podstawowe operacje
algorytmow sa typu poréwnania. W ten sposob, rozpatrywane drzewa decyzyjne sa
drzewami binarnymi, w kt6rych wierzcholki posrednie odpowiadaja podstawowym
operacjom, a koncowe — mozliwym rezultatom. Korzes drzewa jest poczatkiem
algorytmu. Za wysoko$§é drzewa przyjmujemy maksymalng liczbe wierzcholkow
posrednich lezacych na drodze z korzenia do wierzchotka koficowego, a wigc wy-
sokos¢ odpowiada liczbie operacji podstawowych w najgorszym przypadku zacho-
wania si¢ algorytmu. Zewnetrzna dlugosé drzewa jest suma dlugoséci drég z korzenia
do wszystkich koficowych wierzchotkéw drzewa. Tak wiec, jezeli N jest liczba wszyst-
kich wierzchotkéw koficowych w drzewie, to zewngtrzna dlugosé tego drzewa jest
N razy wigksza od oczekiwanej ztoZzonosci algorytmu, przy zaloZeniu, Ze wszystkie
wyniki s3 jednakowo prawdopodobne. Aby wiec wyznaczyé dolne oszacowania
zlozonosci obliczeniowej problemu o N mozliwych wynikach, nalezy oszacowaé
minimalng wysoko$¢ i minimalng dlugo$é zewnetrzna drzewa o N wierzchotkach
koficowych.

LEMAT. Minimalna wysokosé i minimalna dlugo$é zewnetrzna drzewa binarnego
o N wierzcholkach koricowych wynoszq odpowiednio k i Nk+N-—2* gdzie k =
= [logN] ().

Dowéd (szkic, szczegSly patrz Knuth [68]). Oszacowania podane w lemacie
osiagnigte sa dla drzewa binarnego, w ktérym odleglosci od korzenia kolejnych

»

(') Wszystkie logarytmy w tej pracy sa o podstawie 2.
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wierzchotkéw posrednich i konicowych (liczac poziomami i od lewej do prawej) sa
kolejnymi elementami ciagu 0, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3,..., w ktorym /
wystepuje 2’ razy. W przypadku drzewa binarnego o N wierzchotkach koncowych
nalezy uwzgledni¢ doktadnie 2N—1 elementéw tego ciggu, gdyz drzewo binarne
o N wierzchotkach koficowych zawiera N1 wierzchotkéw posrednich. Na rysunku
3 pokazane jest takie drzewo o 6-ciu wierzchotkach korficowych.

Rys. 3

Jego wysokosé wynosi 3 = [log6], a zewnetrzna dlugo$é 16 = 3N+ N-23. =

Pierwsza cze$¢ lematu jest niejako sformalizowaniem intuicji moéwiacej, ze aby
rozrézni¢ miedzy soba k mozliwych wynikéw nalezy wykonaé¢ co najmniej [logkl]
operacji binarnych.

Oszacowania podane w-ostatnim lemacie uzyte zostana w nastgpnym paragrafie
w dowodach optymalnoéci pewnych algorytméw porzadkowania i przeszukiwania.

Istnieje jeszcze wiele innych metod wyznaczania oszacowani dolnych, na przyktad
metody, ktére korzystaja z pewnych geometrycznych wlasnosci obszaru poszukiwan,
ktéry najczesciej jest wieloscianem wypuktym.

6. Przyklady algorytméw optymalnych i ,,dobrych”

To co dotychczas powiedzielismy o zlozonosci obliczeniowe]j algorytmow su-
geruje juz pewien sposéb dowodzenia ich optymalnosci.

W przypadku konkretnego problemu, ustalamy najpierw klase metod, wsréd
ktérych poszukiwaé bedziemy najlepszej metody rozwiazywania oraz ustalamy, ktére
z dzialafh uwazaé bedziemy za podstawowe i tylko te uwzgledniamy pdzniej w zlo-
zonosci obliczeniowej i w jej dolnych oszacowaniach.

Na dalszych etapach postgpowania, z jednej strony staramy si¢ wyprowadzi¢
coraz lepsze dolne oszacowania zloZzonofci, a z drugiej coraz szybsze algorytmy
obliczen. W konsekwencji otrzymaé mozemy albo optymalny algorytm, czyli al-
gorytm wykonujacy dokladnie tyle samo dziatan, ile wynosi dolne oszacowanie zlo-
zonoéci, albo algorytm optymalny z dokladno$cia do stalego wspélczynnika proporcjo-
nalnosci, tj. taki, ktérego zlozono$é jest tego samego rzgdu, co dolne oszacowanie.

Algorytmy, ktére nie sa optymalne w zadnym z przyjetych znaczen, ale ktérych
zlozonoéé obliczeniowa bardzo niewiele odbiega od wartosci dolnego oszacowania,



O zlozonosci obliczeniowej problemdéw kombinatoryki i teorii grafow 67

lub ktére pomimo braku teoretycznych opracowan charakteryzuja sie do$é duza
efektywnoécia praktyczng, nazywaé bedziemy algorytmami ,,dobrymi’.

W dalszej czgdci tego paragrafu przedstawimy szereg probleméw kombinatoryki
i teorii graféw wraz z uwagami o ich zlozonosci, oszacowaniach i najlepszych algo-
rytmach.

Algorytmy optymalne

6.1. Wyznaczanie kolejnych elementéw co do wielkosci. Problem wyboru ; (selec-
tion problem) polega na wyznaczeniu k-tego co do wielkoéci elementu sposréd n
danych liczb. Problemu tego nie nalezy myli¢ z problemem porzgdkowania (order-
ing problem), ktory polega na wyborze i uporzadkowaniu k najwigkszych elementéw.

Podstawowym dzialaniem w analizie ztoZonosci algorytméw wyboru i porzad-
kowania jest poréwnanie, wykonywane zwykle na dowo]nych dwéch elementach
sposrod danych.

Dla k =1 problem wyboru polega na wyznaczeniu najwigkszego elementu
sposréd n elementéw. Latwo mozna wykazaé, ze w tym przypadku nalezy wykonaé
co najmniej n—1 poréwnan, a wigc bezposrednia metoda wyboru jest algorytmem
optymalnym.

Naszkicujmy dowéd tego faktu. Niech X = {x;} bedzie ustalonym zbiorem
n elementéw, a 4 i B podzbiorami X, o ktérych zakladamy, e przez caly czas obliczen
A zawiera maksymalny element zbioru X i B = X— A¢Jak latwo zauwazy¢, oblicze-
nia koniczymy wtedy i tylko wtedy, gdy |4| = 1. Na poczatku obliczer przyjmujemy
A =X i B= . Przy zalozeniu, Zze mozemy wykonywa¢ tylko poréwnania mamy
trzy mozliwosci: albo poréwnujemy ze soba dwa elementy z tego samego zbioru,
tj. z A lub z B, albo elementy, z ktérych jeden nalezy do 4, a drugi do B. Wida¢,
ze tylko wykonanie poréwnania miedzy dwoma elementami ze zbioru A pozwala
zmniejszy¢ aktualng liczbe elementdéw w zbiorze A i to tylko o 1. Zatem po n—1
krokach otrzymujemy zbioér 4 zawierajgcy dokladnie jeden, szukany element zbio-
ru X.

Okazuje si¢, ze jezeli wszystkie permutacje elementéw zbioru X sa jednakowo
prawdopodobne, to ten algorytm jest takze optymalny w sensie §redniej ztozonosci.

W podobny sposéb mozna wykazaé, ze dowolny algorytm wyznaczajacy jedno-
czesnie minimum i maksimum spo$réd n liczb, a wykorzystujacy tylko porow-
nania, wymaga ich co najmniej [3r/2]—2. Optymalny algorytm dla tego zadania
sklada si¢ z dwoch podstawowych krokéw, z ktérych pierwszy polega na podziale
zbioru X na dwa rozlaczne podzbiory X, i X, zawierajace odpowiednio minimum
i maksimum (podzial taki moze by¢ wyznaczony za pomoca [#/2] poréwnan miedzy
elementami kolejnych par ze zbioru X), a drugi — na wyznaczeniu minimum w X
i maksimum w X, (patrz dalsze szczegély w pracy Pohl [86]).

Przypomnijmy w tym miejscu, Ze dopuszczamy jedynie poréwnania wykonywa-
ne tylko migdzy elementami sposréd danych i tylko takie dzialania brane s3 pod
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uwage przy wyznaczaniu zlozonosci obliczeniowej algorytméw wyboru, porzadko-
wania i sortowania (patrz 6.2).

Oslabiajac to zalozenie, Reingold i Rabin [92)], [93] pokazali, Ze wyznaczenie
maksimum spo$réd n liczb wymaga nadal wykonania co najmniej n—1 poréwnan,
nawet jeZeli dzialania te moga by¢ wykonywane migdzy analitycznymi, a w szczeg6l-
nosci liniowymi funkcjami danych. Dopuszczajac funkcje wykladnicze o parame-
trach i zmiennych catkowitych, maksimum moze by¢ znalezione za pomoca [logn]
poréwnan wartoéci tych funkcji. W tym przypadku korzysta si¢ z nastgpujacego
faktu. Zalézmy dla wygody, Zze wszystkie dane liczby x,, x,, ..., x, sa catkowite
i n = 2%, Mozna wykazaé, ze jezeli

+D"+ . FFD™ > (D)™ (D)

to maksimum znajduje si¢ w podzbiorze {x,, X,, ..., Xn2}, @ W przeciwnym przy-
padku, w podzbiorze {x,;41, ..., X»}. Zatem, znalezienie maksymalnej liczby wy-
maga wykonania [logn] tego typu poréwnan.

Problem wyboru pojawia si¢ w naturalny sposdb w rozgrywkach turniejowych,
gdy chcemy tak zorganizowaé rozgrywki, aby wybor zwycigzcy w}magal rozegrania
jak najmniejszej liczby meczéw. Stad pochodzi nasze pierwotne zalozenie o typie
operacji, jaka moze by¢ stosowana w algorytmach dla problemu wyboru, pozba-
wione jest bowiem sensu poréwnywanie na przykltad odwrotnosci pierwiastkow
z bezwzglegdnych wartosci roznic miedzy osiagnigciami réznych zespoléw.

Dla k = 2, Kislicyn [66] udowodnil, ze n—2+ [logn] jest konieczna i wystarcza-
jaca liczba poréwnan do wyznaczenia drugiego co do wielkosci elementu sposréd
n danych.

Dla k& > 2 znany jest jedynie algorytm o zlozonosci O(n), a wigc algorytm opty-
malny z dokladno$cia do stalego wspélczynnika proporcjonalnosci, patrz Blum
iinni [2], [7].

6.2. Sortowanie (porzadkowanie). Niech S(n) oznacza minimalng liczb¢ po-
réwnan potrzebng do uporzadkowania » elementéw. Udowodnimy teraz nastgpu-
jace nier6wnosci

[logn!] < S(n) < 1+nllogn|,

na podstawie ktérych i przy uzyciu wzoru Stirlinga mozemy wywnioskowac, ze S(n)
zachowuje si¢ w przyblizeniu jak n|logn]. Dolne oszacowanie wynika z lematu
o minimalnej wysokosci drzewa binarnego o ustalonej liczbie wierzchotkéw kofico-
wych, ktérych w przypadku sortowania » liczb jest n! (patrz § 5). Natomiast gorne
oszacowanie wynika z oceny zloZono$ci algorytmu Steinhausa [102]. Algorytm
Steinhausa nazywany porzqdkowaniem za pomocq binarnego umieszczania (binary
insertion sort), wyznacza szukane uporzadkowanie przez umieszczenie kolejnych
elementéw w juz uporzadkowanym podciagu elementéw dolaczonych w poprzednich
krokach tak, aby nowy ciag byt takze uporzadkowany. Rzeczywista liczba poréwnan
w algorytmie Steinhausa wynosi S;(n) = 1+n[logn]+n—21+118" j juz dlan> 5
zachodzi [logn!] < S;(n). Ukazalo si¢ wiele prac poprawiajacych gorne oszaco-
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wanie liczby S(n). Jedna z metod, o ktérej udowodniono, zZe jest optymalna dla
n < 11 oraz n = 20, 21, podali Ford i Johnson [36]). Dla n = 12 oszacowanie dolne
wynosi 29, natomiast metoda Forda i Johnsona wymaga 30 poréwnan. Policzono
nastgpnie za pomocg maszyny cyfrowej (60 godzin!), ze S(12) = 30, a wiec metoda
Forda i Johnsona jest takze optymalna dla n = 12.

Zalézmy, ze dany jest uporzadkowany ciag liczb x; < x, < ... < x, i oznaczmy
przez s(n) minimalng liczb¢ poréwnan potrzebng do umieszczenia liczby y w odpo-
wiednim miejscu tego ciggu. Jedna z pierwszych metod umieszczania podatl takze
Steinhaus [102]. Polega ona na przeszukiwaniu danego ciagu za pomocg polowienia;
stad pochodzi jej popularna nazwa — metoda binarnego przeszukiwania (binary
search). Jak mozna fatwo zauwazy¢, binarne przeszukiwania uporzadkowanego ciagu
o nelementach wymaga [logn|+1 poréwnan. Z drugiej strony, na podstawie lematu
o minimalnej wysokosci drzewa binarnego (§ 5), Jlog(n+ 1)} jest dolnym oszacowa-
niem zloZonosci problemu umieszczenia, gdyz drzewo decyzyjne dla tego problemu
ma n+1 wierzchotkéw koncowych odpowiadajacych tyluz réznym przedzialom,
wyznaczonym przez —oo, x; (i = 1,2, ...,n) oraz +co. Poniewaz [log(n+1)] =
= [logn] + 1, wigc algorytm binarnego przeszukiwania jest algorytmem optymalnym.
Udowodniono, Ze jest to takze optymalny algorytm w $rednim przypadku dla jedno-
stajnego rozkladu danych.

Przedstawili§my wyzej szereg probleméw, dla ktorych istnieja optymalne algo-
rytmy rozwigzywania. W swej naturze sa to problemy zaliczane raczej do czystej
kombinatoryki, istnieje jednak wiele algorytméw teorii graféw, w ktorych znajduja
zastosowanie. Z drugiej strony trudno jest znalezé jaki§ bardziej zaawansowany
problem algorytmiczny teorii graféw, dla ktorego istnieje optymalny algorytm roz-
wigzywania. Najlepsza sytuacje wsérdd istniejacych algorytmdéw na grafach ilustruja
podane nizej problemy, ktérych metody rozwiazywania mozna nazwaé optymalnymi
z dokladnoscia do stalej proporcjonalnosci, nazwy tej uzywamy w przypadku, gdy
dolne oszacowanie zlozonosci oraz ztozono$¢ konkretnego algorytmu sg tego samego
rzedu. Sytuacja taka moze zaistnie¢ w dwéch przypadkach, gdy (a) znana jest do-
kladna warto$¢ dolnego oszacowania i tylko rzad zlozonosci algorytmu lub (b) znane
sa jedynie rzedy dolnego oszacowania i ztozonosci algorytmu.

6.3. Drzewa. Grafy bedace drzewami charakteryzuja si¢ ustalona liczbg kra-
wedzi, ktéra jest o jeden mniejsza od liczby wierzcholkéw. Istnieje wiele roznych
sposobow zapisu struktury drzew, patrz np. Knuth [68].

Wybér odpowiedniej reprezenfacji w konkretnym przypadku powinien zaleze¢
przede wszystkim od rodzaju rozpatrywanego zagadnienia, a w szczegdlnosci od
rodzaju informacji o strukturze grafu wykorzystywanych w trakcie rozwigzywania
i typu operacji wykonywanych na elementach grafu lub ich podzbiorach. Uwagi te
odnosza si¢ nie tylko do drzew, ale takze do innych struktur dyskretnych.

W ogélnym przypadku, najczesciej uzywana reprezentacja drzew sa listy, ktore
na przykiad w jednej z najprostszych postaci, przy ustalonej numeracji wierzchol-
k6w, zawieraja n—1 par wierzchotkéw odpowiadajacych krawedziom. Uwaza sig
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do$¢ intuicyjnie, ze rozwiazanie wigkszosSci problemoéw teorii graféw wymaga dla
ustalonego grafu wzigcia pod uwage wszystkich jego krawedzi, a wige w tych przy-
padkach za dolne oszacowanie ztozono$ci mozemy przyjaé £2(m), gdzie m jest liczba
krawedzi grafu. W ten sposob, dla drzew otrzymujemy oszacowanie 2(n), gdyz
m = n—1, a wiec starajac si¢ otrzymaé optymalny lub tylko optymalny z doktadno-
écig do statego wspolczynnika proporcjonalnosei algorytm musimy wybraé taka re-
prezentacje grafu, ktéra w przypadku drzew wymaga O(n) elementow pamigci.

Sa to luzne uwagi, ktérych sformalizowanie wymagatoby uécislenia wielu pojec.
(Pewne wyjasnienia szczegétowe znalezé mozina w §4.) Poprzestaniemy jednak
tutaj na tych wyjasnieniach, a dalej w tym paragrafie dokonamy przegladu wazniej-
szych probleméw i algorytmoéw zwiazanych z drzewami.

6.3.1. Wyznaczanie centralnych wierzcholkéw w drzewie. Na podstawie klasycz-
nego twierdzenia Jordana wiadomo, ze kazde drzewo ma albo jeden wierzchotek
centralny, albo dwa sasiednie wierzchotki centralne. Metoda wyznaczenia tych wierz-
chotkéw polega na sukcesywnym odrzucaniu kolejnych wierzchotkéw wiszacych.
Aby jednak za kazdym razem w poszukiwaniu aktualnych wierzchotkéw wiszacych
nie przeglada¢ calego zbioru wierzchotkéw, korzystamy z bardzo prostego spostrze-
zenia, dzieki ktéremu w konsekwencji otrzymujemy algorytm o ztozonosci O(n).
Otoz, wierzcholki, ktére w nastgpnym kroku staja si¢ wierzcholkami wiszacymi,
w kroku poprzednim s3 sasiadami wierzchotkéw odrzucanych. Mozliwe jest wiec
zapamietanie kolejnych wierzchotkéw wiszacych za pomocy listy-kolejki o diugosci
n.

Algorytm wyznaczania wierzcholkéw centralnych w drzewie pojawia si¢ w wielu
innych algorytmach teorii graféw, ktore niekoniecznie odnosza si¢ do drzew, na
przykltad w algorytmie badania izomorfizmu i kodowania graféw zewngtrznie
plaskich, patrz Systo [110].

6.3.2. Izomorfizm drzew. Badanie, czy dwa n-wierzchotkowe drzewa sg izomor-
ficzne moze by¢ wykonane za pomoca algorytmu o ztoznosci O(n). Podstawowymi
etapami tego algorytmu sa wyznaczanie wierzchotkéw centralnych oraz cechowanie
i porzadkowanie pozostalych wierzcholkéw, poczynajac od wierzchotkéw najbar-
dziej odlegtych od wierzchotkéw centralnych. Pierwszy etap zostal juz omdéwiony
wyzej, natomiast liniowa realizacja drugiego etapu jest mozliwa dzigki temu, ze cechy
nadawane wierzcholkom drzewa sg liczbami lub ciggami liczb calkowitych z prze-
dziatu (0, n). Mozna wigc w tym przypadku zastosowaé koszykowa metode¢ po-
rzadkowania (patrz szczegdty w Aho, Hopcroft i Ullman [2]).

6.3.3. Drzewa czesciowe i minimalne drzewa czesciowe. Drzewo czgsciowe grafu
zwyklego, ktdry jest zapamigtany w postaci list, moze by¢ wyznaczone za pomocg
algorytmu o zlozono$ci O(max(m, n)). Szkieletem tego algorytmu jest przeszuki-
wanie grafu metodq zglebiania (depth-first search), patrz Hopcroft i Tarjan [S1].
Przez ,,przeszukiwanie grafu’ rozumiemy tutaj jakakolwiek metodg trawersowania
wszystkich krawedzi graféw w taki sposéb, ze kazdy wierzchotek jest odwiedzany
doktadnie raz. Metoda zglebiania zostala opisana po raz pierwszy przez Tarjana



O zlozonoSci obliczeniowej problemdéw kombinatoryki i teorii graféw 71

[112]i od tego czasu zostala z powodzeniem zastosowana w konkretnych realizacjach
wielu metod, ktdére dzigki temu zyskaly wiele na efektywnosci. PoniZszy program
napisany w ALGOL-podobnej symbolice jest bardzo zwigzlym opisem przeszu-
kiwania grafu metoda zglgbiania.

begin
procedure dfs (v);
begin
oznaczy¢ wierzcholek v jako osiqgniety;
for wierzcholka w bedqcego sqsiadem v do
if w nie zostal jeszcze osiqgniety
then dfs(w)
end;
for jeszcze nie osiggnietego wierzcholka s do
dfs(s)
end

Wyznaczenie drzewa czgsciowegd w grafie reprezentowanym za pomoca macierzy
wymaga O(n?) operacji.

Innym, bardzo popularnym zagadnieniem jest wyznaczanie minimalnego lub
maksymalnego drzewa czgsciowego, tj. drzewa czgsciowego o sumarycznie najmniej-
szej lub odpowiednio, najwigckszej wadze w grafie z obcigzonymi krawedziami.
Dla graféw o O(n?) krawgdziach metoda optymalng (z doktadnoscia do statego
wspotczynnika proporcjonalnosci) jest O(n?) algorytm Dijkstry, ktory jest szczegdlng
wersja 0golnego algorytmu zwanego algorytmem chciwosci (greedy algorithm), patrz
Edmonds [28] i Lawler [75]). Podstawowa idea tej metody jest najlepszy wybdr
w kazdym kroku z jednoczesnym sprawdzaniem dopuszczalnosci kolejno otrzymy-
wanych rozwigzan czesciowych. Podejécie to znalazto bardzo szerokie zastosowanie
w wielu innych metodach optynializacji.

Szczegbtowe rozwazania w tym konkretnym przypadku (patrz [10], [64] i [120])
doprowadzily ostatnio do bardziej efektywnych realizacji strategii chciwosci i tak,
minimalne drzewo cz¢sciowe w (a) dowolnym grafie o n wierzchotkach i m krawg-
dziach moze by¢ wyznaczone w czasie O(mloglogn), (b) w grafie ggstym (tj. takim,
w ktérym liczba krawedzi m jest ograniczona z dotu przez Q(n'*®), gdzie ¢ jest
stala) w czasie O(m), i (c) w grafie ptaskim w czasie O(n).

6.3.4. Drzewa binarne. Bardzo wazina klas¢ drzew stanowia drzewa binarne
znajdujace szerokie zastosowania w analizie algorytmdw. Istnieje wiele optymalnych
algorytméw konstrukcji réznego typu drzew binarnych. Wyczerpujacy opis tych
zagadnienn znalezé mozna w ksigzkach ‘Knutha [68].

6.4. Grafy plaskie. Jak juz wspomnieliémy w §2, sprawdzenie, czy dany graf
jest plaski, moze byé wykonane w czasie O(n), gdzie n jest liczba wierzchotkéw
grafu. Podobnie, dla testowania zewngtrznej plaskosci grafu istnieje liniowy algorytm,
patrz Systo i Iri [108].
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W ostatnim okresie wiele uwagi po§wigcono znalezieniu optymalnego algorytmu
(z dokladnoscia do statej proporcjonalnoéci) badania, czy dwa grafy plaskie sg izo-
morficzne, i ostatecznie taki algorytm zostal zaproponowany przez Hopcrofta
i Wonga [53], ale jak pisza sami autorzy ,,na obecnym etapie realizacji, jest on nie-
efektywny ze wzgledu na duza stalg proporcjonalnosci”, patrz takze Fontet [35].
Natomiast dla testowania izomorfizmu graféw zewnetrznie plaskich podany zostat
liniowy algorytm, ktéry mozna zrealizowa¢ efektywnie, patrz Systo [110].

6.5. Problemy spéjnoSci i osiagalnosci. Dzigki zastosowaniu metody zglgbiania
do przeszukiwania grafu zwyklego i digrafu zapamigtywanych w postaci list sasia-
déw otrzymano O(max(m, n)) algorytmy wyznaczania sktadowych silnej spéjnosci,
skltadowych 2-spéjnosci i skladowych 3-spojnosci oraz mostéw i wierzchotkéw
rozspajajacych [50], [51], [112] i [113]. Odpowiednie algorytmy dla graféw zapamie-
tanych w postaci macierzy sasiedztwa wierzcholkéw sa o zlozonosci O(n?).

Bardzo waznym zadaniem jest wyznaczanie macierzy osiagalnosci (reachability
matrix) lub macierzy tranzytywnego domknigcia grafu. Dla graféw zwyklych macierz
ta moze byé wyznaczona za pomocg algorytmu o zlozonosci O(n?), natomiast naj-
lepszy ze znanych algorytmow dla digraféw, wykerzystujacy metodg Strassena
mnozenia macierzy wymaga O(n?'%!) operacji podstawowych i nic nie jest wiadomo
o optymalnosci tego algorytmu. Nie sa znane takZe Zadne istotne oszacowania dolne.
Patrz algorytmy i prace przegladowe poswigcone temu problemowi [71], [107]
i [121] oraz paragrafy 6.11 i 6.13. Problem ten ma algorytm, dla ktdrego oczekiwana
liczba operacji podstawowych wynosi O(n?), jednak w najgorszym przypadku jest
to metoda rzedu n3, patrz [85].

6.6. Bezkonturowo$¢. W paragrafie 5 przedstawiliémy dolne oszacowania ztozo-
nosci obliczeniowej dla problemu wykrywania konturéw w digrafie, ktére wynosza
odpowiednio n(n+1)/2 i O(m) dla macierzowej i listowej reprezentacji digrafu.
Z drugiej strony istnieje szereg metod, ktore moga by¢ tak zrealizowane, Ze otrzy-
mane w konsekwencji algorytmy sa optymalne z dokladnoscig do stalego wspol-
czynnika proporcjonalnosci. Dla przykiadu wymieimy tutaj algorytm Marimonta
[80] i algorytm oparty na przeszukiwaniu digrafu metoda zglgbiania. Cickawe by-
loby okreslenie dokladnych wartosci stalych proporcjonalnosci i zbadanie efektyw-
nosci konkretnych realizacji obu tych algorytmow.

6.7. Problemy drég ekstremalnych. Niech D, = {V(D), E(D); d) oznacza sie¢,
czyli digraf z obciazonymi tukami, gdzie d jest funkcja rzeczywista opisana na zbio-
rze tukéw digrafu D, tj. d: E — R, przy czym, jak wida¢, dopuszczamy takze ujemne
wartodci funkcji d. W zaleznoéci od interpretacji, d(i, j) moze oznacza¢ diugosc,
przepustowosé lub niezawodno$¢ polaczenia (i, j). Zatrzymajmy si¢ dla przykladu
jedynie na problemach zwigzanych z ta pierwszg interpretacja. Problemy wyznacza-
nia najkrotszych drog w D, mozna w ogélnosci podzieli¢ na trzy klasy: (i) wyzna-
czanie najkrotszej drogi migdzy ustalong para wierzchotkéw, (ii) wyznaczanie naj-
krétszych drég z ustalonego wierzchotka do wszystkich pozostatych wierzchotkow
oraz (iii) wyznaczanie najkrotszych drog miedzy kazdg para wierzchotkéw. Problem
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(ii) jest czesto rozwiazywany przez iteracje (i). W § 5 oméwilismy dolne oszacowanie
zlozonosci algorytméw rozwiazywania problemu (iii), ktére bazuja na A-operacji.
W tym miejscu nalezy jeszcze wspomnie¢ o bardzo istotnym zalozZeniu, ktére nakla-
damy na sie¢ D,. Ot6z, aby zagadnienia powyZsze mialy skoniczone rozwiazanie,
sie¢ D, nie moze zawiera¢ zamknigtych drég o ujemnych diugosciach. W rzeczywi-
stosci problemy (i)-(iii) rozwigzywane s3 w zmodyfikowanej postaci: jezeli sie¢ D,
nie zawiera ujemnego konturu, to wyznaczy¢ Zzadane drogi, a w przeciwnym razie
sygnalizowa¢ niespelnienie zaloZzenia. W ten sposob kazdy z algorytméw dla proble-
méw (D)-(iii) i dla sieci o dowolnych warto$ciach funkcji d moze stuzyé do badania,
czy sie¢ D, zawiera ujemny kontur. Ta modyfikacja ma istotny wplyw na zlozono$¢
algorytmow. Dla przyktadu, problem (i) ma O(n?) algorytm, jezeli d przyjmuje
tylko wartosci nieujemne (np. algorytm Dijkstry), natomiast dla funkcji d o dowol-
nych warto$ciach, najlepszy algorytm jest o zlozonosci O(r3). Fakt ten jednak nie
ma wplywu na rzad zlozonosci algorytméw dla problemu (iii), wynoszacy »3, chociaz
dla sieci o nienjemnych wartosciach funkcji d istniejgce algorytmy charakteryzuja
sic mniejszym wspoiczynnikiem proporcjonalnosci. Algorytm Dijkstry jest jedna
z wielu metod rozwiazywania problemu (i), ktére dla sieci pelnych s3 algorytmami
optymalnymi z dokladnoscia do statych wspélczynnikéw proporcjonalnosci, pozo-
staje wiec tylko okreéli¢ ich dokladne wartosci.

Sieci pelne pojawily si¢ w tej pracy juz kilka razy. Czy w rzeczywistosci wystgpuja
na tyle czesto, aby poswigcaé im specjalng uwage? Argumentacja za moze by¢ tutaj
pewna umowa przyjmowana w obliczeniach automatycznych. Otoz, struktura di-
grafu oraz wartosci funkcji d parﬁiqtane sa zwykle w jednej macierzy kwadrato-
wej stopnia n, w ktorej za dlugosé nie istniejacego tuku przyjmuje si¢ liczbe M
odpowiadajaca + co. W zagadnieniach najkrétszych drdg wystarcza, jezeli stala
M jest wigksza od nxmax d(i, j), gdzie max jest brane po istniejacych tukach
(@i, j). W ten sposob, kazda sie¢ zostaje zastapiona siecia pelna. Istnieja jednak
metody rozwigzywania probleméw (i)-(iii), ktére w obliczeniach uwzgledniaja
jedynie wystepujace w digrafie tuki i zwykle oszacowania zlozono$ci takich me-
tod zawieraja takze m, liczbe tukow sieci, np. Johnson podal tego typu algo-
rytm dla problemu (i), ktérego zlozonos¢ wynosi O(n?+nm). Dalsze, bardziej
szczegblowe, rozwazania znalez¢ mozna w pracach przegladowych [25], [105] i [121].

Algorytmy ,,dobre”

W poprzednich punktach wymieniliémy szereg probleméw, ktore badZ docze-
kaly si¢ algorytmdéw optymalnych, badZ optymalnych z dokladnoscia do statego
wspolczynnika proporcjonalnosci, ktéry w wielu przypadkach moze mie¢ istotny
wplyw na efektywnosé, o czym byla juz mowa pod koniec § 2. Moze si¢ wigc oka-
zaé, ze dla interesujacych nas wartosci parametrow problemu, bardziej efektyw-
nymi s3 metody, ktére nie sa optymalne w zadnym sensie. O takich rezultatach
mowa jest w wielu pracach poswigconych badaniom efektywnosdci juz konkretnych,
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maszynowych realizacji algorytméw. Oczywiscie, wyniki takich badan zaleza do-
datkowo od wielu czynnikéw takich, jak jezyk programowania i jego implemen-
tacja, uzyta konfiguracja m.c., czy wreszcie ,,sztuka” programisty, ktére rzadko
s3 uwzglgdniane w modelach obliczeri. Mimo tego, wyniki eksperymentéw maszy-
nowych s3 bardzo istotnym etapem w badaniach nad efektywnoscia algorytmoéw
i ich konkretnych realizacji, taczacym w sobie rozwazania i wyniki teoretyczne
z analiza praktycznych mozliwosci uzycia. Wynikami tego typu badan zaintere-
sowani sa przede wszystkim bezposredni uzytkownicy maszyn cyfrowych i algo-
rytméw oczekujagcy w konkretnym przypadku zdecydowanej odpowiedzi na
pytanie, ktéra z metod wybra¢ do obliczen.

Dla uzupetnienia wigc powyzszej listy probleméw, ktére obecnie moga byé
rozwigzywane za pomocq optymalnych algorytmdéw, w dalszej czesci tego para-
grafu wyszczegdlnimy szereg problemow, niektére z nich ponownie, wraz z algo-
rytmami rozwigzania, ktére nie moga by¢ uznane za optymalne w zadnym z przy-
jetych znaczen. Wymienimy miedzy innymi pewne algorytmy, o ktérych przypusz-
cza sie, Ze sa optymalne.

6.8. Porzadkowanie. Na podstawie nieréwnosci z 6.2 mozemy przyjaé, ze
kazdy algorytm porzadkowania o zlozonosci ~ njlogn| jest algorytmem dobrym.

6.9. Drzewa i problemy drég ekstremalnych. Algorytmy Dijkstry dla prob-
lemu minimalnego drzewa czgéciowego i najkrotszych drég w sieci, ktore sg opty-
malne dla sieci pelnych, sa takze algorytmami dobrymi dla sieci rzadszych uzu-
pelionych zwykle do sieci pelnych, przez opisanie funkcji diugosci na wszystkich
parach wierzcholkow.

6.10. Grafy plaskie. W zwiazku z tym, ze liniowy algorytm badania izomor-
fizmu graféw plaskich [53] ma wigksze znaczenie teoretyczne niz praktyczne,
w konkretnych obliczeniach stosowa¢ mozemy algorytm o zlozonos$ci O(nlogn),
ktéry moze by¢ zrealizowany efektywnie (patrz Hopceroft i Tarjan [49]).

6.11. Problemy spéjnosci i osiagalno$ci. Teoretycznie najefektowniejsze meto-
dy wyznaczania tranzytywnego domkniecia digrafu nie doczekaly si¢ jeszcze zad-
nej wzmianki o efektywnosci jakiej$ konkretnej realizacji maszynowej. By¢ moze
teraz, gdy wiadomo jak efektywnie mozna zrealizowa¢ metode Strassena, bedzie
mozna zbadac¢ efektywnos$¢ realizacji najlepszych algorytméw wyznaczania tran-
zytywnego domknigcia.

We wspomnianej juz pracy [107] przedstawiono wyniki eksperymentow ma-
szynowych z wieloma algorytmami wyznaczajacymi tranzytywne domknigcie.
Zadna z przetestowanych metod nie géruje wyraznie nad pozostatymi, a ich efek-
tywno$¢ zalezy w duzym stopniu od gestosci digrafu. Tak jak mozna si¢ bylo spo-
dziewaé, metoda Warshalla jest wyraznie gorsza od pozostalych, moze by¢é jednak
w bardzo prosty sposob zrealizowana za pomocg dziatafi logicznych wykonywa-
nych na catych stowach maszynowych, co w konsekwencji prowadzi do zmniej-
szenia czasu obliczeri oraz pozwala na rozwiazywanie zagadnief o duzych rozmia-
rach,
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6.12. Przeplywy w sieciach. Do probleméw tej grupy zaliczamy zagadnienia
powigzane w jaki§ sposéb z twierdzeniem Forda-Fulkersona o maksymalnym
przeptywie i minimalnym przekroju w sieci [75].

Przez dlugie lata podany przez Forda-Fulkersona algorytm oznaczania byl
jedyna metoda wyznaczania maksymalnego przeplywu w sieci. Juz sami autorzy
tego algorytmu podali przyklad, dla ktérego zta kolejnos¢ podstawowych operacji
algorytmu moze nie prowadzi¢ do wyznaczenia optymalnego rozwigzania nawet
po nieskonczonej liczbie krokéw. Istnieje takze prosty przyklad sieci, dla ktorej
wyznaczenie optymalnego przeplywu wymaga¢ moze od algorytmu Forda-Ful-
kersona wykonania liczby operacji proporcjonalnej do wartosci rozwigzania (tj.
wartoéci maksymalnego przeptywu). Obecnic mamy do dyspozycji dwa dobre
algorytmy, ktérych efektywno$¢ nie zalezy od konkretnych wartosci parametréw,
réznych od n i m. Jeden algorytm podany zostal przez Dinica [24] i ma zlozono$¢
O(n*m), a drugi zaproponowali Edmonds i Karp i ma ztozonos¢ O(nm?*) [29].

6.13. Mnozenie macierzy. Ztozono$¢ obliczeniowa mnozenia dwoch macierzy,
jednego z klasycznych probleméw analizy numerycznej, ma takze istotny wplyw
na efektywnos$¢ algorytmow kombinatorycznych. WspomnieliSmy dotychczas
o teoretycznie najefektywniejszej metodzie wyznaczania tranzytywnego domknie-
cia digrafu, ktérej rzad ztozonosci jest taki sam, jak metody Strassena mnozenia
dwoch macierzy. Dalej pokazemy, jaki jest wptyw tego faktu na zloZonos¢ oblicze-
niowa mnozenia dwoch macierzy boolowskich.

Szczegbdlowy opis metody Strassena znalezé mozna w pracy Jankowskiego
i Wozniakowskiego [57], a tutaj przytoczymy jedynie najistotniejsze uwagi o jednej
z jej efektywnych realizacji.

Jest oczywiste, ze zlozono$¢ mnozenia dwdch macierzy kwadratowych stopnia
n wynosi co najmniej 2(n?), gdyz zaden z elementéw obu macierzy nie moze
by¢ pominigty w trakcie obliczen. Dotychczas najlepsze dolne oszacowanie ztoZo-
nosci tego problemu podat Kirkpatrick i wynosi ono 2n#2—n mnozen lub dzieleft
i 2n2—3n+1 dodawan lub odejmowan. Z drugiej strony, mamy szereg konkret-
nych algorytmdéw, a wsréd nich klasyczny algorytm wymagajacy n® mnozen
i n®—n? dodawan, algorytm Winograda wymagajacy n®/2+n? mnozef i 2n3
dodawart, istotnie szybszy od klasycznego, jesli mnozenie jest wyraZnie kosztow-
niejsze od dodawania oraz metode Strassena, ktorej ztozonosé jest O(n'®7). Ist-
nieje wigc nadal duza rozpigeto$¢ miedzy najlepszym dolnym oszacowaniem ztozo-
nosci a zlozonoscig najlepszego algorytmu. Optymalno$é metody Strassena udo-
wodniono tylko dla niewielu przypadkdéw szczegdlnych, np. dla n = 2, 3, patrz
Hopcroft i Kerr [48]. We wspomnianej juz pracy [57] oméwiono przypuszczenia
i problemy zwigzane z uogdlnieniem i polepszeniem metody Strassena.

Przez ponad pigé lat metoda Strassena uwazana byla jedynie za rezultat teore-
tyczny. Zwykle, bardzo niechgtnie i z duzym pesymizmem wspominano o mozliwo-
Sciach jej efektywnej realizacji na maszynie cyfrowej. Podawano bardzo grube
oszacowania wymiaru macierzy, od ktérego ta metoda jest w praktyce lepsza od
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klasycznej, jednoczeénie zastrzegajac sig, ze dla dokladnego poréwnania tych metod
nie wystarcza bra¢ pod uwage jedynie dzialania arytmetyczne. Praca Cohena
i Rotha [13] jest jedna z pierwszych prob opisania maszynowej realizacji metody
Strassena. Okazalo sig, ze juz dla n = 40 metoda Strassena moze szybciej mnozyé
dwie macierze niz metoda klasyczna (obie metody zaprogramowano w ALGOL-
PDP-10). Ale jak sami autorzy zastrzegli sig, jest to raczej drugoplanowy wynik
ich pracy. Za najwaZniejsze rezultaty pracy [13] nalezy uznaé:

(a) przeprowadzenie systematycznej (mikro)analizy algorytmu Strassena z po-
daniem dokladnych wyrazen na liczby wszystkich istotnych operacji. Uwzglednio-
no mnozenie, dodawanie, odejmowanie, uzycie nowych zmiennych dla przecho-
wywania wielkosci pomocniczych oraz operacje pobierania i odsylania zawartosci
komorki maszyny cyfrowej. W ten sposéb, korzystajac z podanych wyrazen
mozna oszacowaé efektywnos¢ zaproponowanej realizacji metody Strassena dla
dowolnej, innej m.c.;

(b) zamian¢ oryginalnego, rekurencyjnego algorytmu na iteracyjny, ktory
pozwolit zmniejszy¢é do minimum liczbg parametréw i czas potrzebne dla samej
organizacji obliczen. W czasie poréwnania obu tych realizacji, rekurencyjnej
1 iteracyjnej, okazato sig, ze dla n = 64 ta pierwsza wymaga 33 minut, za$ ta druga
tylko 2 minut;

(c) uzycie specjalnego liniowego sposobu pamigtania elementéw macierzy,
ktéry pozwala na szybszy dostep do nich, wedlug schematu wymaganego przez
sam algorytm. Zaproponowany sposob jest bardzo uzyteczny przy podziale ma-
cierzy na czgsci i wykonywaniu operacji na calych wektorach.
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Na rysunku 4 pokazana jest zaproponowana numeracja elementéw macierzy
o wymiarach 4 x 4,

Zakonczymy ten punkt uwagami o mnozeniu dwoch macierzy boolowskich,
ktére pojawia si¢ w wielu algorytmach na grafach reprezentowanych za pomoca
macierzy sasiedztwa wierzcholkéw lub sasiedztwa lukéw. Przy okazji tego prob-
lemu chcielibySmy zwré6ci¢ uwage na bardzo wazne w teorii algorytméw pojecie
transformacji (redukcji). Transformacja problemu P; w problem P, pozwala na
przeniesienie algorytmu i dolnych oszacowaf z P, na P;.



O zlozonosci obliczeniowej problemow kombinatoryki i teorii grafow 77

Udowodni¢ mozna, ze mnozenie dwoch macierzy boolowskich moze by¢ zre-
dukowane do wyznaczania tranzytywnego domknigcia macierzy, i na odwrét.
Zalézmy najpierw, Ze dysponujemy algorytmem mnoZenia macierzy boolowskich,
ktorego zlozono$¢ wynosi M(n). Wtedy, tranzytywne domknigcie macierzy boo-
lowskiej A wyznaczamy przez uprzedni jej rozklad na cztery podmacierze o wy-
miarach inxin

" [B C
A4=1p gl
a wtedy
. F FCE*
A* =\ pxpF E*+ E*DFCE* |’

gdzie ¥ oznacza operacj¢ tranzytywnego domknigcia, a F = (B+ CE*D)*. W ten
sposob, aby wyznaczy¢ tranzytywne domknigcie macierzy boolowskiej stopnia n
musimy obliczyé tranzytywne domknigcie dwoch macierzy o wymiarach 1nxin
oraz wykona¢ szes¢ mnozen i dwa dodawania macierzy o tych samych wymiarach.
Niech 7(n) oznacza zlozono$¢ algorytmu wyznaczania tranzytywnego domknigcia
macierzy boolowskiej stopnia ». Mamy wigc nastgpujaca nierownos$é rekurencyjna

T(2%) < 2T(2* 1)+ 6M(2%~1) 42 - 2242,

z ktdérej otrzymujemy nieréwno$é¢ T(n) < cM(n), gdzie c¢ jest pewna stala. Po-
dobnie, mnozenie dwéch macierzy boolowskich moze by¢ zredukowane do wyz-
naczania tranzytywnego domknigcia. Ostatecznie otrzymujemy nastgpujace nie-
réwnosci M(n) < c¢T(n) < c*M(n) dla pewnej stalej c.

Jest to przyklad liniowej transformacji (redukcji) jednego problemu w drugi.
Problem P, jest liniowo transformowalny do problemu P,, jesli wykorzystujgc
algorytm rozwiazywania problemu P, mozna skonstruowaé algorytm rozwiazy-
wania problemu P, taki, Ze czas rozwiazywania P, jest liniowa funkcja czasu
rozwigzywania problemu P, .

W ten sposéb, w klasie macierzy boolowskich stopnia » iloczyn dwéch macierzy
oraz tranzytywne domknigcie moga by¢é wyznaczane w czasie proporcjonalnym
do n*81, Sa to oczywiscie ztozonosci najgorszego przypadku. Wspomnielismy juz
0 metodzie mnozenia dwéch macierzy boolowskich, ktorej oczekiwana liczba ope-
racji jest rzedu n%, metoda ta jednak wymaga O(n®) operacji w najgorszym przy-
padku [85]. ’

Dalsze uwagi o zlozonosci obliczeniowej mnozZenia i wyznaczania tranzytyw-
nego domknigcia macierzy boolowskich znalezé moina w opracowaniach [2]
i [33].

Przedstawiona wyZzej transformacja liniowa jest szczegdlnym przypadkiem
tzw. transmisji wiclomianowej, ktéra oméwimy dokladnie w § 9.
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7. Problemy o zloZzonosSci wielomianowej

W poprzednim paragrafie przedstawiliSmy szereg problemoéw, ktérych algo-
rytmy rozwiazywania sa o zlozZonosci wielomianowej, w skrécie takie algorytmy
nazywamy algorytmami wielomianowymi. Innymi stowy, czas obliczenn za pomoca
algorytmu wielomianowego ograniczony jest przez wielomian zmiennej rozmiaru
zagadnienia (tj. dlugosci danych wejsciowych). Istnienie algorytmu wielomiano-
wego jest obecnie powszechnym kryterium klaSyfikacji obliczeniowych probleméw
kombinatoryki i teorii graféw. Problemy, ktére moga by¢ rozwigzywane za
pomocg algorytméw wielomianowych nazywamy czasem w skrocie problemami
wielomianowymi. Przedstawione wyzZej problemy i ich algorytmy ilustruja takze
podstawowa tendencje w badaniach nad metodami rozwiazywania problemoéw
wielomianowych. Z jednej strony starania ida w kierunku znalezienia jak najlep-
szych dolnych oszacowan zlozonosci, a z drugiej opracowywane sa coraz to lepsze
algorytmy, tj. wymagajace krétszego czasu obliczen i/lub mniejszego obszaru pa-
migci maszyny cyfrowej. Te starania maja na celu doprowadzenie w konsekwencji
do znalezienia optymalnych algorytmoéw.

Odrebna klase zagadnien stanowia problemy, dla ktérych dotychczas nie udalo
sie znalez¢ Zzadnego wielomianowego algorytmu rozwigzywania. Do klasy tej
nalezg migdzy innymi takie problemy, jak problem komiwojaZera, badanie izo-
morfizmu graféw, problemy pokrycia i podziatlu, kolorowanie grafu itd. W §9
pokazemy w sposéb bardziej sformalizowany, ze w wigkszosci przypadkéw prob-
lemy z tej klasy sa rOwnowazne w tym sensie, ze albo dla kazdego z tych proble-
moéw istnieje wielomianowy algorytm rozwiazywania, albo algorytm taki nie ist-
nieje dla zadnego z nich.

Przed przejsciem do omoéwienia probleméw niewielomianowych wspomnijmy
jeszcze o problemach, dla ktérych nie moga istnie¢ algorytmy wielomianowe.

8. Ptoblemy, dia ktérych niemozliwe jest istnienie algorytmow
o zlozonoSci wielomianowej

Przypomnijmy, ze dlugo$¢ ukladu danych wejsciowych jest okreslana za
pomoca liczby wierzchotkdw i liczby tukow grafu, odpowiednio n i m. Istnieje
w teorii grafow wiele probleméw obliczeniowych, dla ktorych, ze wzgledu na
dlugos¢ wyjscia (tj. ze wzgledu na ilo$¢ wynikéw), nie sa mozliwe algorytmy
o wielomianowej ztozonosci. Wszystkie tego typu problemy polegaja na genero-
waniu calej rodziny podgraféw o ustalonych wiasnosciach, ktorych liczba dla
pewnych klas graféw moze rosnaé wyktadniczo lub szybciej ze wzrostem dlugosci
danych wejéciowych.

Dla przykladu, rozpatrzmy generowanie wszystkich klik grafu i zauwazmy,
ze k-dzielny graf o n = 3k wierzchotkach i tréjelementowych klasach wierzchotl-
k6w ma dokladnie 3* klik. '
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Innymi przykladami tego typu problemdéw sa: generowanie wszystkich drzew
czgSciowych grafu i generowanie wszystkich cykli prostych grafu. Pierwszy z tych
problemow znajduje zastosowanie przy wyznaczaniu parametréw dla liniowych
sieci elektrycznych, a drugi w analizie grafu programu obliczen.

Sam charakter zagadnien zmusza nas do przyjecia w tym przypadku innej
miary zlozonosci obliczeniowej, w ktorej powinniSmy uwzgledni¢ takze wplyw
ilosci wynikow. Niech wigc dodatkowo N oznacza liczbe podgraféw, ktére maja
by¢ wygenerowane. Najefektywniejsze algorytmy generowania wszystkich drzew
czgsciowych i cykli prostych grafu wymagaja O(n+m+mN) operacji i O(n+m)
pamigci [91].

9. Problemy NP-zupelne

W rozdziale tym omdéwimy szczegélowo rownowaznos$é zachodzaca miedzy
problemami kombinatorycznymi, ktére na obecnym etapie rozwoju algorytmoéw
uwazane sg za problemy trudne (intractable). Calkowicie sformalizowane rozwa-
zania tego rozdzialu powinny byé przeprowadzone w terminach maszyn Turinga
(przyjetych tutaj za model obliczen), tak jak oryginalnie przedstawione zostaly
przez Cooka [16] i Karpa [59], a p6zZniej w ksiazce Aho, Hopcroft i Ullman [2].
Aby jednak niepotrzebnie nie zaciemni¢ najwazniejszych rezultatéw, postaramy si¢:
w wielu miejscach zrezygnowaé ze zbytniego formalizmu, a zainteresowanych
wszystkimi szczegdétami odsylamy do zacytowanych opracowan.

W zwiazku z przyjetym modelem obliczen ograniczymy swoja uwage tylko do
problemow decyzyjnych, tj. do takich, ktére wymagaja jedynie- odpowiedzi tak
lub nie. Dla przykladu, problem kliki sformulowany jako problem decyzyjny ma
nastgpujaca postac: dany jest graf zwykly G i liczba naturalna k, i pytamy, czy G
zawiera k-klike (tj. podgraf pelny o k wierzcholkach)? Czesto jednak interesuje
nas wyznaczenie najwigkszej kliki w grafie G, a wigc wyznaczenie podgrafu pet-
nego grafu G o najwigkszej liczbie wierzcholkéw. W wielu przypadkach, problemy
optymalizacyjne maja wielomianowe algorytmy pozwalajgce przetransformowac
je w odpowiednie problemy decyzyjne. Tak jest na przyktad w przypadku kazdego -
problemu NP-zupelnego, o ktérych bedzie mowa w dalszej czesci tego paragrafu.
W tym konkretnym przypadku problemu kliki mozemy postapié nastepujaco.
Niech 7 bedzie liczba wierzchotkéw grafu G. Dla kazdego k od 1 do n sprawdzamy
najpierw, czy graf G zawiera k-klik¢. W ten sposdb rozwigzanie n decyzyjnych
problemoéw kliki pozwala znalezé liczbe m, rozmiar najwigkszy kliki w roz-
patrywanym grafie G. Aby znalezé wierzcholki tworzace m-klike¢ usuwamy ko-
lejno z G wierzcholek po wierzcholku, az do momentu, gdy usunigcie wierzcholtka
v rozbija wszystkie pozostale m-kliki. Nastepnie rozpatrujemy podgraf G’ ztozony
z sasiadéw wierzchotka » i powtarzamy ten proces rekurencyjnie w celu znale-
zienia (m—1)-kliki C w G’. Najwigksza klika w grafie G utworzona jest przez C
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iv. Latwo mozna sprawdzié, ze zlozonos¢ obliczeniowa powyzszej metody wyz-
naczania najwigkszej kliki w grafie jest wielomianowa funkcja n i ztozonosci
algorytmu rozwiazywania decyzyjnego problemu kliki.

Drugim, istotnym zaloZzeniem stawianym przez model obliczen jest, aby dane
dla rozpatrywanych probleméw byly w jakis jednolity sposéb zakodowane, na
przyklad w postaci ciagéw zer i jedynek. Taki sposéb przedstawienia danych nie
jest niczym nowym, wystgpuje on implicite w kazdej maszynie cyfrowej. W ogdl-
nosci, kodowanie w tym przypadku polega na wyborze alfabetu, tj. zbioru symboli
podstawowych (liter, cyfr i innych znakéw) i odwzorowania rodziny wszystkich
mozliwych ukladéw danych w stowa nad wybranym alfabetem, czyli w ciagi ele-
mentéw tego alfabetu. Chociaz dalej nie bgdziemy zatrzymywaé si¢ nad wszyst-
kimi szczegélami kodowania danych, to nalezy zdawaé sobie sprawg z faktu, ze
wyb6r metody kodowania moze mieé istotny wplyw na zitoZonosé obliczeniows.

Przyjmujemy nast¢pujace zalozenia o reprezentacji wielkosci wystgpujacych
w problemach rozpatrywanych w dalszej czesci tego rozdziatlu: (i) wszystkie liczby
calkowite przedstawione sa w systemie dziesigtnym, (ii) n-wierzchotkowy graf G
ma wierzcholki ponumerowane kolejnymi liczbami naturalnymi 1,2, ...,n za-
pisanymi w systemie dziesigtnym, a krawedzie reprezentowane sa za pomocg par
(iy, i), gdzie i;, i, sa numerami koficowych wierzchotkéw krawedzi, zapisanymi
takZze w systemie dziesigtnym, (iii) wyraZzenie boolowskie o #» zmiennych prostych
przedstawione jest w postaci lafdcucha, w ktérym ~ reprezentuje koniunkcje,
U reprezentuje alternatywe, | reprezentuje negacjg, a liczby 1,2, ..., n repre-
zentuja zmienne. W razie koniecznosci mozemy uzywaé nawiasoéw, znak N moze
by¢ pominiety, a negacja ~ |(x) moze by¢ zastapiona przez d. Przy tych zatoze-
niach, graf G, przedstawiony na rysunku 5, ktéry badamy, czy zawiera 4-klike,
moze mieé reprezentacie S 4 (1,2) (1,3) (1,4) (2,3) (2,5 (3,4) (3,5 4,5),
gdzie 5 jest liczba wierzchotkéw grafu G, 4 oznacza wymiar kliki, o ktorej istnienie
pytamy, a ciag par liczb catkowitych ujetych w nawiasy jest ciagiem krawedzi
grafu G.

Rys. 5

Mozemy stosowaé jednoczes$nie rozne sposoby kodowania danych, np. liczby
catkowite moga by¢ zapisane w systemie dwdjkowym, musimy jednak pamigtaé
o tym, aby dwa réine kodowania mialy wielomianowy algorytm transformacji
danych z jednej reprezentacji w drugg. Zatem nie musimy si¢ martwi¢ o wszystkie
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szczeglly zwiazane z wyborem alfabetu, w ktérym reprezentowane sa rozpatry-
wane problemy.

Mozemy teraz przej$¢ do bardziej formalnego zdefiniowania wspomnianych
juz dwdch klas problemoéw.

9.1. Problemy klasy P. Niech {0, 1}* oznacza zbiér wszystkich skonczonych
faficuchow zlozonych z zer i jedynek. Jezykiem nazywamy dowolny podzbidr
zbioru {0, 1}*. Dowolnemu problemowi decyzyjnemu mozemy przyporzadkowaé
jezyk L, zlozony z laficuchow, ktére sa kodami tych danych wejsciowych, dla
ktérych problem ma rozwiazanie ,,tak”. Oznaczmy przez P klas¢ wszystkich
probleméw decyzyjnych, ktére moga byé rozwigzane w czasie wielomianowym
za pomoca deterministycznej maszyny Turinga. Innymi stowy, zbidr taincuchéw L
jest w P, jezeli istnieje algorytm A taki, ze

(a) odpowiada ,,tak’’ dla lancuchdéw z L i ,,nie’’ dla faicuchéw z {0, 1}*—L;

(b) czas dzialania algorytmu A4 jest wielomianem dlugosci wejscia, tj. istnieje
wielomian p( - ) taki, e dla kazdego x liczba krokéw algorytmu A jest ograniczona
przez p(|x|), gdzie |x| oznacza dlugo$¢ wejscia x. Mozemy moéwié, Ze algorytm
A rozpoznaje (recognize) zbior L lub akceptuje (accept) taficuchy z L.

Powyzsza definicja klasy probleméw zawiera dwa pojecia nadal niesprecyzo-
wane, a mianowicie algorytm oraz jego krok. Kompletng definicje klasy P mozna
poda¢ definiujac dodatkowo te dwa pojecia, na przyklad w terminach maszyn
Turinga, tak jak to zrobiono w [2] i [59], tutaj jednak pozostaniemy przy powyz-
szym sformutowaniu bez uzupelnieni. Pozwala nam na to pewna dowolno$é w wy-
borze formalnego modelu maszyny cyfrowej. Dla naszych celéw wystarczy przyjaé
za klas¢ P te problemy, ktére moga by¢ rozwiazywane w czasie wielomianowym
Zza pomocg maszyny cyfrowej o nieograniczonej pamigci i akceptujacej tancuchy
danych o dowolnej dlugosci. Zatem wszystkie problemy omdwione przy okazji
prezentacji algorytméw optymalnych i dobrych zaliczamy do klasy P.

9.2. Transformacje wielomianowe i problem spelnialno$ci. Rozwiazanie jednego
problemu przez sprowadzenie do rozwiazania innego problemu stalo si¢ juz
powszechng technika stosowana zaréwno w czystej jak i stosowanej matematyce.
Redukcja taka wymaga okre$lenia transformacji danych dla pierwszego w réwno-
wazne dane dla drugiego problemu. Juz na poczatku lat 60-tych Dantzig pokazat,
Ze szereg probleméw kombinatorycznych mozna sprowadzié do zagadniet pro-
gramowania liniowego w liczbach calkowitych, ktore z kolei moga by¢ przetrans-
formowane w problem plecakowy.

W tej pracy interesowaé nas beda jedynie transformacje dajace si¢ zrealizowaé
w czasie wielomianowym.

Niech dane begda dwa problemy decyzyjne L, M < {0, 1}*. Méwimy wtedy,
ze problem L jest transformowalny w M (co oznaczaé bgdziemy czasem L oc M),
jezeli istnieje funkcja transformujaca f spetniajaca nastgpujace warunki:

@ f: {0, 1}* - {0, 1}*, tj. f odwzorowuje taficuchy w laficuchy,
(ii) istnieje wielomianowy algorytm obliczania f, i



82 M.M. Systlo

(iii) transformacja f zachowuje problem, tj., f(x) € M wtedy i tylko wtedy,
gdy x e L. '

Zatem, aby sprawdzié, czy x € L obliczamy najpierw f(x), a nastepnie spraw-
dzamy, czy f(x) € M. Zauwazmy, Zze oc jest relacja przechodnia i zachowujaca
wielomianowo$¢ algorytméw obliczen, tzn., jezeli L ¢ M oraz M ma wielomia-
nowy algorytm akceptujacy, to takze L ma algorytm wielomianowy. Przedsta-
wimy dalej szereg problemow wielomianowo transformowalnych jeden w drugi,
ktére stanowia w tym sensie klasg¢ probleméw réwnowaznych. Oznacza to, Ze
albo kazdy z nich ma, albo zaden z nich nie ma algorytmu wielomianowego. Pod-
stawowym problemem tej klasy jest problem spelnialnosci (satisfiability) poja-
wiajacy si¢ w elementarnej logice. Niech x;, xz, ..., X, beda prostymi zmiennymi
boolowskimi przyjmujacymi wartosci true (1) lub false (0), a przez X; oznaczmy
litere, czyli x; lub x;. Normalng postaciq koniunkcyjnq wyrazenia boolowskiego
(w skrécie CNF) nazywamy koniunkcje alternatyw, ktére moga by¢ zlozone
jedynie z liter X;. Wyrazenie boolowskie jest spelnialne (satisfiable), jezeli istnieje
takie przyporzadkowanie warto$ci zmiennym prostym x,, ..., Xx,, dla ktérego
wyrazenie boolowskie przyjmuje warto$¢ 1. Problem spelnialnosci polega na okre-
§leniu, czy dane wyrazenie boolowskie jest spetnialne. Problem CNF spelnialnosci
jest problemem spelnialnosci wyrazenn boolowskich w postaci CNF. Dla przy-
kladu, wyrazenie (x; U X, Ux;3)n (r; UX,) N (x; U X;) jest spelnialne, gdyz przyj-
muje warto$¢ 1 dla x;, = x, = 1 oraz x5 = 0.

Przedstawimy teraz trzy wielomianowe transformacje problemu CNF spetnial-
no$ci odgrywajace podstawowa rolg w dalszych rozwazaniach tego paragrafu.

Problem CNF speinialnosci oc problem k-kliki. Zatéimy, 26 C=C,nCyn...NC,
jest wyrazeniem boolowskim w normalnej postaci koniunkcyjnej, gdzie C; jest
alternatywa 'postaci (XiyuXipu...X;p), a X;; oznacza zmienng prosta lub jej
negacje. Dla wyrazenia C budujemy graf zwykly G = (V, E), w ktérym wierzchol-
kami sg pary [i,j] (1 < i< ¢q, 1 € j < p;) odpowiadajace poszczegdlnym literom,
tj. [, j1 odpowiada j-tej literze w i-tej alternatywie. Zbior krawedzi grafu Gtworza
pary ([i,jl, [k,!]), ktore spelniaja i # k oraz X;; # X, tzn. sasiednimi s te
pary, ktore odpowiadaja réznym alternatywom i mozliwe jest takie nadanie war-
tosci zmiennym prostym stojacym pod literami X;; i Xy, ze C; i Cy przyjmuja
jednoczes$nie wartosé 1.

Rysunek 6 przedstawia graf G zbudowany dla wyrazenia (x, UX;UX3)N
N (X ux)n(x;,UXs,).

Pokazemy teraz, ze graf G zawiera g-klik¢ wtedy i tylko wtedy, gdy C jest wy-
razeniem spelnialnym.

Niech C bedzie wyrazeniem spelnialnym, tzn. istnieje takie przyporzadkowanie
wartoéci zmiennym prostym Xx;, Xs, ..., Xm, 26 C=1l,czyli C; =1 (i =1, 2, ...
.«-» 4), @ wigc kazda alternatywa C; zawiera co najmniej jedna litere X, o wartosci
1. Mozna latwo sprawdzi¢, ze zbioér wierzchotkow {[i, rj]: 1 < i< q} tworzy
g-klike grafu G.



O ziozonosci obliczeniowej problemow kombinatoryki i teorii grafow 83

Podobnie latwo mozna pokazaé, ze kazdej g-klice grafu G odpowiada zbiér
wartosci zmiennych prostych, dla ktorych w rezultacie C = 1.

Wyrazenie, ktéremu odpowiada graf przedstawiony na rysunku 6, przyjmuje
wartoéé 1 dla x, = 0 oraz x, = x; = 1. Takiemu przyporzadkowaniu wartoéci
zmiennym prostym odpowiada 3-klika ([1, 31, [2, 1], [3, 1]) grafu G. Graf zawiera
jeszcze jedna klike, a mianowicie ([1, 1], [2, 2], [3, 2]), ktérej odpowiadaja war-
toéci zmiennych x; = x, = 1 oraz x; = 0, dla ktdérych takze rozpatrywane wy-
razenie przyjmuje wartos¢ 1.

Rys. 6

Zauwazmy, ze liczba wierzcholkéw grafu G jest ograniczona przez dlugo$é
wyrazenia C, a liczba krawedzi jest co najwyzej kwadratem tej diugosci. Zatem
utworzenie i zakodowanie danych dla powyzszego problemu g¢-kliki moze by¢ wy-
konane w czasie ograniczonym przez wielomian dlugosci danych dla problemu
CNF spetnialnosci. Jest to wigc wiclomianowa transformacja. m

Niech k-CNF oznacza problem spehnialnosci dla wyrazen boolowskich spro-
wadzonych do normalnej postaci koniunkcyjnej, w ktérej alternatywy ograniczone
sg do co najwyzej k liter. Kolejna redukcja jest postaci:

Problem CNF speinialnosci oc Problem 3-CNF spelnialnosci. Xazda alterna-
tywe C; = X;;uX;u ... uX,-,,i (p: > 4) zastgpujemy koniunkcja

Ci = (X uX,,uy)N Xiz Uy UP )N (X Uy 030 .0

N (Xip‘—Z uj)pi—4pri—3)h (Xipi—l UXp,Uj)p,-S)’

gdzie y,, ..., Vp,~3 $a nowymi zmiennymi boolowskimi. Mozna pokazal, ze tak
utworzone wyrazenie C; dla pewnego ukladu warto$ci nowych zmiennych ma war-
tos¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ktéras z liter Xy (j= 1,2, .., p;) ma wartos¢ 1.
Zatem wyraZenie C jest spetialne wtedy i tylko wtedy, gdy spelnialne jest wyra-
zenie C' = C{NCyn...nC,. Jak latwo zauwazyé, ztozonosé tej transformacji
Jest ograniczona przez staly razy dlugos¢ wyrazenia C. m

Problemy CNF i 3-CNF spelnialnosci nie sa wielomianowo transformowalne
do 2-CNF spetnialnosci, daja si¢ natomiast przetransformowaé do pewnej mo-
dyfikacji tego ostatniego problemu. Niech C,, C,, ..., C, beda alternatywami
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zlozonymi z co najwyzej dwdéch liter, a k niech bedzie liczbg naturalng. Problem
max-2-CNF spelnialnosci polega na okresleniu ukladu wartosci zmiennych, dla
ktérych spetnionych jest co najmniej k alternatyw.

Problem 3-CNF spelnialno$ci oc Problem max-2-CNF spelnialnoSci. Bez straty
ogolnosci zalézmy, ze kazda alternatywa C; (i = 1, 2, ..., s) w boolowskim wy-
razeniu C, ktore sprowadzone jest do postaci 3-CNF zawiera doktadnie trzy litery
a;ub;uc;. Wtedy rodzing alternatyw D oraz liczbg k& w odpowiednim
problemie max-2-CNF okreslamy w nastgpujacy sposob

s

D =) {an bi, ¢, di, a;0b;,a,U¢, byt a,ud;, bud, CiUdi}:
i=1

k=17s.
Sprawdzi¢ teraz mozna, Zze 7s alternatyw w zbiorze D jest jednoczesnie spetnia-
Inych wtedy i tylko wtedy, gdy C; nC, ... " C; jest wyraZeniem spetnialnym. m

9.3. Problemy klasy NP. Problemy decyzyjne nalezace do klasy NP s roz-
wiazywalne za pomoca niedeterministycznego algorytmu o wielomianowym czasie
dzialania (nondeterministic algorithm operating in polynomial time). Formalna
definicja klasy NP moze by¢ podana w terminach niedeterministycznej maszyny
Turinga, tutaj jednak poprzestaniemy na przedstawieniu kilku nieformalnych
kryteriow na to, aby jezyk L nalezat do NP.

Zasadnicza réznica miedzy algorytmem deterministycznym a niedetermini-
stycznym polega na tym, ze w tym drugim przypadku, w kazdym kroku algorytmu
mamy mozliwo$é wykonania instrukcji polegajacej na wyborze kierunku obliczen.
W ten sposob jakis$ taricuch jest akceptowalny przez niedeterministyczng maszyne
Turinga, jesli istnieje ciag instrukeji, z ktérych pewne moga by¢ instrukcjami wy-
boru, koficzacy si¢ odpowiedzia ,,tak”. Algorytm niedeterministyczny dziala
w czasie wielomianowym, jezeli istnieje wielomian ¢g(-) o tej wlasnosci, ze dla
dowolnego faricucha x, dtugo$¢ ciagu instrukcji jest ograniczona przez g(|x|).

Inna, nieformalna definicja klasy NP, ma nastgpujaca postaé: jezyk L nalezy
do NP, jezeli istnieje algorytm typu podzialu i ograniczes (branch-and-bound
algorithm) o wielomianowej glgbokosci, ktéry akceptuje x wtedy i tylko wtedy,
gdy x € L.

Do klasy VP naleza migdzy innymi: problem spetnialnosci, problemy istnienia
drog i cykli Hamiltona w grafie i digrafie, oraz problem istnienia catkowitolicz-
bowego rozwiazania ukladu nieréwnosci liniowych o wspodlczynnikach catkowi-
tych.

Podstawowe twierdzenie tego rozdziatlu zostalo po raz pierwszy udowodnione
przez Cooka [16].

TwiIeRDZENIE CooxA. Kazdy problem decyzyjny naleiqcy do klasy NP jest
wielomianowo transformowalny do problemu spelnialnosci.

Z twierdzenia tego wynika, ze jezeli problem spetnialnosci jest rozwigzywalny
w czasie wielomianowym, to kazdy problem z NP nalezy do P. Stad otrzymujemy
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WNIOSEK. P = NP wtedy i tylko wtedy, gdy problem speinialnosci nalezy do P.

D ow 6 d. Jedli problem spelnialnodci nalezy do P, to kazdy problem L € NP
takze nalezy do P, poniewaz L jest wielomianowo transformowalny do problemu
spelnialnosci. Z drugiej strony, jesli problem spetnialnosci nie nalezy do P, to oczy-
wiscie NP # P. =

Zatem problem spelnialnosci jest tak trudny, jak kazdy inny problem z klasy
NP. Kontynuujgc pracg Cooka, Karp w [59] wykazal, ze w powyzszych rozwa-
zaniach problem spelnialnosci moze by¢ zastapiony przez wiele innych, trudnych
probleméw kombinatorycznych.

Problem decyzyjny L nazywaé bedziemy NP-zupelnym (NP-complete) jezeli
(i) L € NP oraz (ii) problem spelnialnosci jest wielomianowo transformowalny
w L.

WykazaliSmy w paragrafie 9.2, ze problem spelnialnosci jest wielomianowo
transformowalny do problemu kliki, a wigc problem kliki jest problemem NP-
zupelnym.

Jezeli jezyk L jest NP-zupelny, to na podstawie twierdzenia Cooka, L jest wie-
lomianowo transformowalny do problemu spelnialnosci, czyli L € P wtedy i tylko
wtedy, gdy problem spelnialnosdci nalezy do P. Zatem, albo wszystkie problemy
NP-zupelne nalezg do P, albo zaden nie nalezy. Ta pierwsza mozliwo$é zachodzi
wtedy-i tylko wtedy, gdy P = NP.

Wida¢é zatem, ze w definicji NP-zupelnosci, problem spelnialnosci moze byé
zastapiony przez dowolny inny problem NP-zupeiny.

9.4. Problemy NP-zupelne. W dotychczasowych rozwazaniach pojawily sie
nastgpujace problemy NP-zupelne: ogélny problem spelnialnosci i jego szczegblne
postaci CNF, 3-CNF i max-2-CNF spelnialno$ci oraz problem istnienia k-kliki.
Od momentu ukazania si¢ prac Cooka i Karpa, klasa probleméw NP-zupelnych
rozrasta si¢ niemalze z dnia na dzien. We wszystkich dowodach NP-zupelnosci
mozna wydzieli¢ dwie zasadnicze czgéci, pierwsza, latwiejsza czg$¢ polega na poka-
zaniu, ze rozpatrywany problem L, nalezy do klasy NP, natomiast w drugiej
czgéci dowodzi sig, Ze jaki$ inny problem L, o ktérym uprzednio udowodniono,
Ze jest NP-zupelny, moze by¢ wielomianowo przetransformowany w L,.

Wymienimy teraz szereg wazniejszych i bardziej znanych probleméw NP-zu-
pelnych, a nastgpnie pokazemy kilka wielomianowych transformacji zachodza-
cych miedzy niektérymi z nich. Kazdy problem opisany jest za pomoca danych
i wlasno$ci, ktéra musi by¢ spelniona, aby konkretne dane zostaly zaakceptowane.

(1) Problemy spelnialnosci, CNF, 3-CNF i max-2-CNF spelnialnosci.

(2) k-klika. '

Dane: Graf zwykly G i liczba naturalna k.

Wilasnosé: G zawiera k-klike, tj. podgraf pelny o k Wlerzcholkach
(3) Pokrycie grafu klikami.

Dane: Graf zwykly G = (V, X) i liczba naturalna k.

Wiasno$é: V jest suma co najwyZej k klik grafu G.
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(4) Izomorficzne wlozenie.
Dane: Grafy zwykle G i F.
Wilasnosé: F jest izomorficzny z-podgrafem grafu G.

(5) Kolorowanie grafu.
Dane: Graf zwykly G i liczba naturalna k.
Wilasnosé: G mozna pomalowaé k kolorami.
(5.1) Kolorowanie trzema kolorami grafu plaskiego o ograniczonych stopniach
wierzchotkow.
Dane: Graf plaski G, w ktérym kazdy wierzchotek jest co najwyzej stopnia 4.
Wiasnosé: G mozna pomalowaé trzema kolorami.

(6) Pokrycie grafu.
Dane: Graf zwykly G = (V, X) i liczba naturalna k.
Wiasnosé: W G istnieje podzbior wierzchotkéw U < V taki, ze [Ul < k
i kazda krawedz grafu G jest incydentna z co najmniej jednym wierz-
chotkiem w U.
(6.1) Pokrycie grafu o ograniczonych stopniach wierzchotkéw.
Dane: Graf zwykly G, w ktérym kazdy wierzchotek jest co najwyzej stop-
nia 3 i liczba naturalna k.
Wilasnosé: Jak w (6).
(6.2) Pokrycie grafu ptaskiego o ograniczonych stopniach wierzchotkéw.
Dane: Graf plaski G, w ktérym kazdy wierzcholek jest co najwyZej stopnia
6 i liczba naturalna k.
Wilasnosé: Jak w (6).

(7) Zbiér wierzchotkéw rozrywajacych wszystkie kontury.
Dane: Digraf D i liczby naturalna k.
Wiasnosé: W D istnieje k wierzchotkéw, ktérych usunigecie powoduje rozer-
wanie wszystkich konturéw (tj. cykli zorientowanych).

(8) Zbior tukéw rozrywajacych wszystkie kontury.
Dane: Digraf D i liczba naturalna k.
Wiasnosé: W D istnieje k tukéw, ktorych usunigecie powoduje rozerwanie
wszystkich konturdw.

(9) Cykl Hamiltona.
Dane: Graf zwykly G.
Wiasnos¢: G zawiera cykl Hamiltona.
(9.1) Cykl Hamiltona w kubicznym i 3-spéjnym grafie plaskim.
Dane: Kubiczny, 3-spdjny graf plaski G.
Wiasnosé: G zawiera cykl Hamiltona.

(10) Kontur Hamiltona.
Dane: Digraf D.
Wiasnosé: D zawiera kontur Hamiltona.



O zlozonosci obliczeniowej probleméw kombinatoryki i teorii grafow 87

(10.1) Droga Hamiltona w digrafie ptaskim o ograniczonych stopniach wierz-
chotkow.
Dane: Digraf plaski D, w ktorym dla kazdego wierzcholka v zachodza
nieréwnosci out-degree(v) < 4 i in-degree(v) < 3.
Wilasno$é: D zawiera droge Hamiltona.

(11) Problem komiwojazera.
Dane: Graf G = (V, X), ¢: X - Z i liczba naturalna k.
Wiasnosé: G zawiera cykl Hamiltona o sumarycznej wadze nie przekracza-
jacej k.

(12) Podzial grafu.
Dane: Graf zwykly G = (V, X) o 2p wierzcholkach i liczba naturalna k.
Wilasnosé: Zbiér wierzchotkéw V moze byé roztozony na dwa podzbiory
V =V,0V, takie, ze |V | = |V,] = p i liczba krawedzi z V,
do V, jest mniejsza lub réwna k.

(13) Pokrycie grafu trojkatami.
Dane: Graf zwykly G o 3p wierzcholkach.
Wiasnosé: Graf G moze byé pokryty p tréjkatami.

(14) Maksymalne cigcie w sieci.
Dane: Graf zwykly G = (V, X), w: V —» Z i liczba naturalna k.
Wiasnosé: W G istnieje podzbiér wierzchotkéw U < V taki, ze

wu,v) = k.

[u,vle X
ue
veU

(14.1) Maksymalne cigcie grafu.
Problem poprzedni dla w(x) = 1(V x € X).

(15) Jadro digrafu.
Dane: Digraf D = (V, X).
Wiasnosé: W D istnieje podzbidr wierzchotkéw K < V taki, ze zadne dwa
wierzcholki z tego zbioru nie sa polaczone tukiem i dla kazdego
u ¢ K istnieje tuk z v do wierzchotka v € K.

-

(16) Optymalne uporzadkowanie wierzchotkéw.
Dane: Graf zwykly G = (V, X) i liczba naturalna k.
Wiasnos$é: Istnieje wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie =: V
- {1,2,..,n = |V|} takie, ze

. la-a(@)| < k.

[u,v]eXx
(17) Drzewo Steinera.
Dane: Graf zwykly G = (¥, X), podzbiér U < ¥, liczba naturalna k oraz
funkcja w: ¥V » Z.
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Wilasnosé: Graf G zawiera drzewo T = (W, Y) takie, 2e U= W < V oraz

w(u, v) < k.
[u,v} €Y

(18) Zbidr reprezentantéw rodziny podzbiordw.
Dane: Rodzina podzbioréw {U,;} zbioru {s;: j=1,2,...,r}
Wilasno$é: Istnieje podzbidr W taki, ze |U;n W| = 1 dla kazdego i.

(19) Rozkiad liczb naturalnych.
Dane: Zbiér liczb naturalnych {4, 4,, ..., 4a}.
Wiasnosé: Istnieje podzbior I = {1, 2, ..., n} taki, zeiZ,;A, = i;lA,.
€
(20) Pokrycie zbioréw zbiorami rozlacznymi.
Dane: Rodzina zbioréw skoficzonych {S;}ie;.
Wilasnosé: Istnieje podrodzina {S;};er(I = J) zbioréw rozlacznych taka, ze

USl = USi'

) iel ieJ

(21) Pokrycie zbioréw.
Dane: Rodzina zbioréw skoficzonych {S;};c, i liczba naturalna k.
Wlasno$é: Istnieje podrodzina {S;} ;e taka, ze |L| < ki US, = US,.

ieL et
(22) 3-wymiarowe skojarzenie.

Dane: Trzywymiarowa tablica p x p xp, ktérej pewne elementy uwazamy za
dopuszczalne.
Wlasno$é: Istnieje p dopuszczalnych elementéw tablicy, z ktérych zadne dwa
nie majg Zzadnej wspdlnej wspoirzedne;.

(23) Programowanie w liczbach catkowitych.
Dane: Macierz A i wektor d o elementach calkowitych.
Wlasnos$é: Istnieje wektor o elementach 0 i 1 taki, ze Ax = d.

(24) Problem plecakowy. B -
Dane: Liczby- catkowite a,, a,, ..., a,, b.

Wiasnosé: Rownanie Z a;x, = b ma rozwiazanie, w ktérym x; = 0 lub 1
i=1

(i=1,2,..,n).
(25) Problem szeregowania zadan.

Dane: Danych jest n zadan Ty, T, ..., T,, z ktérych kazde musi by¢ wykonane
kolejno na m maszynach P,, P,, ..., P,,. Niech (¢y;, 25, ..., tm;) bedzie
wektorem czaséw wykonywania i-tego zadania na kolejnych maszy-
nach. Dana jest takze liczba naturalna k.

Wilasno$é: Istnieje uszeregowanie wszystkich zadan, ktorego dtugos¢ nie prze-

kracza k.
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(25.1) Problem szeregowania zadaf na trzech maszynach.
Problem (25) dla n = 3.

Wickszo$é z wymienionych tutaj probleméw NP-zupelnych znalezé mozna
w pracach Cooka [16], Karpa [59], [61], Gareya, Johnsona i Stockmeyera [40]
oraz w ksiazce [2]. Tam tez podane sa kompletne transformacje dowodzace, ze przy-
naleza one do klasy probleméw NP-zupelnych.

W dalszej czeéci tego paragrafu, przedstawione w paragrafie 9.2 transformacje
uzupelimy szkicem tylko kilku innych, ktérych wyprowadzenie nie wymaga zbyt
rozbudowanego aparatu teorii graféw i teorii mnogosci.

k-klika (2) oc Pokrycie grafu (6). Niech G = (V, X) bedzie grafem, ktéry ba-
damy, czy zawiera k-klikg. Transformacja zachowujacd problem polega na przej-
$ciu do grafu dopelniajacego G’ = (V, ¥V x V—X), ktory badamy, czy zawiera po-
krycie mocy {V{—k. =

Pokrycie grafu (6) occ Zbidr wierzcholkéw rozrywajqcych wszystkie kontury (7).
Pokrycie grafu (6) oc Zbidr tukow rozrywajgcych wszystkie kontury (8).

Niech G = (¥, X) bedzie grafem, ktéry badamy, czy zawiera k wierzcholkowe
pokrycie. Transformacja problemu pokrycia grafu do problemu (7) polega na zastapie-
niu grafu G digrafem D, w ktérym kazda krawedz z G zastapiona jest przeciwnie skie-
rowanymi lukami. Badamy teraz, czy digraf D zawiera k wierzcholkdw rozrywajacych
wszystkie kontury. Dla wykazania, ze transformacja te zachowuje problem wystar-
czy zauwazyé, ze kazdej krawedzi z G odpowiada w D kontur dlugosci 2.

Transformacja problemu (6) do problemu (8) polega na konstrukcji digrafu D/,
w ktérym kazdy wierzcholek v grafu G zastapiony jest para (v, 0) i (v; 1) polaczona

a

(aa 0) (a, 1)

.0 (¢, 0)

&, b
(e, D)

d,0) . @, 1)

Rys. 7
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lukiem skierowanym do (v, 1), a kazdej krawedzi (v, u) grafu G odpowiada tuk
(@, D), (v, 0)). W tak utworzonym digrafie D’ sprawdzamy, czy istnieje k tukéw
rozrywajacych wszystkie kontury. Rysunek 7 ilustruje obie te transformacje. m

Kolorowanie grafu (5) oc Pokrycie grafu klikami (3). Dla zbadania, czy graf G
moze byé pokolorowany k kolorami potrzeba i wystarcza sprawdzié, czy jego do-
petnienie ma pokrycie zbioru wierzcholkow k-klikami. m

Pokrycie zbioréw zbiorami roziqcznymi (20) oc Zbior reprezentantéw rodziny
podzbioréw (18). Aby zbadaé, czy istnieje podrodzina {S;};, I < J, zbioréw roz-
tacznych takich, ze \U S; = U S, potrzeba i wystarcza sprawdzié, czy istnieje

iel ielJ
zbiér W, ktéry ma dokladnie jeden element wspdlny z kazdym ze zbioréw U,
gdzie s, € U, wtedy i tylko wtedy, gdy v, €S,. =

Problem plecakowy (24) oc Problem szeregowania zadar na trzech maszynach
(25.1). Aby znalezé rozwigzanie problemu plecakowego o danych a, a,, ..., a,, b
pytamy, czy mozliwe jest wykonanie na trzech maszynach n+1 zadan o nastgpuja-

cych czasach wykonywania (0, 4y, 0), (0,4a,0), ..., (0,a,,0) i (b, 1, > a;—b)
i=1

w czasie ). a;+1.
i=1

Rysunek 8 moze by¢ pomocny przy dowodzie, ze tak okreslony zbidér zadan
n

moze by¢ wykonany na trzech maszynach w czasie Z a;+1 wtedy i tylko wtedy,

i=1

gdy istnieje podzbior liczb {a;} dajacy w sumie b. m

; 2 %

Rys. 8

Wsrdéd wyszezeg6lnionych wyzej probleméw NP-zupelnych mozna znaleZé bar-
dzo wiele probleméw ogdlnych, w wielu jednak przypadkach staraliSmy si¢ podaé
takze bardziej szczegbtowe wersje problemdéw, utworzone z probleméw ogélnych
przez ograniczenie rozpatrywanej klasy graféw i wartosci parametréw. Postapili$my
tak z dwdéch powoddéw. Po pierwsze, szczegblowe wersje probleméw ogdlnych, np.
(5.1), (6.1), (6.2), (9.1), (10.1) i (25.1) wyznaczaja w pewnym sensie granice migdzy
klasami graféw, przekroczenie ktérej powoduje radykalng zmiang typu ztozonosci
problemu. Oznacza to w tych przypadkach, Zze zmniejszenie wartosci ktoregos
z parametréw tylko o 1 powoduje, iz kazdy z tych NP-zupelnych problemow staje si¢
problemem klasy P. Na przyklad, rozwigzanie problemu uszeregowania n zadaf
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na dwdch maszynach moze by¢ znalezione w czasie O(nlogn). Z drugiej strony, te
szczegOlowe wersje probleméw ogélnych pozwalaja na okredlenie zlozonosci obli-
czeniowej tych problemoéw dla innych, zwykle obszerriiejszych klas graféw. I tak
np., na podstawie problemu (9.1) wnioskujemy, ze problemy istnienia cyklu Ha-
miltona w 3-spéjnym grafie ptaskim lub w kubicznym grafie plaskim sa takze NP-
zupetne.

Musimy pamigta¢ jednak, ze istnieja i takie klasy graféw, dla ktorych wiele
wymienionych wyZej probleméw mozna rozwiazywaé za pomocg wielomianowych
algorytméw, np. maksymalna klika w n-wierzchotkowym grafie plaskim moze by¢
znaleziona w czasie ograniczonym przez O(n*), gdyz graf plaski moze zawieraé
klikg o co najwyzej czterech wierzchotkach.

Przed konficowymi uwagami przypomnijmy jeszcze raz dwie najwazniejsze wlas-
nosci charakteryzujace problemy NP-zupelne:

(a) Dla zadnego problemu NP-zupelnego nie jest znany obecnie zaden wielo-
mianowy algorytm rozwigzywania.

(b) Jesdli znany bedzie jakikolwiek algorytm wielomianowy dla chociaz jednego
z tych probleméw, to bgdzie mozna otrzymac algorytm wielomianowy dla kazdego
problemu NP-zupelnego.

W $wietle tych dwoch wlasnosci przypuszeza sig, ze dla zadnego z probleméw
NP-zupelnych nie istnieje wielomianowy algorytm rozwiazywania. Glgbsza analiza
probleméw trudnych doprowadzita w wielu przypadkach do wykazania ze nie wszy-
stkie problemy NP-zupelne s3 tak samo ,,trudne’, por. pracg Gareya i Johnsona
[44].

Dla ilustracji rozwazmy problem rozkladu zbioru liczb naturalnych (19) {4;};er

na dwa rozlaczne podzbiory I, I, o tej wasnosci, ze . A4, = > A4,. Bez straty
iely iel,

ogdlnosci zalézmy, ze Z} A; = 2b.
ie

Problem ten moze by¢ rozwigzany za pomoca algorytmu programowania dyna-
micznego, ktéry ma ztozono$é O(nb). Zatem widzimy, ze NP-zupelnos$é tego prob-
lemu ma swoje Zrédto w modelu obliczen i jest wynikiem dopuszczenia do rozwazan
dowolnie duzych liczb naturalnych. Gdyby wartoéci wszystkich liczb {4;} byly
ograniczone z gory, np. przez wielomian zmiennej n, to ten algorytm bylby o wielo-
mianowej zlozonosci.

Istnieje wiele praktycznych zastosowan, w ktérych wystepujace liczby s3 w natu-
ralny sposéb ograniczone z géry. Dla przykladu, po pierwsze, mozna wykazaé, ze
powyzszy problem rozkladu jest réwnowazny problemowi wyznaczenia uszerego-
wania n zadan na dwoch maszynach, ktérego dtugoéé nie przekracza b. Z drugiej
za$ strony, w tym konkretnym przykladzie zastosowari, praktyczne wartosci para-
metru b s3 ograniczone, a wigc algorytm o zlozonosci O(nb) moze okazaé si¢ w prak-
tyce bardzo efektywny. Takie algorytmy, ktérych zlozonos¢ jest ograniczona przez
wielomian, ktérego zmiennymi sa rozmiar problemu i maksymalna réznica migdzy
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wystepujacymi liczbami nazywamy pseudo-wielomianowymi. Problemy, ktére nie
maja nawet pseudo-wielomianowych algorytmdéw (chyba ze P = NP) uwazaé mo-
zemy za silnie NP-zupelne. W tym kontekscie, problem komiwojazera (11) jest
silnie NP-zupelny, gdyz nawet dla wszystkich wag réwnych 1 pozostaje on nadal
problemem NP-zupelnym (problem 9).

10. Zakonczenie. Problemy

Nasze rozwazania zakonczymy kilkoma uwagami o aktualnych problemach
badawczych w dziedzinie zlozonosci obliczeniowej probleméw kombinatorycznych.

Oczywiscie, centralnym problemem badawczym jest stwierdzenie, czy P = NP.
Nastepnie nalezatoby wyjasni¢ status wielu waznych problemoéw takich jak badanie
izomorfizmu graféw i programowanie liniowe. O tym pierwszym problemie wiadomo
tylko, ze nalezy do klasy NP, natomiast o ogdlnym zagadnieniu programowania
liniowego udowodniono jedynie, ze powszechnie stosowana metoda simpleks i wiele
jej uogdlnieni i modyfikacji sa w najgorszych przypadkach algorytmami o ztozonosci
niewielomianowej [67], [122]. Ten ostatni fakt wydaje si¢ mie¢ wigksze znaczenie
teoretyczne niz praktyczne, bo metoda simpleks wraz ze swoimi modyfikacjami
z powodzeniem stosowana jest do rozwigzywania rzeczywistych probleméw z goéra
od 30 lat.

Niepowodzenia w badaniach nad udowodnieniem réwnosci klas P = NP skla-
niaja do przypuszczenia, Zze dla Zadnego problemu NP-zupelnego nie istnieje wielo-
mianowy algorytm rozwigzywania. W tym kontekscie ‘bardzo waznym przedsig-
wzigciem staje si¢ stwierdzenie, czy dany problem jest NP-zupelny, czy nie, bo jeze-
li nalezy do tej klasy probleméw, to w poszukiwaniu metod rozwiazywania musimy
si¢ raczej zdecydowaé na podejscia heurystyczne (przyblizone), ktére bylyby w stanie
szybko dostarczaé rozwiazan dobrze przyblizajacych rozwiazanie optymalne.
Nie jest wigc zadng niespodzianka, Ze heurystyczne metody rozwigzywania proble-
mow NP-zupelnych staty sig ostatnio tak bardzo popularne. W pracy Gareya i John-
sona [42] znalezé mozna omdwienie najnowszych prac po$wieconych tym proble-
mom. Dla przykladu wspomnijmy o problemie komiwojazera. Z jednej strony, opra-
cowano szereg efektywnych metod dokladnych dla szczegdlnych ukladéw danych
oraz efektywnych algorytmoéw przyblizonych, o ktérych wiadomo, z jaka doklad-
noscig moga daé rozwiazanie, patrz [99]. Z drugiej za$ wykazano, Ze niektore ze
stosowanych obecnie podej$é nie moga doprowadzi¢ do szybkich i dobrych algoryt-
mow przyblizonych, np. udowodniono ten fakt dla metody lokalnej optymalizacji,
patrz [101].

Jak juz wspomnieli§my przy koncu poprzedniego paragrafu, w wielu przypad-
kach problemy trudne staja si¢ wielomianowo rozwigzywalne dla niektorych szcze-
gblnych podklas.

Dazy¢ wigc nalezy do wydzielania coraz to wigkszych podklas danych, dla kto-
rych problemy NP-zupelne staja si¢ wielomianowo rozwigzywalne. Badania nad
struktura tych latwych podprzypadkéw rzucaja dodatkowe swiatlo na strukture
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probleméw trudnych. Z drugiej strony, dazy¢ nalezy do coraz wigkszego uscislenia
parametréw probleméw trudnych, co pozwoli dokltadniej okreslic granice migdzy
latwymi i trudnymi przypadkami probleméw, o ktérych wiadomo, ze w ogélnym
przypadku sa NP-zupelne.

Jednym z najpowszechniej stosowanych podejs¢ do rozwigzywania trudnych
probleméw kombinatorycznych jest metoda podziatu i ograniczen, ktéra stosowana
jest bardzo cze¢sto bez nalezytego zbadania jej teoretycznych wlasnosci. Wielu uzyt-
kownikow tego podejscia sklania sig do przekonania, ze metoda ta, tak jak i wiele
innych metod, takich jak metody cigé¢ czy metody programowania dynamicznego,
sy raczej bezuzyteczne w rozwiazywaniu probleméw o praktycznych rozmiarach.

Inny kierunek badan nad zlozono$cia obliczeniowa reprezentuja prace poswig-
cone charakteryzacji zbioréw (zwykle wielo§ciandw) rozwigzan dopuszczalnych
probleméw trudnych. Dotychczas nie udalo si¢ otrzymaé zadnych zadowalajacych
wynikow w tym kierunku.

Na zakonczenie juz wspomnijmy o szerokim zainteresowaniu $rednia zlozo-
noscia obliczeniowa problemow i algorytmami probabilistycznymi, patrz dla
przykladu prace Karpa [62] i Rabina [87]. W pracy Karpa zilustrowano szereg pro-
babilistycznych metod rozwigzywania probleméw NP-zupelnych, ktére przy usta-
lonym rozktadzie prawdopodobienstwa danych, pozwalaja w wielomianowym czasie
i dla prawie wszystkich ukladéw danych wyznacza¢ rozwigzania optymalne lub
bliskie optymalnym. Rabin natomiast, zamiast postugiwaé si¢ srednia ztozonoscia
obliczeniowa, ktoéra wymaga okreslenia rozkladu prawdopodobienstwa danych,
wprowadzit pojecie algorytmu probabilistycznego. Innymi stowy, losowos$é przenie-
siona zostala z danych na sam algorytm. Troch¢ nieoczekiwana propozycja jest
w ostatniej pracy algorytm probabilistyczny, ktéry z pewnym prawdopodobien-
stwem (wigkszym od zera) moze dawaé rozwiazanie niepoprawne.

Badania nad $rednia zloZzonos$cia obliczeniowa sa spokrewnione z badaniami
przyblizonych metod rozwiazywania, patrz jeszcze raz [42).
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Dodane w korekcie. Od momentu przyjecia tej pracy do druku jeste$my swiadkami istnego
potopu publikacji poswieconych konstrukcjom, analizie i zlozonoici obliczeniowej algorytmow
kombinatorycznych. Nie sposoéb wigc w kilku zdaniach uzupehni¢ i uvaktualni¢ cala prace, ktora
z zalozenia i tak dotyka jedynie wigkszosci z omawianych problemoéw.

Przede wszystkim, teoria problemow NP-zupelnych doczekala si¢ systematycznego opraco-
wania w postaci ksigzki Gareya i Johnsona [4'], ktora jest jednoczesnie najwigksza kolekcja tych
problemow.

Niestety, problem, czy P = NP, nadal jest otwarty, natomiast nastapil duzy postep w dzie-
dzinie dwoch najpopularniejszych probleméw, o ktorych w chwili pisania pracy nie bylo wiadomo,
czy sa NP- zupelne czy tez naleza do klasy P. Problemy te, to problem izomorfizmu graféw i pro-
blem programowania liniowego. W obu przypadkach wprowadzone zostaly klasy problemow im
réwnowaznych, a wi¢c odpowiednio I-zupelme i LP-zupelne (patrz [2'] i [3’], odpowiednio). Za
najwicksze jednak osiagni¢cie w tej dziedzinie, i w calej ztozonosci obliczeniowej ostatnich dzie-
sieciu lat uwaza si¢ wielomianowy algorytm rozwiazywania problemoéw programowania liniowego
podany przez Khachiyana w 1979 roku. Zatem problem programowania liniowego nalezy do klasy
P! Algorytm Khachiyana, zwany algorytmem elipsoidalnym, zostal najpierw zaanonsowany
w pracy [5'], a nastepnie opublikowany z pelnymi dowodami w {6"). W miedzyczasie ukazala sig
istna lawina prac objasniajacych pracg [5’] oraz informacji o tym odkryciu; patrz np. [1'1i [7],
gdzie ta ostatnia pozycja zawiera bibliografi¢ publikacji poS§wieconych algorytmowi Khachiyana,
ktore ukazaly si¢ w ciggu roku od opublikowania {5'].
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