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Résumé, Dans la présente note nous démontrons un théoréme sur certaines simples
conditions sous lesquelles chaque solution de I'équation (E) x'(n) = f(r—1, x(t~1))+g(r. x) est
bornée. Le deuxiéme théoréme établit la convergence vers zéro des solutions de (E). Ensuite, nous
étudions les solutions oscillantes de I'équations (E). Nous démontrons que chaque solution

t

oscillante et telle que lim|x(f)) =0, L [|x(s)] ds < f < oo pour 0 <t < ov satisfait 4 l'inégalite
0

()]
initiale |x(0)+ | f(s, x(s))ds| < B. Enfin nous démontrons un théoréme sur [l'existence d'une
-1

solution oscillante de I'équation (E).

Dans la publication [1] (chapitre 3) O. Arino et P. Sérguier s’occupent
de I'équation de la forme

(E) x'(1) = f(t—1, x(t =1))—f (r, x(1)).

Parmi les théorémes qui y sont démontrés quelques un peuvent étre
démontrés dans le cas de I'équation un peu plus générale:

(E) X0 =f(t=1, x(t=1))+g(t, x(1).
Dans la suite nous allons démontrer certaines théorémes sur les solutions
bornées et convergentes vers zéro de I'équation (E).

1. Considérons I'équation (E), ou f (1, x) et g(r, x) sont définies dans D
= R xR et satisfont aux hypothéses suivantes:

HypoTHeses Hy .

1° f(t, x) et g(r, x) sont continues dans RZ.

2° On admet lunicité des solutions de I'équation (E) satisfaisant a la
condition initiale
(1.2) X(t; 1o, @) = @(t—1ty) ol teg—1<t <t

pour chaque ¢z, et ¢ continue dans [ -1, 0].
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3° f(t, x) est croissante par rapport a x.
HypotHEsEs H, ,.
1° on a pour —w <t <+
(1.3) f(,0=0.
2° Pour chaque x on a
(1.4) x[f(t, x)+g(t, x)] <0 pour te(—oc, +0).

LEMME L, . Sous les hypothéses H, , la solution x(t, ty, @) de léquation
(E) avec la condition initiale (1.2) est croissant par rapport a ¢, c'est-G-dire que

(1.5) e(s)<Y(s) pour —1<s<0
entraine
(1'6) X(f, r03 (P)Sx(t,ro, ‘p) pour t>{0‘

Le Lemme L, , est un cas particuler d’'un théoréme bien connu sur les
solutions de I'équation

(1.7) x'(1) = F(t, x(1), x,)
ou F(t, x, ¢) est continue dans D = R2xC([—1, 0], R) et croissante par

rapport a ¢ (cf. par exemple [2], théoréme 6.9.4).

LeMME L, ;. Sous les hypothéses H, , et H, , pour chaque fonction ¢(s)
non négative (non positive) la solution x(t, to, ¢) de Téquation (E) est non
négative (non positive) pour t = tq— 1.

Démonstration. f(r, x) et g(t, x) étant continues I'hypothése H, ,
(inégalité) (1.4)) entraine pour x =0
S, 0+g(,0=0
et par suite en vertu de (1.3)
g(r,00=0
dou
(1.8) Jt—1,0+g(,0=0 pour —0c <1<+

c’est-a-dire x(r, g, 0) = 0 pour 1 > to—1; en vertu du lemme L, ;, on a donc
pour ¢ =20

(1.9) x(t, to, @) = x(t, 15,0 =0 pour r >15—1
et pour y <0
(1.10) x(t,to, ) <0 pour t=t,—1.

LeMME L, 5. Sous les hypothéses H, ; et H, , chaque solution x(t) de (E)
non négative (non positive) est bornée.
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Démonstration. Supposons que x(f) soit une solution de (E) non
négative:

(1.11) x(t)=20 pour to—1 <t <1 (T>1).

Posons par définition

(1) = —x(1)— 'j'l f(s, x(s))ds+ lH:(g (s) x(s))+f (s, x(s))] ds.
On a | ¢
(1.12) ¥y = —f(t, x@O)+S(r =1, x(t=1D)+g (7, x(@))+f(t, x(N)—x'(1) =0
pour o, <t <t
c’est-a-dire

o

(1.13) y(t) = const = [ f(s, x(s))ds—x(to),
1

1o
donc

=x()— | f(s, x(s)ds+ {Lg(s, x(&)+S (s, x(9)]ds = —c
=1 )

= —[x(t)+ [ f(s, x(9)ds] <0 (c>0)

d’ou
t

(1.14) x()=— [ f(s, x(8))ds+ [ [g(s, x(s)+S (s, x(s))] ds+¢
fo

t—1

pour t = t,.
En vertu de (1.3) et H;, 3° on a

f(s, x(s))=0 pour x(1)=0
et, en vertu de (1.4),
f(s, x(s)+g(s, x(s)) <O pour x(1) >0
dongc, en vertu de (1.14), on a
(1.15) x(t)<c pour t=1,.

Dans le cas ou x(r) < 0 on obtient x(r) = ¢ (¢ <0). Le lemme L, 5 est ainsi
démontré.

THEoOREME T, ;. Sous les hypothéses H, | et H, , chaque solution de (E) est
hornée.

Démonstration. Considérons une fonction quelconque ¢(s) (0 = s = —1).
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Il existe M > 0 telle que
lpl <M  pour —1<s<0,
en vertu du lemme L,;, on a
x(t, tg, —M) < x(t, tg, @) < x(t, ty, M).
Mais, en vertu du lemme L, 3, il existe une constante ¢ > 0 telle que
—c<x(t,tg, — M) <0< x(t,ty, M)<c pour 1y <1t.
On a donc

|x(t, tg, @) <c pour to <1 < +00.

Le théoréme T, , est ainsi démontré.

Remarque R, ,. Dans le cas envisagé par O. Arino et P. Sérguier [1]
dans le théoréme T,,, g(t, x) = —f (¢, x), c'est-a-dire f(t, x)+g(t, x) =0,
Sf(t, 00 =0 et f(t, x) est croissante par rapport a x. Ainsi le théoréme Tj,,
résulte de notre théoréme T, ,. Dans celui-ci on n’admet pas la croissance de
g(t, x). On suppose exclusivement la croissance de f(r, x).

2. Convergence vers zéro des solutions de P’équation (E). Admettons les
hypothéses suivantes:

Hypothises H, ;. 11 existe une constante a (0, 1) telle que pour chaque
constante positive M >0 et 1o >0 il existe Ty, =1, telle que pour la

solution z(t, ry, M) de T'équation

(2.1) W) =f-1, M)+g(r, z(1)

avec la condition initiale

(2.2) Z(tos to, M)=M

et pour la solution w(t, 1o, —M) de I'équation

(2.3) Wit =flr=1, —M)+g(t, w(n)

telle que

(24) w(to, to, —M)= -M

on a

(2.5) —aM < wit, 1o, —M) < z(t, 1o, M) SaM  pour 1 2 Ty, .

THEOREME T, ,. Sous les hypothéses H, |, H, ,, H, , chaque solution x(t)
de Téquations (E) tends vers zéro pour t — oo.

Démonstration. Envisageons une solution x(f) quelconque de
'équation (E). Nous avons démontré que x(r) est borné (cf. théoréme T, ;)
c'est-a-dire qu’il existe une constante M > O telle que

(2.6) Ix(t) <M pour t =11,
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donc pour t >0 on a

109

=1, =M)+g(t, x() S X() < f(t—1, M)+g(t, x(1)) pour 1 =i,—1.

De la théoric des inégalités différentielles il résulte donc que
w(t, to— M) < x(t) <z(t,ty, M) pour t>t,—1

d’ou, en vertu de (2.5), on a
2.7) |x(h <aM  pour ¢ = Ty, =1t; 2 0.

On démontre par récurrence qu’il existe une suite {r,}

Iy= 7;n—l',n_‘ Z oy

telle que
(2.8) Ix()] <a™  pour t > t,.
Mais 0 <a < 1, donc lim {x(t)| existe et
t =
(29) lim x(1) = 0.
t—oa

La démonstration est ainsi achevée.
ExempLe 2.1. A titre d’exemple prenons I'équation
(Eo) XMy=a(t—1)x(t—=1)—a(r)x(1),

ou a(t) est continue et telle que
O0<a(s—-1)<pa(s)y O<p<l, c?a(s)ds = 00.
‘o
Dans le cas envisagé on a
z(t, to, M) = exp[ - '[ a(s)ds] IM+M ‘ja(s— 1)exp }a(r)dtds}
fo '

o 0

< M fexp[ - tja(s)ds]+pexp[jf—a(s)ds](exp }a(s)ds—-l)}
tg 10 ‘o

< M lexp[— [a(s)ds]+p} < M(p+¢) = Ma
o

pour t = T,

gr X=pre <l

3. Les solutions oscillantes autour de 0. Envisageons I'équation (E), ou
f(t, x) et g(t, x) satisfont a H, , et H, ,. Supposons satisfaites les hypothéses

suivantes
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HypotHises H, . 1° Il existe une constante L, 0 < L <1 telle que
(3.1) 1f(t, X)+g(t, x)| < L|x|.

2° La fonction f(t, x) converge uniformément vers 0, pour x = 0, 0 <1
< .

3° x(t) est une solution oscillante autour de 0 de I'équation (E) telle que

(3.2) x(l <M pour 0Kt < 0,

(3.3) lim |x(t) = 0

(3.4) Lf|x(s)lds<f<oo pour 0<t <.
0

THeorReME T, ,. Sous les hypothéses H, ,, H, , et Hy, la solution x(t)
satisfait Iinégalité initiale

o
(3.5 Ix(0)+ | f(s, x(s))ds| < B.
-1
Démonstration. Nous avons démontré dans la Section 1 que

x(t)—-j'[g (s, x(3))+S (s, x(5))] ds+ 3' f(s, x(s))ds = const = ¢
o -1

t

(1]
c=x(0)+ [ f(s, x(s))ds.
1

La solution x(t) étant oscillante autour de 0, il existe une suite {¢,}, ¢,
— 0, t, =1 telle que

(3.6 x(t,) =0,
d’ou

le} < E|g (s, x(s))+S (s, x(s))|ds+ flf(s, x(s))ds
0 th—

L 0
S LfIx()Nds+ [ |f(s+1n x(s+1,))ds,
)] -1

mains

x(s+t)=0 pourt,—- 00, -1 <t<0,

donc, en vertu de H, ;2°, on a

0
[ |f(s+¢ts x(s+tn)|ds—0 pour n— oo
1
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d’ou, en vertu de (3.4), on obtient
et < B.

Ainsi nous avons obtenu (3.5).

Remarque R; . Dans le cas ou L =0 on se trouve dans le cas étudié
par O. Arino et P. Sérguier dans [1] T;43: f(t, x) = —g(¢, x} et ¢ =0.
Cependent P. Sérguier et O. Arino admettent au lieu de H; | 2° Thypothése
Hy,3: pour toute suite t,) il existe une sous-suite |t,; — oo telle que
f(t+t, , u) converge uniformement sur le bornés de R* xR vers une fonc-
tion F(t, u).

L’hypothése H,,, implique notre hypothése H, , 2°, tandis qu’elle ne
résuite pas de notre hypothése H; , 2°. Envisageons l'exemple

f@t,x)=x-0(1)

ou
[ 1 pour 0<r <1,
1_2"‘13(1‘—") pour n$r<n+m,
a(t) = 1 1
0 pour n+§m<t<n+l—2n—_q,
e 1 | 1
L2 3 t—n—l+m pour n+l—2n_l_3<t<n+l,

pour chaque n=1, 2, ...

On a |f(t, x)| < x et par suite f(t, x) =0 pour x —» 0, 0 <t < cv d’autre
part pour la suite t,=n, ot n>=>2, on a
1 pourt=0ett=—1I,

a(H—n)—-ao(t):{O pour —1 <t <0

C'est-a-dire qu’il n’existe pas de sous-suite (r, | telle que f(t+¢,,u)
= F(t,u) = a,(t)x pour [x] <M, —1<t<0, n, » 0. De I'’hypothése Hj,;
il résulte que f(t,u)=0 pour u—0, 0<r < oo. Supposons le contraire.
Alors il existe g, > 0 et deux suites {r,} et |u,) telles que u,— 0 et

If(tm un)|>80 pour n = l, 2,

Il peut arriver que
1° la suite {r,} est bornée
ou bien
2 il existe une sous-suite |r, | telle que r, — .
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Dans le premier cas 0 <t, < T et on peut extraire de la suite {r,} une
sous-suite {t,,k} convergente 1, =, 0<t<T Mais la fonction f(t, x) est
continue au point (t, 0), donc

f(tnk’ unk)_’f(Fa 0) =0,

d’ou l'on obtient 0 <g5 < 0.
Dans le deuxiéme cas il existe une sous-suite de {t, }, soit {t, } telle que
J

f(r+t,,kj, w=F(@,u pour —1<r<0, [y <N
et que pour t =0 on a
/ (W u) =F(0, u),
|F(t, 0)) =0, F(t, u) est continue, et par suite, il existe § > 0 tel que
|F(t, u)) <3eo pour |u] <9,

u, — 0, donc |u, | <6 pour N < ny; et de la convergence de f(t,, ,u) il
i J g
résulte que

f (tn» ) = F (O, u)f < 360 pour N<ny,
et, par suite,
&o < |f(tnkja u"kj)l <& pour N < n“j'

Ainsi nous avons démontré que 'hypothése H,,; entraine H, , 2°.

Remarque R, ,. Sous I'hypothése H, , en vertu du théoréme T, , on a
'inégalité (2,8) pour t >, et dans le cas ou t,=nT(T>1) pour n=1, ...
on obtient

! x . LMT
Lflx(s)ds < LMT Y o = =B < w;
0 j=0 1-a

sous 'hypothése H, ; 1° et (3.3) on obtient de 1a une évaluation des données
initiales

LMT
ds < ]

(3.8) [—a

x(0) + Jf(s, x(s))

4. Existence d’une solution oscillante autour de 0. Admettons les
hypothéses suivantes:

HypoTheses H,. 1° 11 existe une constante u > 0 telle que
4.1) |f(t, x)+g(t, x)| = plx],
4.2 x[f(t—=1, x)+g(t, x)] >0 pour x #0.
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THeoreME T, . Sous les hypothéses Hy , H; , et Hy ( chaque solution
x(t) de Téquation (E) définie pour to—1 <t < 20, x(t) # 0 est oscillante autour
de 0.

Démonstration. 1° Nous démontrons d’abord que chaque solution
x(t) de I'équation (E) telle que

4.3) Ix(=m>0 pour r—1<t<t, 121,
satisfait a linégalité (4.3) aussi pour t > r. Envisageons le cas ou
x(h=>m>0 pour r—1<t<t.
Supposons qu’il existe > 1 tel que
x(=m, x()>m pourf—1<t<t, x(t)<m pourt<t<i+n.

On a donc X' ()= f(r—1, m+g(t, m) > 0 et par suite
x()>x()=m pourf<t<it+n, n>0.

2° Dans Section 1 nous avons démontré que x(r) satisfait a (1.14), c’est-
a-dire que

(4.4) x(t) = c(t,)— }' fs, x(9)ds+ [[g(s, x()+f (s, x(5))] ds
-1 ty
ol

4.5) ) =x(t)+ | fls x(9)ds,

=1

t, =ty quelconque.
Supposons que x(f) # 0 pour t > T > 1y; soit par exemple,

(4.6) x(t)>0 pour t>T.
Posons t, = T+ 1. En vertu de (44) et (4.6) on a

@7 x(O=c(T+1)— [ f(s, x(s))ds+ j[ {g(s, x(8)+1 (s, x(s)} ds,
11

T+1
T+1

c(T+ ) =x(T+ 1)+ | f(s, x(s))ds.

En vertu de H, ,3° et H, ,(1.3) on a
c(T+1)>0 et f(s,x(s))ds>0 pours>T
et en vertu de H, ,2°

f(t, x(®)+g(t, x()) <0 pour t > T,
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d’ou, en vertu de (4.7),

i

(4.8) x() <c(T+1)— | |f(s, x(5)+g(s, x(s))|ds.
T+1

La fonction x(t) étant continue et positive pour T<t < T+1, il existe une
constante m > 0 telle que

x(h=zm pour TSt << T+,
x(hy Zm pour t > T.

En vertu de (4.8), (4.1) et (49) on a

donc

]
x(<c(T+D)—p | |x(s)lds < c(T+1)—pm(t—T—1) pour 1 > T+1
TH1

d’ou I'on obtient x(t) < 0 pour t suffisamment grand. Mais, en vertu de (4.6),
cela est impossible. Ainsi nous avons démontré qu'il existe une suite t, -~ <o,
t,eq >, telle que

(4.10) x(t,) =0.

3° Supposons que

x(1)=20 et x(t—1)=>0 pour:r=>1t*

et x{1) >0 (t > t*).

Dans le cas ou x(t—1)= x(t)=0 on a

()= f(r—1, x(t—=1))+g(t, x(®) = f(t =1, x(©)+4g(t, x(1)) = 0.
Dans le cas ou x(f) =>x(t—1)=>0 on a
@O =f(t=1, x@t=1))+g(t, x(0) = f(t =1, xt—1))+g(, x(t=1)) >0

c’est-a-dire que x(r) est croissante par rapport a . (Dans le cas od x(t) <0 et
x(t—1) < 0 pour > r*, x(t) est décroissante.) Dans le cas oi x(r) > 0 et
x(t)20(x(r)<0et x(t) <0) pour r =21—1o0na x(t) 2 x(7) > 0 (x(t) < x(1)
< 0) pour t = 1, ce qui est incompatible avec (4.10). La solution x(¢) change
donc de signe dans chaque intervalle T <t < oo.
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