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JUSTYNA MOKRZYCKA!, ANNA PAJOR?

FORMALNE POROWNANIE MODELI COPULA-AR(1)---GARCH(1,1)
DLA SUBINDEKSOW INDEKSU WIG?

1. WPROWADZENIE

W ostatnich kilkunastu latach jednym z popularnych narzedzi modelowania zalez-
nos$ci na rynkach finansowych staty si¢ kopule. Modele oparte na kopulach warunko-
wych sa konkurencyjne w stosunku do wielowymiarowych modeli zmiennosci z klasy
MGARCH (ang. multivariate GARCH) lub MSV (ang. multivariate stochastic vola-
tility). O ile w modelach MGARCH czy MSV przedmiotem bezposredniego opisu
sa macierze warunkowych kowariancji i liniowych korelacji warunkowych, o tyle
kopule pozwalaja na opis nieliniowych i asymetrycznych zaleznosci. Za pomoca kopuli
mozliwa jest w do$¢ prosty sposob konstrukcja rozktadow innych niz eliptyczne oraz
charakteryzujacych si¢ r6znymi zalezno$ciami w ogonach.

Kopula n-wymiarowa jest to funkcja okreslona na kostce [0, 1] o wartosciach
w przedziale [0, 1], bedaca obcigciem do kostki jednostkowej dystrybuanty n-wymia-
rowego rozktadu prawdopodobienstwa o jednostajnych rozktadach brzegowych na
przedziale na [0, 1] (por. Jaworski, 2012; Durante, Sempi, 2016; Doman, 2011).
W ,,aksjomatycznej” definicji kopuli podaje si¢ warunki jakie powinna speti¢ funk-
cja C: [0, 1]" — [0, 1], aby byta kopula. Warunki te mozna znalez¢ m.in. w pracach
Nelsena (1999), Pattona (2001). W 1959 r. Sklar udowodnit, ze dla kazdej n-wymia-
rowej dystrybuanty H istnieje taka kopula C, ze zachodzi nastgpujgca réwno$c
H(xy, ..., x,) = C(F(xy), ..., F,(x,)), gdzie F, ..., F, sa dystrybuantami brzegowymi.
Ponadto, jesli dystrybuanty brzegowe sg ciagle, to kopula C wyznaczona jest jedno-
znacznie. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Sklara rowniez jest prawdziwe, tzn.
jezeli C jest n-wymiarowa kopula, a F, ..., F, sa jednowymiarowymi dystrybuan-
tami, to funkcja H(xy, ..., x,) = C(F(x;), ..., F,(x,)) jest n-wymiarowa dystrybuanta,
a Fy, ..., F, jej dystrybuantami brzegowymi (zob. Nelsen, 1999; Jaworski, 2012).
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Twierdzenie Sklara zostato rowniez sformutowane i udowodnione dla rozktadow
warunkowych 1 warunkowej kopuli (zob. Patton, 2006b). Istotnym elementem umoz-
liwiajacym rozszerzenie tego twierdzenia na rozklady warunkowe jest przyjecie, iz
zbidr informacji, wzglgdem ktorego odbywa si¢ warunkowanie, jest ten sam zarowno
w przypadku rozktadow brzegowych, jak i samej kopuli (zob. Patton, 2006b). Przyktady
kopuli oraz ich wtasnos$ci zostaty przedstawione m.in. w ksigzkach Joego (1997)
i Nelsena (1999), zas w kontekscie zastosowan w modelowaniu danych finansowych
m.in. w pracach Domana (2011), Pattona (2001, 2006b, 2013), Doman, Domana (2014).

Glownym celem artykutu jest formalne poréwnanie wybranych specyfikacji
modelu Copula-AR-GARCH w opisie zmiennosci i zaleznosci subindeksow indeksu
WIG. Wtasciwe modelowanie zmiennosci i zaleznosci cen na rynkach finansowych
jest szczegblnie wazne m.in. w zarzadzaniu ryzykiem, przy wycenie instrumentow
pochodnych, oraz przy budowie optymalnych portfeli lub strategii zabezpieczajacych.
Nieadekwatny model kopuli moze prowadzi¢ do blednych oszacowan ryzyka, a w kon-
sekwencji do duzych strat.

Ze wzgledu na wlasnosci notowan subindeksoéw sektorowych indeksu WIG,
przedmiotem rozwazan bedg dwuwymiarowe modele Copula-AR(1)---GARCH(1,1),
czyli modele kopuli warunkowej, w ktoérych warunkowe wartosci oczekiwane
i wariancje warunkowe jednowymiarowych rozktadow brzegowych (bedacych roz-
ktadami ¢ Studenta) beda opisywane za pomocg struktur, odpowiednio, autoregre-
syjnej rzedu pierwszego (AR(1)) i GARCH(1,1). Wyznaczone zostang prawdopo-
dobienstwa a posteriori jedenastu modeli Copula-AR(1)---GARCH(1,1), réznigcych
si¢ strukturg zaleznosci zadang przez kopulg, 1 na ich podstawie zbudowany zosta-
nie ranking modeli. Dla poréwnania dokonana zostanie rowniez estymacja modeli
Copula-AR-GARCH metoda najwickszej wiarygodnosci, a nastgpnie zbudowany ran-
king modeli na podstawie kryteriow informacyjnych Akaikego oraz Schwarza.

Temat porownania bayesowskich modeli kopula podjeto wezesniej m.in. w pracach
Silvy, Lopesa (2008), Rossiego, Ehlersa, Andradego (2012), Craiu, Sabeti (2012),
jednak ograniczono si¢ jedynie do zastosowania nieformalnych metod. Wykorzystano
bowiem kryteria informacyjne DIC (ang. deviance information criterion), Akaikego
(ang. Akaike information criterion, AIC) oraz Schwarza (ang. Bayesian informa-
tion criterion, BIC). Przeprowadzone badania pokazaty, ze wszystkie wymienione
wyzej kryteria w jednakowy i do$¢ skuteczny sposob pozwalaja na wybor wiasci-
wego modelu, jesli w zbiorze rozwazanych modeli byt ten ,,prawdziwy”, z ktorego
symulowano dane. W niniejszej pracy przedstawione zostang wyniki bayesowskiego,
formalnego (opartego na prawdopodobienstwach a posteriori modeli) porowna-
nia roznych specyfikacji modeli Copula-AR-GARCH z wykorzystaniem danych
rzeczywistych.

W kolejnej czesci artykulu przedstawiony zostanie model Copula-AR(1)-#-
GARCH(1,1), a nastgpniec omdwiona dwustopniowa metoda najwickszej wiary-
godnosci. W czesci czwartej zdefiniowane zostang bayesowskie modele Copula-
AR(1)---GARCH(1,1). Cz¢$¢ piata i szosta posSwigcone sg bayesowskiej metodzie
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porownywania modeli i metodom szacowania wartos$ci brzegowej gestosci macierzy
obserwacji. Wyniki empiryczne zawarto w czgsci siodmej. Cze$¢ ostatnia zawiera
podsumowanie.

2. KLASYCZNE MODELE COPULA-AR(1)--GARCH(1,1)

Niech {x;, = (x1,, xp,), t = -1, 0, 1, ..., T} oznacza szereg czasowy cen akty-
wow finansowych w chwili ¢. Dla logarytmicznych stop zwrotu {y, = (y1, y2.,)"
t=20,1,2, .., T}, obliczonych wedtug formuty y;, = 100In(x;, / x;.1), t = 1, ..., T,
i =1, 2, przyje¢to nastepujacag strukture Copula-AR(1)---GARCH(1,1):

Yii = :Bi,o + iy T Ziys (D

Ziy =€ hi,n (2)

h,=a, o,z + b, i=1,2,0=1,2..,T, (3)

it=1°

gdzie a;0> 0, 0,1, 20, y;; =2 0, {€.. )i ~ iit(0,1,v;) dla kazdego i € {1, 2}.*
W dalszej czesci pracy bedziemy zakltada¢, ze taczny rozklad wektora (g1, £;,)
zadany jest poprzez kopule o gestosci c(u;, u,). Zatem

P.(&,,8,,) = c(F5,(&,;0,1,v), F,(&,,50,,v,)) f5,(&,:0.1,v)) f5,(£,,:0,1,v,),  (4)

gdzie F(+;0,1,v) oznacza dystrybuante jednowymiarowego rozktadu ¢ Studenta o zero-
wej modalnej, jednostkowej precyzji i v stopniach swobody, za$ fg(+;0,1,v) jest gesto-
scig tego rozktadu. Laczny rozktad wektora (y,,, y»,)’, warunkowy wzgledem zbioru
w1 (informacji do momentu #-1 wiacznie) jest nastepujacy:

py(yl,t’y2,t W, )= ps((yl,t - lul,t)/«/hl,t 5(y2,t - /uz,t)/«/hz,z |l//t—1)/\/h1,th2,t >

a zatem

py(yl,t’yZ,t |V/z—1) = C(FSz ((yl,t - :ul,t)/\/ hl,t ;O,I,Vl),FS,((yz’[ - ,uz,t)/\/ hz,r ;0,1,112 )) X
X fSt ((yl,t - lLll,[)/ hl,t ;O’I’Vl)fSt ((yZ,t - fuz,t)/ hz,z ;O,I,Vz)/\, hl,th2,t s

ostatecznie
P, W) = e(Fg (0, = ) 010 Fy (0, = 11,)/ s, 50,0,v,)) % .
X fo sty U Ry v fo (05 1 51 By 5 vy). ©
* Zapis {¢,,}], ~ iit(0,1,v)) oznacza, ze zmienne losowe {&,,, t = 1, 2,.., T} sa niezalezne i maja

rozktad ¢ Studenta z zerowa modalna, jednostkowa precyzja i v; stopniami swobody (£ (gft) =v,/(v,=2)
dla v; > 2).
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Oznaczmy przez y = [y, V2, ..., V7] macierz obserwacji wymiaru 2 X T, przez
1 = (Mg 1) wektor nieznanych parametrow modelu Copula-AR-GARCH, przy
czym 1 jest wektorem parametroéw struktury AR(1)--~-GARCH(1,1) natomiast 1¢ jest
wektorem parametrow kopuli. Gesto$¢ tacznego rozktadu macierzy obserwacji, przy
ustalonych parametrach, jest iloczynem gestosci rozktadow warunkowych (w notacji
pominig¢to warunki poczatkowe):

r
pP(ying:mc) = I_IIC(FSI((yl,t =t )\ 30.Lv), F (1, _lu2,t)/\/a;0’1’v2)) x
t=
i (6)
X r[lfSt Vst sl hy v ).
=

Zalezno$ci miedzy jednowymiarowymi, warunkowymi rozktadami stoép zwrotu
mozna opisywac za pomocg wielu znanych w literaturze kopuli. W badaniu wyko-
rzystano jedenascie postaci funkcji gestosci c(u;, u,). Rozwazono dwie kopule elip-
tyczne: gaussowska i ¢ Studenta; pige¢ kopuli archimedesowych: Franka, Claytona,
Gumbela, Claytona-Gumbela (BB1) i Joego-Claytona (BB7); symetryzowang kopule
Joego-Claytona; dwie kopule przezycia: obrécone (o 180 stopni) kopule Claytona
1 Gumbela. Ponadto, wzi¢to pod uwage kopule odpowiadajaca niezaleznosci rozktadow
warunkowych. Podstawowe charakterystyki tych kopuli zebrano w tabeli 1.

3. ESTYMACJA MODELU COPULA-AR-GARCH.
METODA NAJWIEKSZEJ] WIARYGODNOSCI

Klasyczng, parametryczng metodg estymacji modelu Copula-AR-GARCH jest
metoda najwickszej wiarygodnosci (MNW). Przy spetnieniu okreslonych warunkow
regularno$ci estymator najwickszej wiarygodnosci jest zgodny, asymptotycznie nor-
malny i asymptotycznie efektywny (zob. Joe, 1997). Korzystajac z powyzszych ozna-
czen estymator najwigkszej wiarygodnosci dla modelu Copula-AR(1)--~-GARCH(1,1)
uzyskuje si¢ poprzez maksymalizacj¢ logarytmu naturalnego funkcji wiarygodnosci,
ktory w tym przypadku ma nastgpujaca postaé (dla jasnosci w zapisie uwzgledniono
parametry rozwazanych funkcji):

In(L(ng.nc;¥)) =
T
= g]ln(c(FSl((yl,t _:ul,l)/ hl,t ;Oalsvl)’FSt((th _ﬂz,z)/\j hZ,[ ;0’1’V2);77C977G)) + (7)

T T
+ Z‘iln(fSt(yl,t;:ul,t’l/hl,zvvl;ﬂGl)) + Z%ln(f&(h,z;ﬂz,nl hy 5 v53162))s
t= =

gdzie g = (161> NG2), Przy czym jedng ze sktadowych wektora 7g; jest liczba stopni
swobody, v;.



Formalne poréwnanie modeli Copula-AR(1)t+-GARCH(1,1) dla subindeksow indeksu WIG 127

W 1996 r. H. Joe i J. J. Xu zaproponowali dwustopniowg metode estymacji para-
metréw kopuli (zob. Joe, Xu, 1996) oznaczang w skrocie IFM (ang. the method of
Inference Functions for Margins) 1 nazywang metoda funkcji wnioskowania dla roz-
ktadow brzegowych (zob. Doman, 2011). Polega ona na estymacji parametrow roz-
ktadow brzegowych w pierwszym kroku, a nastgpnie, przy danych oszacowaniach
tych parametrow, estymacji parametrow struktury zaleznosci. Estymator otrzymany
metoda [FM, przy spetnieniu okreslonych warunkoéw regularnosci, przedstawionych
w pracy Pattona (2006a), jest zgodny i1 asymptotycznie normalny. Ponadto, estymator
ten, jak przedstawiaja badania prowadzone przez Joego (2005) oraz Pattona (2006a) dla
wybranych modeli, wykazuje si¢ takze asymptotyczna efektywnoscia, jednak najcze-
$ciej nieco nizszg w pordwnaniu z jednostopniowa metoda najwigkszej wiarygodnosci
(zob. Patton, 2012).

W naszym przypadku, z uwagi na postac logarytmu funkcji wiarygodnosci, metoda
IFM sprowadza si¢ do wyznaczenia w pierwszym etapie ocen parametrow warunko-
wych rozkladéw brzegowych, tj.

T
Mg = arg malen(f&(yl,t;lul,t’l/hl,t’vl;nG] )

61 t=1

T
N, = arg max zln(fSt(yZ,t; Jn / Ry s vy3M6,))-
G2 t=1
W drugim etapie, w celu wyznaczenia ocen parametréw kopuli, otrzymane wartosci
estymatorow wykorzystywane sg w maksymalizacji pozostatych skladowych loga-
rytmu funkcji wiarygodnosci:

T
Ijc =argmax Ziln(c(FSz ((yl,t - lul,t)/\/ hl,t ;071’v1 )7FS1‘ ((yz,t - /Jz,z)/\/ hz,t ;071’V2 );77C777G ))
e 1=

Prezentowane w czesci siodmej artykutu wyniki empiryczne uzyskano poprzez
zastosowanie wlasnie metody IFM — obliczenia zostaly wykonane w programie R
z wykorzystaniem dostgpnych pakietow oraz wlasnych autorskich procedur oblicze-
niowych.

W celu poréwnania dopasowania modeli do danych zastosowano kryterium infor-
macyjne zaproponowane przez Akaikego (1973), AIC, oraz kryterium Schwarza (1978),
BIC. Wartos$¢ kryterium Akaikego obliczono ze wzoru AIC(k) = -2In(L(7;,7-3y)) +2k,
gdzie L(7;,7;y) jest warto$ciag funkcji wiarygodnosci w jej maksimum, a k jest liczbg
parametrow modelu. Natomiast kryterium Schwarza przyjmuje nastepujaca postac:
BIC(k) = -2In(L(%;,7.;y)) + In(T)k, gdzie T jest liczba obserwacji. W ramach danego
kryterium za model najlepiej dopasowany do danych uznaje si¢ ten, dla ktorego war-
tos¢ kryterium jest najmniejsza. Wybodr najlepszego modelu na podstawie kryteriow
informacyjnych jest metoda nieformalng (ad hoc) i nie daje pelnych podstaw do wnio-
skowania, ze struktura zalezno$ci jest dobrze opisana przez wskazany model. Innym
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Tabela 1.
Wybrane kopule i ich podstawowe charakterystyki
Kopula Gestos¢ kopuli Parametry kopuli
. - o1 - e’ )efg(u]ﬂq)
Franka ¢y (uy,u,) = [—e? —(I—e™Y1_e ) 0e R\ {0}
c((;[(ulﬂu2) =(1+ 9)(”1”2)_9_1(Cgl(ul,uz))29+l:
Claytona 1 0>0
gdzie Cy'(u,,u,) = (max{ufg +u279 -1,0}) ¢
Gu 6-1 1
B [((lnulr’ Ty’ + 01}
Gumbela uluz((*lnul)g +(*1nu2)0) ¢ 0>1
1
gdzie Cg" (uy,uy) = exp(—[(—lnul)‘q + (_lnuz)g]g)
2_ ;1,2 l,z ;171
Claytona- | c£% (u;,uy) = (a,a,)° " (wyuy) "' x| (1+0)a® b0 +6(5-1)a® b0 |
Gumbela 0>0,02>1
BB1 ) 1
(BBL) gdzie a, =u," ~1L,a, =u, * ~l,a=a," +a,°,b=1+a’
e uyuy) = (i) (A -m)(A -3 ) 7 x
Joego- XA A= AT (e =1+ x(y+ 1) A" (1- A%,
Claytona | gdzie o, =1—u,, i, =1—u,, A=1-CJ(u,u,), 1 k>1,7>0
(BB7) g
C;«,}(”p”z): 1_[1_{[1_(1_'41)’(]77 +[1-(1-u)"]7 _1}7]
S pv/el _ 1 JC 1 JC 1 1
ymetry- | ¢, (uy,u,) = ECI(,}/ (uy,uy) + ECK',;/'( —upl—uy),
zowana dzie K'e 1 . 1 k=21,7>0
Joego- gdzie x'= V= T
Claytona log,(2-27) log,(2-2*)
Obrocona
Claytona g upuy) = e (1—u,l—uy) 0>0
Obrocona
Gumbela e (uyuy) =g (1—u, 1 —u,) 021
Ga 1 ( 1 ' -1
cx (uy,1y) = ———==exp| =~V (R *[z) v,
Normalna J1=p? 2
AUSSOW- ¢ 1 e (-1,1
£1g<a) gdzie y = (CI)"(ul),CD"(uZ)) . R ={ 'Lj, @' jest odwrotnoscia dystrybuanty pe LD
P
jednowymiarowego, standardowego rozktadu normalnego.
2
)
, 1 2 2 v
Cro(Uy,uy) = \/ > 2 il
1-p (F(H-ID ﬁ L, 2) 2
¢ Studenta 2 LTy pe (L), v>2
gdzie 1//:(st' (u;:0,L,v), Fy' (u, ;O,I,V)) , F3'(50,L,v) jest odwrotnoscig dystrybuanty
jednowymiarowego rozktadu ¢ Studenta z zerowa modalna, jednostkowa
precyzja i z liczba stopni swobody v.

Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie Joe (1997), Jondeau, Rockinger (2006), Patton (2006b), Doman (2011).
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Tau Kendalla

Zaleznosci w ogonach

4 x4k
) zl—g(l—Dl(‘g)), gdzie Dk(x)=§fﬁdt funkcja Debye’a =0, 2" =0
ter o
0 1
=7 =0, =270
b0 0+2
1

19—1—% W =2-20, 3t =0

S D A
s =T 010

1 1
W=2-20 A=2%

= —MB(E;/+1]K¢2
Y
1+ =L +2)-p) k=2
v oy

gdzie B(x,y) jest funkcja beta, za$ w(x) funkcja psi (zob. Abramowitz, Stegun,
1968). Wyprowadzenie wzoru dla 7., znajduje si¢ w ksiazce Domana (2011).

1 il
A =2-25 2F=27

1

1
V=27 pt=2-2¢

1
=20 3"=0

1
=0, At =2-2°

T= 2 arcsin(p)
T

V=0, 1"=0

2 .
7 = —arcsin(p)
Via

Y=

:ZFS,[— vl 1_—"’;0,1,v+1}
1+p

A=Y
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sposobem weryfikacji modelu jest wykorzystanie tzw. testow zgodnosci (zob. Doman,
2011; Genest, Rémillard, Beaudoin, 2009; Kojadinovic, Yan, Holmes, 2011). Fang,
Madsen i Liu w pracy z 2014 r. metodami symulacyjnymi poréwnali wnioski plynace
z zastosowania kryterium informacyjnego AIC oraz wielokrotnych testow zgodnosci
(ang. multiplier goodnes-of-fit) dla wybranych pigciu rodzajéw kopuli. Stwierdzili, Zze
stosowanie kryterium AIC przy zatozeniu, ze struktura zaleznosci opisana jest jedng
z typowanych kopuli, daje lepsze wyniki niz wielokrotne testy zgodnos$ci (zob. Fang,
Madsen, Liu, 2014). W przeciwienstwie do przeprowadzenia testow zgodnosci, obli-
czenie wartosci kryterium AIC praktycznie nie wymagato wigkszego wysitku obli-
czeniowego.

Probabilistycznego i w petni formalnego narzgdzia porownywania mocy wyjasnia-
jacej réznych modeli dostarcza bayesowskie wnioskowanie statystyczne (zob. Jeffreys,
1967; Osiewalski, Steel, 1993; Osiewalski, 2001). Dlatego tez ponizej zostana skon-
struowane bayesowskie modele Copula-AR-GARCH oraz przedstawione zasady for-
malnego porownywania modeli.

4. BAYESOWSKIE MODELE COPULA-AR(1)-t-GARCH(1,1)

W bayesowskim modelu statystycznym wszystkie nieznane wielko$ci (w tym
parametry) traktowane sg jako zmienne losowe. Bayesowski model statystyczny zde-
finiowany jest jednoznacznie przez gestos¢ tacznego rozktadu macierzy obserwacji y
oraz wektora parametréw 7 = (16, nc’) € H=Hgx He C R™:

p(v, M =pO|m p(n) = p(Ine, Nc) p(Ne, Ne), ®)

gdzie p(n) jest gestoscia rozktadu a priori wektora 7, p(v|n) jest tzw. gestoscia prob-
kowa macierzy obserwacji (zob. rownanie (6)).

Rozktad a priori na przestrzeni® Hi x He € R™ dobrano tak, aby parametry warun-
kowych (wzgledem catej przesztosci i parametrow) rozktadow brzegowych y, (czyli
sktadowych wektora 7s) byly niezalezne od parametrow kopuli (czyli #):

(e, nc) = png) p(ne)- &)

W dwuwymiarowych modelach Copula-AR(1)--GARCH(1,1) z warun-
kowymi, brzegowymi rozkladami ¢ Studenta dla wektora 75, o sktadowych

Mo = (ﬂl,()’ﬂl,] s A5 Xy V15 V) ) i N, = (ﬂz,ovﬂz,l s Uy 05Uy 157215V )'» przyjeto nastgpu-
jaca gestos¢ rozktadu a priori:

p(n,) = p(ﬂo)p(ﬁog (e,0) (e, 7,)P(V,), (10)

5 Warto$¢ m, czyli liczba parametrow bedacych przedmiotem wnioskowania, zalezy od specyfikacji
modelu.
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gdzie
P(B) = fva(B|Bop.0i D)y By=(BrosPoo) s Boy =(00), o5 =1,

p(p) = %I(—l, 1y (B, =B, 51
p(ai,O) = fExp(ai,O | //i’a) ’ Z’a = 13

1 1
P(%’,la?’i,l):EIB(ai,l,?’i,l)a B =0, 1]2 N{(x, ) x+y <1},

p(v;) o« lef’lvl(z’m)(vi), A= %, i=1,2.

Symbol fy ,(‘|a, A) oznacza ggstos¢ p-wymiarowego rozktadu normalnego o wektorze
warto$ci oczekiwanych a 1 macierzy kowariancji 4, I5(+) jest funkcja charakterystyczna
zbioru B, natomiast fz,,(-|4) oznacza gestos¢ rozkladu wykladniczego ze $rednig 1/4.
Rozktad a priori parametrow struktury AR-GARCH jest wtasciwy (tzn. jest miarg
unormowang) i odzwierciedla raczej niktg wstepng wiedze (przed wgladem w dane)
o wartosciach tych parametrow. Rozktady a priori parametréw kopuli zestawiono
w tabeli 2. Zostaly one dobrane na podstawie symulacji, tak by we wszystkich mode-
lach rozktad a priori wspotczynnika tau Kendalla byt do$¢ rozproszony.

Tabela 2.
Rozktady a priori parametrow kopuli

Kopula Parametry kopuli Rozktad a priori
Franka 0e R\ {0} 6 ~ N(0,100)
Claytona 0>0 0 ~ Exp(1)
Gumbela 021 0~ 1+ Exp(l)
Claytona-Gumbela (BBI1) g ; (1) s ?Nl fxgii}(’ 1
Joego-Claytona (BB7) ’; i (1) x Ny i;}iﬁjgl)’
Obrocona Claytona 6>0 6 ~ Exp(1)
Obrocona Gumbela 021 0~ 1+ Exp(l)
Symetryzowana =1 K~ 1+ Exp(l),
Joego-Claytona y>0 y ~ Exp(1)
Normalna pe (=11 p~ U-11)
¢ Studenta P Ev (>_12’1)’ . Np E;pzjl(/_ll)’)l 1)( ’z’m)

N(a, A) oznacza rozktad normalny o $rednie a i wariancji rownej A, Exp(1) oznacza rozktad wyktadniczy o $redniej
1/2, 1 + Exp(4) — rozktad wyktadniczy przesuniety o 1, czyli funkcja gestosci jest nastepujaca p(6) = ie’i(gu)](l’m)(@),
U(a, b) — rozktad jednostajny na przedziale (a, b), Exp(A)ly — rozktad wyktadniczy ucicty do zbioru B.

Zrodto: opracowanie wilasne.
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5. BAYESOWSKIE POROWNANIE MODELI

W ujeciu bayesowskim podstawowym kryterium poréwnawczym modeli sg ich
prawdopodobienstwa a posteriori, obliczone ze wzoru Bayesa (zob. Osiewalski, Steel,
1993; Zellner, 1971). Model najbardziej prawdopodobny a posteriori moze by¢ trak-
towany jako ,,najlepiej dopasowany” do danych empirycznych. Zat6zmy, ze mamy
zbior [ modeli bayesowskich, {M,, M,, ..., M;}, parami wykluczajacych sig:

M;: piy, n) = pyln) pimy), i =1, ..., L, (11)

gdzie n; € H; oznacza wektor parametréw modelu M,, p;(n;) jest gestoscia rozktadu

a priori parametréw modelu M,, za$ p,(y|#;) jest probkowa gestoscia macierzy obserwa-

cji w tym modelu. Niech ponadto p(M,), p(M,), ..., p(M;) beda prawdopodobienistwami
1

a priori tych modeli oraz Y p(M ;) =1. Wéwczas, ze wzoru na prawdopodobiefistwo

j=1
catkowite, prawdopodobienstwo a posteriori modelu M; wynosi:

pM)p(y|M,) ,i=1,2, ..., 1,

(M |y)=- (12)
;p(Mj)p(ylM,-)
gdzie p(y| M;) jest brzegowa gestoscig macierzy obserwacji w modelu M;:
p(yIM,l)=p,~(y)=g‘p,~(yIﬂ;)p;(ni)dﬂ,v- (13)
Jesli chodzi o wybor prawdopodobienstw a priori p(M;), i = 1, ..., [, w literaturze

proponuje si¢ przyjac iz sa one jednakowe lub dobrac je tak, aby modele prostsze
(o mniejszej liczbie parametréw) byly bardziej prawdopodobne, zgodnie z tzw. zasadg
brzytwy Ockhama (zob. Jeffreys, 1961; Osiewalski, Steel, 1993). Poniewaz réznica
w liczbie parametrow rozwazanych modeli Copula-AR(1)---GARCH(1,1) wynosi co
najwyzej dwa, wiec w czgsci empirycznej przyjeto jednakowe prawdopodobienstwa
a priori modeli.

6. METODY SZACOWANIA WARTOSCI BRZEGOWEJ GESTOSCI MACIERZY OBSERWACII

Obliczenie prawdopodobienstw a posteriori modeli wymaga oszacowania wartos$ci
brzegowych gestosci macierzy obserwacji, p;(y), czyli statych normujacych odpowied-
nich rozktadow a posteriori. Zazwyczaj nie mozna tego zrobi¢ analitycznie, gdyz
zwigzane jest to z obliczeniem bardzo skomplikowanych calek. Dlatego tez w lite-
raturze proponuje si¢ rézne metody Monte Carlo, a w szczeg6lnosci te oparte na
tancuchach Markowa (ang. Markov — chain Monte Carlo, MCMC). Najczesciej jest
to losowanie Gibbsa lub algorytm Metropolisa 1 Hastingsa (zob. Newton, Raftery,
1994; Kass, Raftery, 1995; Chib, 1995; Chib, Jeliazkov, 2001; Raftery, 1996; Lenk,
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2009; Pajor, Osiewalski, 2013). W niniejszej pracy wykorzystano algorytm Metropolisa
i Hastingsa. Wstepne stany tancucha generowano z rozkladu ¢ Studenta z trzema stop-
niami swobody, scentrowanego wokot ostatniego stanu tancuch Markowa, 1 macierza
kowariancji ustalong na podstawie wstepnych przebiegdw algorytmu (por. Osiewalski,
Pipien, 2004). Uzyskane w ten sposob wektory pseudolosowe (z rozktadu a posteriori
jako rozktadu stacjonarnego) wykorzystano do obliczenia ocen wartosci brzegowe;j
gesto$ci macierzy obserwacji. Ponizej przedstawiono trzy metody szacowania p/(y).

6.1. SKORYGOWANA SREDNIA HARMONICZNA

Dla dowolnego zbioru 4; ¢ H,, takiego ze 0 < P(A) < o0 oraz 0 < P(A4;}y) < oo,
zachodzi nastepujaca réwno$é (zob. Lenk, 2009; Pajor, Osiewalski, 2013)°:

j A (?71)
Hipi (y | 771)
z ktorej wynika, ze estymatorem wartosci brzegowej gesto$ci macierzy obserwacji

jest tzw. skorygowana $rednia harmoniczna (ang. Corrected Harmonic Mean, por.
Newton, Raftery, 1994):

P,-(y)=P,-(A,-)[ P 1Y) 77,] , (14)

RUDRE
crvE b(4 — 15
Prcmae(0) = B(4 )[K/;p(m ))J (15)

gdzie {7}, jest proba pseudolosows z rozktadu a posteriori w i-tym modelu, zas
P(A4,) jest oszacowaniem prawdopodobienstwa a priori zbioru A;.

Lenk (2009) zaproponowat kilka metod estymacji P{A4;) — w niniejszym arty-
kule wykorzystano metod¢ Monte Carlo z funkcjg waznosci (MCIS). Jako funkcje
waznosci przyjeto gesto§¢ wielowymiarowego rozktadu normalnego, scentrowanego
wokot wektora wartosci oczekiwanych a posteriori, z macierzg kowariancji rowna
w przyblizeniu macierzy kowariancji rozktadu a posteriori (obliczong numerycznie na
podstawie symulacji MCMC). Zbidr 4; rowniez zostal ustalony na podstawie proby
pseudolosowej z rozkladu a posteriori:

Ay = x[min {7, }, max {10 6, 2 pi (v 1) = L),

gdzie L, = min{p,(y |7/"), k =1,..., K}, n*) oznacza j-ta skladowg wektora 7 Jest to
wigc przekroj (iloczyn mnogosciowy) kostki wyznaczonej przez skrajne stany tancucha
Markowa 1 zbioru punktow spetiajacych warunek, ze warto$¢ funkcji wiarygodnosci
jest niemniejsza od najmniejszej z uzyskanych w ramach symulacji MCMC.

6 P(A) — oznacza prawdopodobienstwo a priori zbioru A; (P; nie musi by¢ miarg unormowana,
wystarczy, ze jest miarg o-skonczona, zob. Pajor, Osiewalski, 2013), P{(4;ly) — oznacza prawdopodobien-
stwo a posteriori zbioru A;.
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6.2. ESTYMATOR CHIBA I JELIAZKOVA

Estymator p,(v) zaproponowany w artykule Chiba (1995) oraz Chiba, Jeliazkova
(2001) oparty jest na nastepujacej rownosci:

lnpf(y) = lnpi(y|77i*)+1npi(77:)_lnpi(77i* Iy), (16)

ktora zachodzi dla kazdego n €H, takiego ze pi(n: |y)#0.

Aby wyznaczy¢ In pi(y), wystarczy wigc obliczy¢ wartosci sktadowych prawej
strony powyzszej réwnosci w dowolnie wybranym punkcie 77; € H,;. Jesli znamy stale
normujace rozktadu a priori oraz rozktadu probkowego, to wartosci p,(v |7, ) i p(7")
mozna tatwo wyznaczy¢. Poniewaz stata normujaca rozktadu a posteriori nie jest
znana, wigc nie mozna w prosty sposob obliczyé p(n° | ¥). Chib (1995) zapropono-
wal metode estymacji p(1° | ) w ramach probnika Gibbsa. Metoda ta zostata uogél-
niona przez Chiba, Jeliazkova (2001) na sytuacje, w ktorych stosowany jest algorytmu
Metropolisa 1 Hastingsa (MH).

Algorytm MH jest procedurag umozliwiajaca symulacje tancucha Markowa z nie-
standardowego rozktadu prawdopodobienstwa, w szczegolnosci rozktadu a posteriori,
poprzez losowania ze znanego rozkladu prawdopodobienstwa (zob. Tierney, 1994;
Pajor, 2003). Niech k, : R™ xR™ — R bedzie funkcjg catkowalng wzgledem miary
Lebesgue’a, ponadto
;> 7)) (n,17) 1 # 77,
0 =1
gdzie g(7;,) jest gestoscig (wzglgdem miary Lebesgue’a) pomocniczego, arbitralnie
dobranego jadra Markowa (ang. candidate-generating density) wedhug ktorego gene-

rowane sg tzw. wartos$ci kandydackie (ang. candidate value) dla nastgpnej realizacji
fancucha w i-tym modelu; natomiast «;(7,,7;) jest funkcja akceptacji przy przej-

2.7 1 v)q,(77,,m,)
i i i i i dl i ) ) 7 0
(1, J/)%(U,-»ﬁ,-)} a p.(n 1), (n;,m7) #

1 a,(n,7)=1 dla p.(n, |y)q,(n,,7)=0. Z tego, ze funkcja k,(7,,7,) spetnia warunek
odwracalno$ci dla miary zadanej przez gesto$¢ rozkladu a posteriori wynika naste-
pujaca rownos¢ (zob. Chib, Jeliazkov, 2001):

b

k[(ﬂmﬁ,-) :{

$ciu ze stanu 7; do 77, &, (7,,77;) = min{l,

[ ACARRAGR ARG AYLA

P 1y)=" , (17)
_[ qi(ﬁpm)ai(ﬁnﬂi)dﬂi

ktérg mozna zapisac:
E,  (q.(n,,7)e,(1,,77,))
E gy im (@ (TT571,))

P | y) = ; (18)
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gdzie E, |, (-) oznacza warto$¢ oczekiwang wzglgdem rozkladu a posteriori wektora n;,
natomiast £, , () jest wartoScia oczekiwang wzglgdem rozktadu zadanego przez
gestos¢ rozktadu pomocniczego. Zgodnym estymatorem wartos$ci funkcji gestosci

pi(; | y) moze wige byc¢:

* G Zla 0 n)q,(n )
P |y)y=—= , (19)
Jo 206('71, )

gdzie {n'}¢ =1 Jest probg pseudolosows z rozktadu a posterzorz za$ {n'y 1 Jest proba
pseudolosowg z rozkladu zadanego przez gestos¢ ¢,(77; ,7,). Zgodnie z przedstawio-
nym rozumowaniem 77 moze by¢ dowolnym punktem w przestrzeni parametrow,
W ktorym p,(17; | y) #0, ale w praktyce metoda Chiba i Jeliazkova daje dobre wyniki,
gdy 77, znajduje si¢ w obszarze wysokich warto$ci funkcji gestosci rozktadu a poste-
riori (np. jest to modalna tego rozktadu). Chib, Jeliazkov (2001) przedstawili rowniez
sposob szacowania p, (7, | ¥) w sytuacji gdy algorytm MH stosowany jest z podziatem
wektora 77, na bloki, nie bedzie on jednak stosowany w niniejszym artykule.

6.3. ESTYMATOR LAPLACE’A I METROPOLISA

Estymator Laplace’a 1 Metropolisa oparty jest na metodzie Laplace’a przyblizania
catek (zob. de Bruijn, 1970; Raftery, 1996) oraz symulacjach z rozktadu a posteriori.
Wykorzystujac rozwinigcie funkcji rzeczywistej f{u) w szereg Taylora wokot punktu u”*
(wektora wymiaru m X 1, w ktorym funkcja f ma maksimum) otrzymujemy:

1/2

[’ du~e' " (27)""? det[—{ o (u*)} J ;

ouou'

2
gdzie 66 af (u*) oznacza macierz drugich pochodnych czastkowych funkcji f(macierz
u'

Hessego) w punkcie u". Zastosowanie tego przyblizenia do catki [p.(yIn)p,(n,)dn,

H; , .
oraz wykorzystanie symulacji MCMC prowadzi do nast¢pujacego estymatora warto$ci
brzegowej gestosci macierzy obserwacji:

Diu (V) = Q2m)" " det()" p,(» | 7)) p,(7), (20)

gdzie 77; jest tutaj modalng a posteriori funkcji In[ p, (v | 17,) p,(1,)], wyznaczang nume-
rycznie, na podstawie symulacji z rozktadu a posteriori, macierz ¥ jest rowna odwrot-
no$ci macierzy Hessego, ze znakiem minus, wyrazenia In[p,(y |7,)p;(n,)] w punkcie
1, =1, 1 jest przyblizang numerycznie macierzg kowariancji rozktadu a posteriori
(por. Raftery, 1996), za§ m; jest wymiarem wektora 7;.
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7. WYNIKI EMPIRYCZNE

Przedmiotem modelowania jest zmienno$¢ i struktura zaleznosci dziennych, pro-
centowych logarytmicznych stop zwrotu, wyliczonych na podstawie kursu zamknig-
cia subindeksow indeksu WIG, notowanych na Gieldzie Papierow Warto$ciowych
w Warszawie: WIG-Banki, WIG-Informatyka, WIG-Spozywczy i WIG-Budownictwo.
Warto wspomnie¢, ze wyniki badania zalezno$ci migdzy wybranymi subindeksami
sektorowymi indeksu WIG, z wykorzystaniem dos¢ szerokiej klasy niebayesowskich
modeli kopuli, mozna znalez¢ w ksigzce Domana (2011). Jak zauwazono, tego typu
dane charakteryzujg si¢ dos¢ stabilng sita powigzan, a wigc stosowanie kopuli sta-
tycznych wydaje si¢ dopuszczalne.

Analizowane w niniejszej pracy szeregi zawieraly po 2539 obserwacji pochodza-
cych z okresu od 1 sierpnia 2005 r. do 21 wrzesnia 2015 r. Dwie obserwacje z kaz-
dego szeregu zostaly wykorzystane jako warunki poczatkowe, stad liczba obserwacji
modelowanych wyniosta 7' = 2537 dla kazdego szeregu czasowego. Charakterystyki
probkowe badanych szeregow czasowych zestawiono w tabeli 3. Kurtoza (w grani-
cach 5,90-7,86) wskazuje na leptokurtyczno$¢ rozktadéw empirycznych, zas zardowno
warto$ci wspotczynnika korelacji liniowej, jak i tau Kendalla wskazuja na dodatnie
zaleznosci. Ujemna warto$¢ wspolczynnika sko$nosci sugeruje lewostronng asymetrig
rozktadow, czyli przesunigcie masy prawdopodobienstwa ku lewemu ogonowi. Na
warto$¢ tego wspotczynnika majg jednak wptyw obserwacje znajdujace si¢ daleko
w lewym ogonie.”

Tabela 3.
Charakterystyki probkowe logarytmicznych stop zwrotu subindeksow indeksu WIG

Srednia odchylenie sko$nosc kurtoza ».va.rtos'é wartos¢

standardowe minimalna maksymalna
WIG-Banki 0,0211 1,8112 -0,2266 7,6368 -14,4355 8,8799
WIG-Budownictwo | 0,0090 1,4830 -0,3700 6,4300 -8,3796 8,2028
WIG-Informatyka | 0,0130 1,3492 -0,4285 5,8967 -8,8167 6,2388
WIG-Spozywczy 0,0142 1,5023 -0,4640 7,8587 -11,8438 9,4295

korelacja liniowe (p

od przekqtng) / tau Kendalla (nad przekatng)

WIG- WIG- WIG- WIG-

Banki | Budownictwo | Informatyka | Spozywczy
WIG-Banki 1 0,3890 0,3838 0,2898
WIG-Budownictwo | 0,5938 1 0,3384 0,2854
WIG-Informatyka | 0,6010 0,5480 1 0,2605
WIG-Spozywczy 0,4608 0,4629 0,4346 1

Zroédto: opracowanie wiasne.

7 Oszacowanie prawdopodobienstw a posteriori modeli Copula-AR(1)-GARCH(1,1) ze skosnym

rozktadem ¢ Studenta bedzie przedmiotem odrgbnego opracowania.
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Tabele 4-9 zawieraja oszacowania wartosci brzegowych gesto$ci macierzy obser-
wacji za pomocg trzech metod numerycznych®: Laplace’a i Metroposlisa (LM), Chiba
i Jeliazkova (ChibJ) oraz skorygowanej $redniej harmonicznej (CHM). Zamieszczono
rowniez rankingi modeli uzyskane na podstawie prawdopodobienstw a posteriori
modeli (przy jednakowych rozktadach a priori tych modeli) oraz kryteriow informa-
cyjnych: Akaikego (AIC) i Schwarza (BIC). W wickszos$ci przypadkéw rankingi uzy-
skany na podstawie kryteridow informacyjnych pokryly si¢ z rankingami uzyskanymi
formalnymi metodami bayesowskimi (z wykorzystaniem metod LM, ChibJ i CHM).
Najnizsza warto$¢ wspolczynnika korelacji rang wynosi 0,95 i jest zwigzana z ran-
kingami uzyskanymi z wykorzystaniem metody Chiba i Jeliazkova. Oceny wartosci
brzegowej gesto$ci macierzy obserwacji uzyskane za pomocg tej metody obarczone
s3 do$¢ duzym btedem, o czym $§wiadcza duze wartosci standardowych btedow
numerycznych® (NSE). W niektorych przypadkach na rozbiezno$é rankingéw modeli
mogly wplywac¢ btedy aproksymacji wartosci brzegowej gesto$ci macierzy obserwacji.

Tabela 4.
Ranking modeli Copula-AR(1)---GARCH(1,1) dla pary WIG-Banki — WIG-Budownictwo
WIG-Banki — WIG-Budownictwo
Kopula Inp(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. | Ranking
LM ChibJ | CHM | LM |ChibJ|CHM | max InL | AIC BIC |AIC|BIC
-8593,4 | -8602,1
Frank - 4 ) ; -854 1712 171
ranka 8593, (0.993) | (0.485) 7 7 7 8548,8 | 17123,7|17199,6 | 7 7
-8626,5 | -8618,1
Claytona -8616,8 (0.976) | (0.665) 9 9 9 | -8578,1 | 17182,217258,1| 9 9
Obrocona -8708,7 | -8695,1
Claytona -8699,4 (0.983) | (0.306) 10 10 10 | -8664,5 | 17355,0 | 17430,9| 10 | 10
-8625,5 | -8617,9
1 -861 ? ’ - 17180,1 | 172
Gumbela 8615,8 0.971) | (0.63) 8 8 8 8577,0 | 17180,1 | 17256,0 | 8 8
Obrécona -8572,5 | -8560,4
Gumbela -8563,9 (0.987) | (0.624) 6 6 6 | -8522,7 | 17071,5|17147.4| 6 6
Claytona- -8561,8 | -8551,3
Gumbela BB1 -8551,0 (0.989) | (0,349) 2 1 2 | -8509,5 | 17046,9 | 17128,7 | 2 2
Joego-Claytona -8571,2 | -8560,0
BB7 -8559,8 (0.967) | (0,749) 5 5 5 | -8520,3 | 17068,6 | 17150,3 | 5 5

8 Prezentowane wyniki uzyskano na podstawie 110000 iteracji algorytmu MH, w tym 10000 cykli

spalonych oraz 100000 dodatkowych losowan wykonanych w ramach metody Chiba i Jeliazkova oraz
w ramach MCIS dla korekty Lenka (P;(4,)).

° Obliczajac standardowy blad numeryczny (ang. numerical standard error, NSE, zob. Chib,
Jeliazkov, 2001) uwzgledniono 40 opdznien.
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Tabela 4. (cd.)

WIG-Banki — WIG-Budownictwo

Kopula Inp(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. Ranking

LM ChibJ | CHM | LM |ChibJ|CHM | max InL | AIC BIC |AIC|BIC

Symetryzowana -8567,7 | -8553.6

Joego-Claytona -8556,8 0.993) | (0,537) 4 4 4 | -8517,6 | 17063,2 171449 | 4 4

-8566,7 | -8552,1
N 1 - 2 ? ’ -8517,1 |1 17136,2
ormalna 8556, 0.971) | (0.334) 3 3 3 8517, 7060,3 | 17136, 3 3

-8562,0 | -8544,2

t Studenta -8548,3 (0,988) | (0,384)

1 2 1 | -8504,9 (17037,8|17119,5| 1 1

. L -9028,0 | -9020,4
Niezaleznos¢ -9020,0 0.999) | (0.817) 11 11 11 | -8973,8 | 17971,6 | 18041,7 | 11 | 11

Inp;(v) — logarytm naturalny wartosci brzegowej gestosci macierzy obserwacji, LM — metoda Laplace’a i Metropolisa,
ChibJ — metoda Chiba i Jeliazkova, CHM — skorygowana s$rednia harmoniczna, NSE — standardowy btad numeryczny
(W nawiasie), max InL — maksimum logarytmu funkcji wiarygodnosci, AIC — kryterium informacyjne Akaikego,
BIC — kryterium informacyjne Schwarza.

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Tabela 5.
Ranking modeli Copula-AR(1)---GARCH(1,1) dla pary WIG-Banki — WIG-Spozywczy

WIG-Banki — WIG-Spozywczy

Kopula Inp,(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. | Ranking

LM ChibJ | CHM | LM |ChibJ|CHM | max InL | AIC BIC |AIC|BIC

-8850,2 | -8852,1
Franka -8850,3 0.318) | (0248 8 8 8 | -8804,2 | 17634,3[17710,2| 8 | v8

-8851,4 | -8838,4
1 - 4 ’ . - 1761 17694
Claytona 8839, (0.994) | (0,655) 7 7 7 8796,3 | 17618,6 | 17694,5| 7 7

Obrocona -8945,5 | -8933.5

Claytona -8935,0 0.957) | (0,187) 10 10 10 | -8894,5 [ 17815,0]17890,9 | 10 | 10

88944 | -8880,0

Gumbela -8883,1 (0.987) | (0269 9 9 9 | -8841,4 (17708,7|17784,6| 9 9
Obroécona -8830,8 | -8815,0
Gumbela -8817,8 (0.988) | (0.334) 1 1 1 | -8774,4 | 17574,9 | 17650,8 | 1 1
Claytona- -8836,2 | -8817,1

-8822,2 - 17581,8 | 1
Gumbela BBI 8822, (0.994) | (0,656) 2 2 2 8776,9 | 17581,8 | 17663,5| 2 2

Joego-Claytona 88269 -8840,5 | -8823,7

BB7 (0.989) | (0,549) 5 5 4 | -8781,9 |17591,8|17673,6| 5 5

Symetryzowana -8837,3 | -8820,8

Joego-Claytona -8823,5 0.984) | (0.504) 3 3 3 | -8778,4 [ 17584,8|17666,6 | 3 3
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WIG-Banki — WIG-Spozywczy

Kopula Inp,(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. | Ranking
LM ChibJ | CHM | LM |ChibJ|CHM | max InL | AIC BIC |AIC|BIC
-8846,5 | -8831,7
N 1 -8834 ’ . - 1 1
ormalna 8834,8 (0.984) | (0.465) 6 6 6 8790,9 | 17607,9 | 17683,8| 6 6
-8837,8 | -8825,2
¢t Studenta -8824,5 (0.994) | (0.952) 4 4 5 | -8779,2 | 17586,4 [ 17668,1 | 4 | 4
. L -9097,7 | -9087.,6
Niezalezno$¢ | -9085,3 (0.984) | (0.844) 11 11 11 | -9042,7 | 18109.4 [ 18179,5| 11 | 11
Zrédio: opracowanie wlhasne.
Tabela 6.

Ranking modeli Copula-AR(1)---GARCH(1,1) dla pary WIG-Informatyka — WIG-Spozywczy

WIG-Informatyka — WIG-Spozywczy

Kopula Inp(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. Ranking
LM | ChibJ | CHM | LM |ChibJ|CHM | max InL| AIC | BIC |AIC|BIC

Franka -8332,6 (?93722? (33;25 8| 8 | 8 |-82861 |165982|16674,1| 8 | 8
Claytona -8303,3 (3391;‘)‘ (80350:6()) 6| 6| 6 |-82600|165461[166220| 6| 6
8}’;;2‘;? -8399,6 (349155 (?)33955? 10| 10 | 10 | -8356,7 |16739.4|168153| 10| 10
Gumbela -8351,3 (f)396§9§ fgzz)z 9 9 9 | -8307,8 |16641,5|16717.4| 9| 9
gz::;:l':' -8289,4 '(z?;)::; -(?)?;973 1] 1 1 | 82458 |16517,5(16593,4| 1| 1
g:lfltl‘)’;z'BB | | 82914 ;390:9? (?)279(?; 2| 2| 2 | -82448 [16517,5(165993| 2| 2
g’};’%"'a"y“’na -8292,7 '(2?9096:)‘ (?3927()) 4 4| 3 |-82469 |16521,7]166035| 4| 4
?g:;“g;;:jﬁ: 82915 (?)3;)955 '(3?59:5 30 3| 4 |-82457 165194166011 3| 3
Normalna 83118 5392;9? (335120; 70 7| 7 |-82669 |16559,7]166356| 7| 7
¢ Studenta -8296,1 (339159; (izf;? 510 5| 5 |-82505165290|16610,7| 5| 5
Niezaleznosé | -8518,3 (3592995 (?)572106; 1| 11| 11| -84762 | 169764 | 170464 | 11 | 11

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Tabela 7.
Ranking modeli Copula-AR(1)--GARCH(1,1) dla pary WIG-Informatyka — WIG-Budownictwo
WIG-Informatyka — WIG-Budownictwo
Kopula Inp(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. Ranking
LM ChibJ | CHM [LM |ChibJ|CHM | max InL | AIC BIC [AIC|BIC
-8145,7 | -8147,8
Franka -8145,7 (0.352) | (0.655) 8 8 8 | -8103,6 [16233,1]16309,0( 8 8
-8136,7 | -8129,6
Claytona -8128,5 (0.985) | (0.479) 7 7 7 | -8090,1 [16206,3]|16282,2| 7 7
Obrocona -8230,3 | -8221,4
Claytona -8220,6 0.98) | (0232) 10 | 10 10 | -8181,1 [16388,116464,0| 10 | 10
-8158,7 | -8150,2
Gumbela -8149,7 (0.988) | (0.318) 9 9 9 | -8109,2 [16244,4116320,3| 9 9
Obrocona -8094,6 | -8093.4
Gumbela -8091,5 (0.328) | (0.528) 5 2 4 | -8053,6 | 16133,216209,1| 5 5
Claytona- -8092,9 | -8084,7
Gumbela BBI 8083,7 0.999) | (0.535) 1 1 1 8043,0 | 16114,1 [ 16195,8| 1 1
Joego-Claytona -8096,4 | -8087.,9
BB7 -8085,4 (0.984) | (0.532) 3 4 3 | -8046,3 [16120,6 162023 | 3 3
Symetryzowana -8094,9 | -8086,5
-8084 2 2 | -8044,2 | 1611 16198,1 2 2
Joego-Claytona 8084,3 (0,989) | (0,688) 3 8044, 6116,3 | 16198,
-8106,6 | -8106,2
N 1 -8104,2 ; ’ - 161 162
ormalna 8104, ©0.275) | (0333) 6 6 6 8066,0 [ 16158,0116233,9| 6 6
-8102,2 [ -8093,8
- ’ ’ 4 -804 16124,0 [ 162 4 4
¢t Studenta 8088,7 0.98) | (0.86) 5 5 8048,0 [ 16124,0 | 16205,8
-8461,1 [ -8453,3
Niezalezno$¢ -8452 ’ 1 11 11 | -84 1 1 11 ] 11
iezalezno$¢ 8452.0 0.984) | (0.42) 8407,3 [ 16838,6 | 16908,6
Zrodto: opracowanie whasne.
Tabela 8.
Ranking modeli Copula-AR(1)---GARCH(1,1) dla pary WIG-Informatyka — WIG-Banki
WIG-Informatyka — WIG-Banki
Kopula Inp,(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. | Ranking
LM Chib] | CHM | LM |ChibJ|CHM | max InL | AIC BIC |AIC|BIC
-8448,4 | -8461,6
Frank -8448,4 ’ ’ -8404 1 1116911
ranka 8448, (0.954) | (0.463) 7 7 7 8404,6 | 16835,1 | 16911,0| 7 7
-8473,5 | -8463,5
Claytona -8463,1 0.937) | (0.216) 9 9 9 | -8425,6 [16877,2|16953,1| 9 9
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Obrocona -8551,6 | -8539,0
Claytona -8540,6 (0.979) | (0.414) 10 10 10 | -8507,3 | 17040,6 | 17116,5| 10 | 10

-8468,4 | -8453,0

Gumbela 84560 |\ oen loatey | B | 8| 8 | 84202 | 168664 | 169424 | 8 | 8
82:25:& : 84123 (%492;‘1()) (?)44?291; 6| 6| 6 |-83739|16773.9|168498| 6| 6
f;ﬁ',f,tﬁ;j{m -8395.4 ;339657‘)‘ :f?g;; 1 2 2 | -8354,6 [16737,2(16819,0 | 2 | 2
g?o'aaytona -8400,3 '(i‘;l;(;? '(80?69686; 4| 3| 4 |-83632 167544168361 4| 5
Symetryzowana | g 4 | -841341-8398,3 1 g gs60s [16753.0 | 168347 3| 4

Joego-Claytona (0,963) | (0,385)

-8414,0 | -8402.4
N 1 -8403,2 ’ i -8364 1 116831
ormalna 8403, (0.989) | (0.626) 5 5 5 8364,5 | 16755, 6831,0| 5 3

-8395,3 | -8395,0

t Studenta -8396,4 0.623) | (0,460)

2 1 1 | -8353,5 [16734,9 | 16816,7 | 1 1

88721 | -8856,6

Niezalezno$¢ | -8858,6 (0,883) | (0,641)

11 11 11 | -8815,0 [17653,9|17724,0| 11 | 11

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Tabela 9.
Ranking modeli Copula-AR(1)-~-GARCH(1,1) dla pary WIG-Spozywczy — WIG-Budownictwo

WIG-Spozywczy — WIG-Budownictwo

Kopula Inp(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. | Ranking

LM ChibJ | CHM |LM |Chib]J|CHM | max InL | AIC BIC |AIC|BIC

-8463,1 | -8464,5
Frank -8463,1 ’ . -8416,1 |1 21 16934,1
ranka 8463, (0.108) | (0.745) 8 8 8 8416, 6858,2 | 16934, 8 8

-8438,1 | -8430,9

Claytona -8430,3 (0.999) | (0.679) 6 5 6 | -8384,8 | 16795,7|16871,6| 6 6
Obrocona -8552,5 | -8544.9
Claytona -8542.6 0.98) | (0.919) 10 | 10 10 | -8499,4 |17024,8|17100,7 | 10 | 10

-8501,4 | -8493,2
Gumbela -8491,5 0.979) | (0.555) 9 9 9 | -8447,9 |1 16921,9 169978 9 | 9

Obrocona -8409,4 | -8408,3

8407.2 ’ , -8362,9 | 16751,7 | 1682
Gunbeln 8407.2 | loay | oazny | 1| 1| 1| 83629 167517 16827.6) 1| 1
Claytona- ga1gg | SA204|BAOS T | g3717 | 167715 | 168532 3| 3

Gumbela BB1

(0,178) | (0,277)
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Tabela 9. (cd.)

WIG-Spozywczy — WIG-Budownictwo

Kopula Inp(y) (NSE) Ranking MNW Kryterium inf. Ranking

LM ChibJ | CHM |LM |Chib]J|CHM | max InL | AIC BIC |AIC|BIC

Joego-Claytona -8433,1 | -8422.,0

BB7 -8421,0 (0.967) | (0.352) 4 4 4 | -8374,6 |16777,2|168589| 4 | 4
Symetryzowana -8425,7 | -8415,0
Joego-Claytona -8414,8 0,989) | (0,376) 2 3 2 | -8367,6 | 16763,1 |16844,9 | 2 2

-8449,3 | -8433,6
Ni 1 -8439,2 ’ . - 1681 1
ormalna 8439, (0.988) | (0.265) 7 7 7 8393,9 | 16813,7 | 16889,6 | 7 7

-8441,6 | -8427,8
¢t Studenta -8427.3 0.967) | (1014) 5 6 5 | -8380,4 |16788,8|16870,6 | 5 5

-8687,8 | -8680,3

Niezalezno$é -8678,8 0.993) | (0.55)

11 11 11 | -8635,0 | 17294,1 | 17364,1 | 11 | 11

Zrodto: opracowanie wilasne.

Dla szeséciu rozwazanych par szeregéw czasowych, formalne podejscie bayesow-
skie do porownywania modeli, a takze kryteria informacyjne pozwolily wyloni¢ trzy
najbardziej prawdopodobne kopule: obrocona Gumbela (najlepsza dla trzech par sze-
regow), ¢ Studenta (najlepsza dla dwoch par), a nastgpnie Claytona-Gumbela (BB,
najlepsza dla jednej pary szeregow). Zaréwno w ujeciu bayesowskim, jak i klasycz-
nym zalozenie niezaleznosci procesow zostato ,,odrzucone przez dane” dla wszystkich
par szeregow. Obrocona kopula Claytona (charakteryzujaca si¢ zerowg zaleznoscia
w dolnym ogonie, A* = 0) we wszystkich przypadkach zajeta przedostanie miejsce
w rankingach, po kopuli odpowiadajacej niezaleznosci procesow. Odlegle miejsce
w rankingach (8 lub 9) zajmuje réwniez model z kopulg Gumbela. Obrocenie kopuli
Gumbela o 180 stopni, a tym samym dopuszczenie dodatnich zaleznosci w dolnym
ogonie, przy braku zalezno$ci w goérnym ogonie (AU = 0), poprawilo moc wyjasnia-
jaca modelu Copula-AR(1)---GARCH(1,1). Na pierwszych trzech miejscach w ran-
kingach najczesciej pojawiat si¢ model z kopulg Claytona-Gumbela (az 6 razy: raz
na miejscu pierwszym, 4 razy na miejscu drugim i 1 raz na miejscu trzecim) oraz
modele ze symetryzowang kopula Joego-Claytona (4 razy: po 2 razy na miejscach
drugim i trzecim).

Charakterystyki rozkladow a posteriori wspoélczynnika tau Kendalla (przedsta-
wione w tabeli 10) wskazuja na dodatnig zalezno§¢ migdzy procesami opisujacymi
stopy zwrotu subindeksow indeksu WIG.
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Tabela 10.

Wartos$ci oczekiwane i odchylenia standardowe (w nawiasach) a posteriori wspotczynnika
tau Kendalla i zalezno$ci ogonowych

WIG-Informatyka —
WIG-Spozywcezy

WIG-Informatyka —
WIG-Budownictwo

WIG-Spozywcezy —
WIG-Budownictwo

Kopula
tau U L tau U L tau U L
Kendalla ; # Kendalla ; # Kendalla ; ;
0,263 0 0 0,336 0 0 0,282 0 0
Franka
(0,012) 0) 0) (0,012) 0) 0) (0,012) 0) 0)
0,213 0 0,279 0,271 0 0,393 0,236 0 0,326
Claytona
(0,011) (0) (0,023) | (0,01) (0) (0,02) | (0,011) (0) (0,022)
Obrocona 0,190 0,228 0 0,256 0,365 0 0,201 0,251 0
Claytona (0,012) | (0,026) 0) (0,011) | (0,022) (0) (0,012) | (0,025) 0)
Gumbela 0,240 0,307 0 0,312 0,389 0 0,254 0,323 0
. (0,013) | (0,015) (0) (0,012) | (0,013) 0) (0,012) | (0,014) (0)
Obrocona 0,240 0 0,306 0,311 0 0,388 0,263 0 0,333
Gumbela (0,012) 0) (0,014) | (0,012) (0) (0,013) | (0,013) 0) (0,014)
Claytona- 0,248 0,137 0,200 0,323 0,234 0,260 0,267 0,135 0,252
Gumbela, BB1 (0,012) | (0,024) | (0,03) | (0,012) | (0,022) | (0,031) | (0,012) | (0,025) | (0,03)
Joego-Claytona, 0,242 0,167 0,235 0,315 0,285 0,322 0,261 0,158 0,288
BB7 (0,012) | (0,03) | (0,026) | (0,012) | (0,026) | (0,025) | (0,012) | (0,032) | (0,025)
Symetryzowana B 0,108 0,283 B 0,239 0,356 B 0,102 0,329
Joego-Claytona (0,031) | (0,023) (0,03) | (0,022) (0,03) | (0,022)
Normalna 0,257 0 0 0,332 0 0 0,276 0 0
0,012) | (0) 0) (0,011) 0) ©) | (0,012) | (0) (0)
¢ Studenta 0,257 0,063 0,063 0,329 0,103 0,103 0,276 0,065 0,065
(0,013) | (0,025) | (0,025) | (0,012) | (0,034) | (0,034) | (0,012) | (0,023) | (0,023)
WIG-Informatyka — WIG-Banki — WIG-Banki —
WIG-Banki WIG-Budownictwo WIG-Spozywezy
Kopula
tau U L tau U L tau U L
Kendalla ; # Kendalla ; # Kendalla ; #
0,382 0 0 0,388 0 0 0,291 0 0
Franka
(0,011) (0) 0) (0,011) (0) (0) (0,012) (0) (0)
Clavtona 0,303 0 0,450 0,309 0 0,460 0,237 0 0,327
Y (0,01) 0) (0,017) | (0,01) 0) (0,017) | (0,011) 0) (0,022)
Obrocona 0,293 0,433 0 0,292 0,431 0 0,209 0,270 0
Claytona (0,01) | (0,018) (0) (0,011) | (0,019) 0) (0,012) | (0,025) (0)
0,354 0,436 0 0,355 0,437 0 0,262 0,332 0
Gumbela
(0,012) | (0,013) 0) (0,011) | (0,012) 0) (0,013) | (0,015) (0)
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Tabela 10. (cd.)

WIG-Informatyka — WIG-Banki — WIG-Banki —
WIG-Banki WIG-Budownictwo WIG-Spozywczy
Kopula

tau U I tau U L tau U L

Kendalla 4 # Kendalla + # Kendalla + #
Obrocona 0,352 0 0,433 0,359 0 0,440 0,268 0 0,339
Gumbela (0,012) 0) (0,013) | (0,011) 0) (0,012) | (0,012) 0) (0,014)
Claytona- 0,365 0,292 | 0,288 0,368 0,288 | 0,305 0,274 0,162 | 0,233

Gumbela, BB1 | (0,012) | (0,022) | (0,033) | (0,011) | (0,021) | (0,031) | (0,012) | (0,024) | (0,032)

Joego-Claytona, | 0,354 | 0,348 | 0367 | 0358 | 0344 | 0383 | 0266 | 0,187 | 0,279

BB7 (0,011) | (0,024) | (0,024) | (0,012) | (0,024) | (0,024) | (0,012) | (0,031) | (0,026)
Symetryzowana - 0,312 | 0,394 - 0,309 | 0,408 - 0,135 | 0,319
Joego-Claytona (0,027) | (0,022) (0,028) | (0,022) (0,031) | (0,023)
Normalna 0,375 0 0 0,379 0 0 0,282 0 0
(0,011) (0) ) (0,01) 0) 0) (0,011) 0) 0)

0,375 0,079 | 0,079 0,377 0,078 | 0,078 0,284 0,048 | 0,048

{ Studenta 0,011) | (0,034) | (0,034) | (0,012) | (0,03) | (0,03) | (0,012) | (0,024) | (0,024)

Wielkosci uzyskane w modelach najbardziej prawdopodobnych a posteriori zaznaczono pogrubiong czcionka.

Zrodto: opracowanie wilasne.

Wartosci oczekiwane a posteriori wspotczynnika tau Kendalla porownano
z wartosciami probkowymi tego wspotczynnika. Najmniejsza rozbiezno$¢ wystapita
w przypadku kopuli Franka (podobne wyniki uzyskat Doman, 2011). Model z kopula
Franka zajmuje 8 lub 7 miejsce w rankingu (m.in. ze wzglgdu na to, ze kopula ta
nie ma zalezno$ci w ogonach). Zatem wydaje si¢, ze porownanie modeli pod wzgle-
dem dopasowania ,,implikowanych” (wynikajacych z estymacji parametrow kopuli,
zob. Doman, 2011, str. 56 i 68, a w ujeciu bayesowskim wartosci oczekiwanych
a posteriori) wspotczynnikow tau Kendalla z probkowymi nie prowadzi do wylonienia
modelu o najwiekszej ,,mocy wyjasniajacej”. Jesli chodzi o wspotczynniki zaleznos$ci
w ogonach, to w wiekszo$ci przypadkow rozktady a posteriori (tych wspotczynnikdw,
ktore podlegaly estymacji) sa bardzo skupione wokot modalnej, o czym §wiadczg ich
odchylenia standardowe a posteriori.

8. PODSUMOWANIE

W pracy dokonano porownania wybranych modeli Copula-AR-GARCH, wyko-
rzystanych do opisu zmiennosci subindekséw indeksu WIG. W tym celu wykorzy-
stano podej$cie bayesowskie, ktore dostarcza formalnego narzedzia porownywania
modeli w postaci ich prawdopodobienstw a posteriori. Wykorzystujac metody Monte
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Carlo oparte na tancuchach Markowa obliczono prawdopodobienstwa a posteriori
jedenastu modeli, w ktorych jednowymiarowe, warunkowe rozktady sg opisywane za
pomoca specyfikacji AR(1)---GARCH(1,1), natomiast ich struktura powigzan zalezy
od kopuli. Dokonano réwniez nieformalnego poréwnania tych modeli poprzez ich
estymacje metoda najwigkszej wiarygodnosci i wykorzystanie kryteriow informacyj-
nych Akaikego i Schwarza. Uzyskane wyniki wskazaly duza przydatnos¢ tych bar-
dzo prostych i nieformalnych metod porownywania modeli Copula-AR-GARCH. Dla
szesciu par szeregow czasowych rankingi modeli uzyskane metodami formalnymi
(W ujeciu bayesowskim) i metodami ad hoc (poprzez AIC i BIC) sg bardzo zblizone
(a w wielu przypadkach identyczne). Na pierwszych trzech miejscach w rankingach
najczesciej pojawiaty si¢ modele z kopulg Claytona-Gumbela, symetryzowang kopula
Joego-Claytona, obrocong Gumbela oraz ¢ Studenta.

Poréwnanie modeli pod wzgledem zgodno$ci wartosci oczekiwanych a poste-
riori (czy ocen) wspotczynnika tau Kendalla z jego probkowym odpowiednikiem
nie prowadzi do wylonienia modelu posiadajacego najwieksza moc wyjasniajaca.
Najlepiej dopasowany do danych pod tym wzgledem okazal si¢ dwuwymiarowy model
AR(1)---GARCH(1,1) z kopula Franka, zajmujacy odlegte miejsca w rankingu.

Kolejnym waznym krokiem bytoby formalne poréwnanie modeli Copula-AR-
GARCH z modelami klasy MSV (ang. Multivariate Stochastic Volatility), MGARCH
(ang. Multivariate GARCH) lub tych opartych na strukturach hybrydowych. Nie ma
bowiem opracowan poswigconych tej tematyce. Zagadnienia te wykraczaja jednak
poza zakres tematyczny niniejszego artykutu.
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FORMALNE POROWNANIE MODELI COPULA-AR(1)-t-GARCH(1,1)
DLA SUBINDEKSOW INDEKSU WIG

Streszczenie

Kopule staly si¢ jednym z popularnych narzedzi modelowania zalezno$ci migdzy szeregami cza-
sowymi, pochodzacymi z rynkéw finansowych. Gléwnym celem pracy jest formalne, bayesowskie
poréownanie mocy wyjasniajacej dwuwymiarowych modeli Copula-AR-GARCH, r6zniacych sig struktura
zalezno$ci warunkowych, opisang przez poszczegolne kopule. Dla pordwnania dokonano réwniez esty-
macji modeli Copula-AR-GARCH metodg najwigkszej wiarygodnosci, a nastgpnie zbudowano ranking
modeli na podstawie kryteriow informacyjnych Akaikego (AIC) oraz Schwarza (BIC). Modele Copula-
AR-GARCH zostaly wykorzystane do opisu zmiennosci i zaleznosci dziennych stop zwrotu subindeksow
indeksu WIG. Wyniki wskazaty na duza przydatnos¢ bardzo prostych i nieformalnych metod porow-
nywania modeli Copula-AR-GARCH. Dla szesciu par szeregdw czasowych rankingi modeli uzyskane
metodami formalnymi (w ujeciu bayesowskim) i metodami ad hoc (poprzez AIC i BIC) okazaly si¢
bardzo zblizone, a w wielu przypadkach identyczne.

Stowa kluczowe: kopula, model Copula-AR-GARCH, bayesowskie porownanie modeli
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FORMAL COMPARISON OF COPULA-AR(1)-~-GARCH(1,1) MODELS
FOR SUB-INDICES OF THE STOCK INDEX WIG

Abstract

Copulas have become one of most popular tools used in modelling the dependencies among financial
time series. The main aim of the paper is to formally assess the relative explanatory power of compet-
ing bivariate Copula-AR-GARCH models, which differ in assumptions on the conditional dependence
structure represented by particular copulas. For the sake of comparison the Copula-AR-GARCH mod-
els are estimated using the maximum likelihood method, and next they are informally compared and
ranked according to the values of the Akaike (AIC) and of the Schwarz (BIC) information criteria.
We apply these tools to the daily growth rates of four sub-indices of the stock index WIG published
by the Warsaw Stock Exchange. Our results indicate that the informal use of the information criteria
(AIC or BIC) leads to very similar ranks of models as compared to those obtained by the use of the
formal Bayesian model comparison.

Keywords: Copula, Copula-AR-GARCH model, Bayesian model comparison



