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Résumé. On cherche a donner une construction aussi simple que possible d'un
borélien donné d’'un produit de deux espaces polonais. D’ou l'introduction de la no-
tion de classe de Wadge potentielle. On étudie notamment ce que signifie “ne pas étre
potentiellement fermé”, en montrant des résultats de type Hurewicz. Ceci nous amene
naturellement & des théoremes d’uniformisation partielle, sur des parties “grosses”, au
sens du cardinal ou de la catégorie.

0. Introduction. La notion de classe de Wadge permet de mesurer la
complexité topologique d’un borélien d’un espace polonais de dimension 0.
On peut se demander si la complexité d’un borélien donné ne diminue pas
en raffinant la topologie polonaise de I’espace ambiant. Comme on le verra
au tout début, la réponse est positive : tout borélien peut étre rendu ouvert.

Mais la question analogue se pose avec des topologies produit, notam-
ment lors de 1’étude des relations d’équivalence boréliennes; d’ou l'intro-
duction de la notion de classe de Wadge potentielle (on détaillera ce lien dans
le chapitre 1). Apres avoir effectué quelques rappels et établi quelques pro-
priétés de base, on donne une nouvelle démonstration d’un premier résultat
d’uniformisation partielle, déja prouvé par Przymusi/nski : une condition
nécessaire et suffisante pour qu’un borélien contienne un graphe de fonction
borélienne a image non dénombrable. Ensuite, on verra qu’a chaque niveau
de complexité on peut trouver un borélien dont la complexité ne diminue pas.

Suite & quoi on cherchera a savoir si certains résultats vrais pour les
classes de Wadge peuvent étre adaptés aux classes de Wadge potentielles.
En loccurrence, il s’agit d’une part de voir si cette notion correspond a une
réduction, comme dans le cas des classes de Wadge classiques, et on verra
que non. On cherchera ensuite a savoir si on peut obtenir des résultats de
type Hurewicz, c’est-a-dire : ne pas étre d’une classe donnée, c’est étre au
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moins aussi compliqué que des exemples de référence n’étant pas de cette
classe.

On obtiendra des résultats partiels pour les potentiellement fermés, et
pour les petites classes de Wadge (notamment, on caractérisera les boréliens
potentiellement fermés parmi les boréliens a coupes dénombrables, a ’aide
d’ensembles localement & projections ouvertes).

Ce qui nous amenera a de nouveaux résultats d’uniformisation, pour
des ensembles a coupes maigres et des G5 denses, dont le but est d’obtenir
d’autres caractérisations que celles évoquées ci-dessus.

1. Notations et rappels. On utilisera les notations standard de la
théorie descriptive des ensembles, qui peuvent étre trouvées dans [Mo]. Par
exemple, on notera Do(XY) la classe des différences de deux ouverts.

I'" désignera une famille d’ensembles, et I'[ X les parties de X qui sont
dans I'. Par exemple, Aj[2¥ désignera I'’ensemble des boréliens de 2%.

Dans un espace polonais récursivement présenté, X' désignera la topolo-
gie engendrée par les X1 (c’est la topologie de Gandy-Harrington), A la
topologie engendrée par les Al, ce qu’on pourra noter aussi <A~ (cette
topologie est polonaise : cf. [Lo4]).

Si X est un tel espace, on pose 2x := {x € X : w¥ = w{X}. Rappelons
(cf. [Mo]) que 2x est X1, et un X-ouvert dense (cf. [Lol]). Les traces des
Y1 sur 2x sont A[(2x, X[2x); en effet, si A est X1 contenu dans 2x et
[ est Al telle que f(z) e WO <z ¢ A, on a

rgAsx g 2xoulr e Nx et IE < WP (f(z) € WO et |f(x)] <))

L’espace (£2x, X[2x) est donc & base dénombrable d’ouverts-fermés, donc
métrisable séparable; on sait (cf. [Lol]) que c’est un espace fortement a-
favorable, donc c’est un espace polonais, de dimension 0 par ce qui précede.

Si X et Y sont des espaces topologiques, ITx (resp. IIy) désignera la
projection de X xY sur X (resp. Y'). Le symbole §(C') désignera le diametre
de C pour une distance qui rende complet I’espace polonais ambiant.

Par ailleurs, je renvoie le lecteur a [Ku] et [Mo] pour ce qui concerne les
notions de base en topologie, en théorie descriptive et en théorie effective, et
a [W] et [Lo2] pour les résultats sur les classes de Wadge, qui seront rappelés
en cas de besoin. Rappelons tout de méme certains de ces résultats.

Soit Py (resp. P) un espace polonais de dimension 0, et Ay (resp. A)
un borélien de Py (resp. P). On dira que A est dans la classe de Wadge
engendrée par Ay (notée (Ap)) s'il existe une fonction continue f de P dans
Py telle que A = f=1(Ap).

Si I' est une famille d’ensembles, on notera I := {A : A € I'}. Par
exemple, X0 = IT?. On dira que I est auto-duale si I' = I.
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Soit I" une famille de boréliens d’espaces polonais de dimension 0, stable
par image réciproque continue. On montre que I est une classe de Wadge
non auto-duale si et seulement si I' admet un universel. Ainsi les classes de
Baire additives et multiplicatives sont des classes de Wadge non auto-duales,
par exemple.

On ordonne les classes de Wadge par I'inclusion; ce qui précede montre
que cet ordre n’est pas total : deux classes de Wadge non auto-duales duales
I’'une de ’autre sont incomparables. On a cependant le théoreme de Wadge :
si I1 et I sont des classes de Wadge, alors I7 C I ou I, C Iy, Cet
ordre est également bien fondé. On sait aussi qu'une classe de Wadge non
auto-duale a pour successeur une classe de Wadge auto-duale, et qu’une
classe de Wadge auto-duale a pour successeurs deux classes de Wadge non
auto-duales duales 'une de 'autre.

On montre également que si I" est non auto-duale, 2* contient un vrai
I, c’est-a-dire un élément de I"\ T

Si F est fermé dans l’espace polonais P de dimension 0, dire que A est
dans I'[ F' équivaut & affirmer Pexistence de B dans I'[ P tel que A= BNF.

Enfin, si £ est un ordinal dénombrable non nul, on note Ag-PU(F )
la classe suivante : {U, e, An N Uy : (Un) Al-partition, A, € I'}. On
montre que si I" est une classe de Wadge, I' = AY-PU(I"), et que si de plus
I # {0} et I # {0}, il existe un plus grand ordinal dénombrable ¢ tel que
I' = AJ-PU(I'), appelé niveau de I' (on convient que {0} et {#}" sont de
niveau 0).

RAPPEL 1.1. (a) [Ku] Si X est un espace polonais et (By) une suite
de boréliens de X, il existe une topologie polonaise sur X, plus fine que la
topologie initiale, rendant les B,, ouverts.

(b) [Lo3] Si (X,0) et Y sont des espaces polonais et B un borélien de
X XY ayant ses coupes verticales Z'g, il existe une topologie polonaise o’
sur X, plus fine que o, telle que B soit Z‘g dans (X,0') x Y.

LEMME 1.2. Soit (X,0) un espace polonais; alors il existe une topologie
polonaise de dimension 0 sur X plus fine que o.

Démonstration. Soit (U?) une base de la topologie de o := o.
A T’aide du rappel 1.1(a), on trouve une topologie o rendant fermés les UP.
Soit (U}) une base de 1. On construit comme ceci par récurrence une suite
croissante (o,,) de topologies polonaises sur X telle que si (UF),e, est une
base de o, UP est fermé de (X, 0,41). Posons Sy, :={U] : j <n, p € w};
alors 0, = <Sp=, et (e, Sn = So, donc ¢’ := <J,,c,, Sn> répond au
probleme : (X, 0’) est homéomorphe a la diagonale de [] .. (X, 0,), qui est
fermée dans [] X,0,). =

new

nEw(
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PROPOSITION 1.3. Si X est un espace polonais et (By,) une suite de
boréliens de X, il existe une topologie polonaise de dimension 0 sur X, plus
fine que la topologie initiale, rendant les B,, ouverts.

Démonstration. On applique le rappel 1.1(a) et le lemme 1.2.

DEFINITION 1.4. Soient X et Y des espaces polonais, et A un borélien
de X xY. Si I est une classe de Wadge de boréliens, on dira que A
est potentiellement dans I' (ce qu'on notera A € Pot(I")) s’il existe des
topologies polonaises de dimension 0, o (sur X) et 7 (sur V), plus fines que
les topologies initiales, telles que A, considéré comme partie de (X, o) X
(Y, ), soit dans I'.

Dans ’étude des relations d’équivalence boréliennes, par exemple dans
[HKL], on étudie le pré-ordre qui suit. Si E (resp. E’) est une relation
d’équivalence borélienne sur l’espace polonais X (resp. X’), on pose

E < FE & (3f : X — X' borélienne telle que zEy < f(z)E' f(y)).

La derniere relation peut s’écrire : E = (f x f)"1(E"); or si E’ est dans
I' (ou méme si B’ est Pot(I")) et E = (f x f)"Y(E'), E est Pot(I') : si
(Up) et (V,,) sont des bases des topologies associées a E’, on peut rendre les
f~Y(U,) et les f~1(V,,) ouverts, par la proposition 1.3, ce qui fournit une
topologie o; on a alors E € I'[(X,0) x (X,0). Ceci motive 'introduction
de la notion de classe de Wadge potentielle.

Remarque 1.5. (a) Si A est un borélien a coupes verticales Sg d’un
produit de deux espaces polonais, alors A est Pot(Z’g).

En effet, on applique le rappel 1.1(b) et le lemme 1.2.

Remarque 1.5. (b) [Lo4] Si I" est une classe de Wadge et B est Al(«)
dans w* X w*, alors B est Pot(I") si et seulement si B, considéré comme
partie de w” x w* muni de la topologie A%, est dans I.

(oe'2)

Rappelons enfin deux résultats sur les ensembles maigres.

PROPOSITION 1.6 [Lol]. Si X est un espace polonais parfait non vide et
A un sous-ensemble maigre de X x X, on trouve une copie P de 2% dans
X telle que si x ety sont distincts dans P, (x,y) n'est pas dans A.

COROLLAIRE 1.7. Si X et Y sont des espaces polonais parfaits non vides
et A un sous-ensemble maigre de X XY, on trouve une copie P (resp. Q)
de 2% dans X (resp. Y) telles que (P x Q)N A= 0.

Démonstration. On peut supposer que X, Y = w¥; en effet, si (U,)
est une base de la topologie de X, X' := X \U,,c.,(Un \U,) est G5 dense de
X, donc polonais parfait, et est de dimension 0. Soit (z,) une suite dense
de X’; alors X" := X'\ {z,, : n € w} est G5 dense de X', donc polonais de
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dimension 0, et est localement non compact, donc homéomorphe a w*. De
méme avec Y.

On applique alors la proposition 1.6 a X =Y = w®; ceci fournit une in-
jection continue 1 de 2“ dans w* dont I'image est le P de la proposition 1.6;
on peut alors poser P := 9" N(g) et Q := 1" Np). m

2. Ensembles potentiellement ouverts

Remarque 2.1. Soit A un borélien d’un produit de deux espaces polon-
ais. Si A a une de ses projections dénombrable, donc en particulier si A est
dénombrable, A est Pot(AY).

En effet, si par exemple IT5§ A est dénombrable, on rend les coupes ver-
ticales de A ouvertes-fermées, par la proposition 1.3, de sorte que A est
Pot(XY) N Pot(I1Y), par la remarque 1.5(a). Ceci fournit des topologies o
et o/ sur X, et 7 et 7’ sur Y, de bases respectives (Uy,), (U,,), (Vn), (V,)).

On remarque ensuite que si (Z, p) est polonais et p’ est polonaise sur Z
et plus fine que p, 'application identique, de (Z, u’) dans (Z, ), est bijective
continue; son inverse est donc borélienne, et par conséquent, les boréliens
de (Z,p) et (Z, 1) coincident.

On applique alors la proposition 1.3 & X, (U,,) et (U,,), qui sont des
boréliens de X, d'une part, et 4 Y, (V,,) et (V,!) d’autre part, pour avoir le
résultat. m

Ceci montre en particulier que la notion de classe de Wadge potentielle
n’a d’intérét que si les espaces polonais ambiants sont non dénombrables.

PROPOSITION 2.2. Soit A un borélien d’un produit de deuz espaces polon-
ais. Alors A est Pot(XY)) si et seulement si A est réunion dénombrable de
rectangles boréliens.

Démonstration. Si A est Pot(XYy), on utilise la remarque de la
preuve précédente. Inversement, on applique la proposition 1.3. =

Il résulte de ceci que tous les boréliens d’un produit ne peuvent étre
rendus ouverts en conservant une topologie produit de topologies polonaises;
par exemple, la diagonale A(2¥) de 2¥ x 2¥ n’est pas réunion dénombrable
de rectangles, donc A(2%) n’est pas Pot(XY).

On donne maintenant une nouvelle preuve du premier théoreme d’uni-
formisation partielle annoncé; assez curieusement, la discussion s’articule
autour de la notion d’ensembles potentiellement ouverts. Ce théoréeme sera
en outre appliqué au chapitre 3. Notons que ce théoréeme a déja été démontré
dans [P].

THEOREME 2.3. Soit A un borélien d’un produit de deuz espaces polonais.
Alors A contient un graphe de fonction injective continue définie sur une
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copie de 2% si et seulement si A n’est pas réunion dénombrable de rectangles
boréliens dont l'un des cotés est un singleton.

Démonstration. Si A contient un graphe comme dans I’énoncé, rai-
sonnons par ’absurde : A = Un@d A, X B,, avec A, ou B, singleton; si
Gr(f) € A, Gr(f) s’écrit J,,,, [Gr(f[An)N(X x By,)]; comme Gr(f) est non
dénombrable, I'un des ensembles Gr(f[A4,,) N (X x B,,) est non dénombrable,
ce qui contredit 'injectivité de f.

Montrons la réciproque.

Premier cas : A est Pot(X?). D’apres la proposition 2.2, on a
A = U, co An X By, avec A, et B, boréliens, donc on peut trouver n tel
que A, et B, soient non dénombrables, donc boréliennement isomorphes,
disons par ¢. A,, contient une copie de 2%, qui contient un G5 dense G sur
lequel ¢ est continue; G étant non dénombrable contient une copie de 2%,
d’ou le résultat.

Second cas: A nest pas Pot(XY). Posons
E :={x € X : A(z) est dénombrable} .

Si E est co-dénombrable, (E x Y) N A est borélien a coupes dénombrables,
donc est réunion dénombrable de graphes boréliens (par le théoréeme de
Lusin : cf. [Mo]). De plus, par la remarque 2.1, (E x Y) N A est Pot(AY),
donc (E x Y) N A n’est pas Pot(XY), et I'un des graphes n’est pas Pot(X?)
(qui est stable par réunion dénombrable par la proposition 2.2). Par suite,
la fonction correspondante est a image non dénombrable, par la remarque
2.1. On va alors trouver un parfait du domaine de la fonction sur lequel elle
est injective, et on conclut comme au premier cas.

Si E n’est pas co-dénombrable, comme il est co-analytique, F contient
une copie de 2¢; il suffit donc de voir que si X = 2“ et A est & coupes
verticales non dénombrables, A contient un graphe comme dans 1’énoncé.

Posons donc

F:={yeY :A(y) est maigre dans 2*}.

Si F est co-dénombrable, (2“xF')NA est borélien a coupes non dénombrables
(donc non vides), donc est uniformisable par une fonction Baire-mesurable
définie sur 2 (par le théoreme de von Neumann). Cette fonction f est
continue sur un G4 dense G de 2¢, et f”’G est non dénombrable : sinon,
comme G = Jge g GNf~Y{B}), 'un des GN f~1({B}) serait non maigre
et contenu dans A((), ce qui contredirait le fait que 3 est dans F. On
conclut alors comme avant.

Si F n'est pas co-dénombrable, comme il est borélien, F contient une
copie de 2%; il suffit donc de voir que si X =Y = 2% et A est borélien &
coupes non maigres, A contient un graphe comme dans 1’énoncé.
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Mais par le théoreme de Kuratowski—Ulam, A est non maigre, donc on
peut trouver s et ¢t dans 2<% telles que (Ng x N;) \ A soit maigre. On
trouve alors, par le corollaire 1.7, deux copies P et @ de 2% telles que
Px@Q C (Ngx Ny)NA, et si @ est un homéomorphisme de P sur @, Gr(y)
répond a la question. m

3. Classe de Wadge potentielle d’un borélien. On cherche main-
tenant a diminuer au maximum la complexité d’un borélien donné d’un
produit d’espaces polonais.

PROPOSITION et DEFINITION 3.1. Soit A un borélien d’un produit
d’espaces polonais. Il existe une unique classe de Wadge de boréliens, ap-
pelée classe de Wadge potentielle de A, et notée I'4, telle que :

(i) A € Pot(I'a),
(ii) si I' est une classe de Wadge strictement contenue dans I'a, alors

A & Pot(I).

Démonstration. Montrons 'existence d’une telle classe, en raison-
nant par absurde : si I est la classe de Wadge (A) engendrée par A, A
est Pot([) et on trouve Iy ¢ I telle que A soit Pot(I7). Par récurrence,
on construit comme ceci I, 11 ¥ I, telles que A soit Pot(I,+1). Mais ceci
contredit la bonne fondation de I'ordre de Wadge.

Montrons 'unicité d’une telle classe : si I et I vérifient (i), (ii) et
I # Ty, I € Iy (sinon I 9 Iy et A n’est pas Pot(I7)), donc Iy C I, et
de méme Iy C I 5, donc I} = I est non auto-duale.

L’ensemble A est dans Pot(I1) N Pot(I%), donc comme dans la preuve
de la remarque 2.1, on trouve des topologies o et 7 telles que A soit dans
(I N I3)[(X,0) x (Y,7). Mais la classe de Wadge I' engendrée par A,
considéré comme partie de (X, o) x (Y, 1), vérifie A € Pot(I") et ' C I NI}
1 I, une contradiction. m

Toute classe de Wadge potentielle est donc une classe de Wadge; on peut
se demander s’il y a une réciproque. L’exemple de la diagonale de 2* montre
que c’est vrai pour la classe des fermés, et on va voir que c’est vrai en général.
On peut méme préciser ce résultat, en trouvant un Pot(I") “maximal”; mais
pour ce faire on introduit une classe de fonctions qui est le candidat na-
turel pour le probleme de la réduction évoqué dans 'introduction, comme
le montre le lemme suivant.

Soit donc Cjy la classe des fonctions telles que 'image réciproque d’un
Pot(XY) soit aussi Pot(XY).

LEMME 3.2. Soient X, Y, X', Y’ des espaces polonais, A (resp. B) un
borélien de X XY (resp. X' xY'); si f, de X' x Y’ dans X XY, est dans
Co et réduit B a A, alors I'g est contenue dans 4.
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Démonstration. A € Pot(I'4), ce qui fournit o et 7 telles que A est
dans I'4[(X,0) x (Y, 7). Soient (U,,) et (V,,) des bases de o et 7. Comme f
est dans Cj, par la proposition 2.2 on trouve des boréliens U"P et VP tels
que f7H(Un x Vp) = Upmew Um? x VP, Par la proposition 1.3, on obtient
des topologies ¢’ et 7/ rendant les U et les VP ouverts, de sorte que f,
de (X',0") x (Y',7') dans (X,0) x (Y, 7), est continue. Donc B est dans
TA[(X',0") x (Y',7") et B € Pot(I'4), d’ott le résultat : sinon I'y C I'g, et
B € Pot(I's) N Pot(I'g); donc comme dans la preuve de la proposition 3.1,
et par abus de langage, B € Pot(I's N I'5) et I'y = I'p; d’ott 'y ¥ I, ce
qui contredit B € Pot(I'4). m

THEOREME 3.3. Si I' est une classe de Wadge de boréliens il existe B
dans I'[w® x w* tel que :

(1) I'p=1T,
(ii) A est Pot(I") si et seulement s’il existe f dans Cy injective telle que
A= f~14(B).
Démonstration. Premier cas: I est non auto-duale. Soit U un
universel pour I'[w*, U C w¥ xw®. Posons (a);(n) := a(2n+1i),oui=0,1,

(k) sin =2k,
(v B)(n) = {g(k) sin=2k+1,

et B(a, B) < U((a)o, (@)1, 5)).

Alors B est aussi universel pour I'[w® : (-); est continue, donc si C' est
dans I'[w®, ()7 1(C) aussi, et il existe a dans w* tel que ()] *(C) = Uy;
(cr,0¢) est donc un code pour C.

B est dans I', donc comme a la fin de la preuve du lemme précédent,
I's C I'. Raisonnons par 'absurde pour montrer (i) : I's @ I', donc
I's C I; B est Pot(I's), ce qui fournit des topologies o et 7 telles que
B e I'g[(w?,0) x (w”,7), et ona B € I'[(w,0) x (w’,7).

L’application identique, de (w*, o) dans w*, est bijective continue, donc
d’inverse borélienne; son inverse est donc continue sur un Gy dense G de
w"; sur G, o et la topologie usuelle coincident. G étant non dénombrable
contient une copie L de 2¢, et comme I' # I', on peut trouver D dans
(P\I)[L; D=FENL,ou E € I'lw’. B étant universel, soit o dans w* tel
que B, = E. Tout comme B,, F est dans I'[(w*, o), donc E NG est dans
ZVTG car sur G, les topologies sont identiques. Donc D est dans I” [L, une
contradiction qui montre que I' = I'g.

Pour (ii), si A = f~}(B), A est Pot(I') & cause du lemme précédent.
Inversement, si A est Pot(I"), on trouve ¢’ et 7’ telles que A soit dans
I'[(X,0") x (Y, 7). On trouve des fermés F et H de w®, et des homéomor-
phismes : ¢, de (X, 0’) sur F, et ¢, de (Y,7") sur H. (px¢)"A e I'[(FxH),
donc est la trace sur F x H de R € I'[w* xw®. (-, -) est un homéomorphisme,
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donc il existe a dans w* tel que (-, )R = U,, ce qui s’écrit

R(v,8) & U, (v,3) & B({a,7),8) -

La fonction f := go (¢ x 1) o Id répond a la question, si on pose
g:FxH—w’xuw, (v,0)~ (7),0),

puisque par la proposition 2.2, les fonctions de la forme u X v, avec u et v
boréliennes, sont dans Cj.

Second cas: I est auto-duale. On sait qu’alors: ou bien il existe une
suite strictement croissante (I,), cofinale dans I', de classes de Wadge non
auto-duales telle que

= { U AN U, = (Us) Af-partition, 4, € rn} :
new
ou bien I' est le successeur d’une classe non auto-duale I telle que
I'={(ANN)U(B\N):Nc A, AcT’, Bel'}.

Dans la premiere éventualité, comme I, est non auto-duale, on trouve
A, dans I, [w® x w* tel que Iy, = I, et si B, est dans I, [w* x w®, il
existe a,, dans w* tel que B, (v,0) < A,({®n,7), ) (ceci par le premier

cas).
Soit
Qll)nzww—>N(n), a—n"a,
et B := (J,c,(¥n x Id)"A,. La fonction 1, étant un homéomorphisme,

(Yn xId)" Ay, € I [Nipy X w? € I'[ Ny x w® et B € A}-PU(I") = I', donc
IgCT.

Si linclusion est stricte, il existe n tel que I's ¢ I, = I'4,; or on a
A, = (Y, x Id)7Y(B), et I'a, C I'p par le lemme précédent, d’olt contra-
diction. Donc I'g = I'.

Si A est Pot(I"), on trouve o', 7', F, H, ¢, 1, R comme au premier
cas. On sait qu’on peut trouver une A{-partition (U, ) de w* x w* et B,
dans I, [w® X w* tels que 'on ait Iégalité R = U, N B,,. La fonction
f:=ho(p x1)old convient, si on pose

h:FxH—w’xw, (’7)5) = (wn(<an7’7>)aﬂ) s1 (Vaﬁ) €Uy,
puisque si C et D sont des boréliens de w*“, on a

h"H(C x D)= | Unn({e € v : ¢n({am, @) € C} x D) € Pot(XY).

new

ncw

Dans la seconde éventualité, on trouve Ag dans I [w* X w*, et A; dans
I'"wY x w¥ tels que I'a, = I'", I'a, = I"; et si C (resp. D) est dans I
(resp. I') [w* x w®, on trouve g (resp. ay) dans w® tels que

0(77/6)@"40“05077%/6)7 D(’Ya/B)@Alaalap)/%/B)'
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Si ¢ est un homéomorphisme de w® sur w* \ N, et si
B .= (QOO X Id)//Al U (1/)0 X Id)/,AO ,

B est dans I'fw¥ X w*, donc I'g C T.

Comme I est le successeur de I, si I'inclusion est stricte, on a I'g C I’
ou I'g CI". Soit par exemple I'y CI'"; A; € Pot(I")=Pot(I'4,), et comme
I est non auto-duale, A; n’est pas Pot(I"”) car Iy, = I". Donc A; n’est
pas Pot(I'g); or Ay = (po x Id)~!(B), donc I'4, C I'p, une contradiction.
La derniere partie est analogue a celle de la premiere éventualité. m

On cherche maintenant a adapter les résultats sur les classes de Wadge.
Si C (resp. D) est borélien de X (resp. Y), on a

(C) C (D) < il existe f continue, de X dans Y, telle que C = f~1(D).

Une question analogue se pose pour les classes de Wadge potentielles :
peut-on trouver une classe de fonctions C telle que si B est borélien de Z x T,
on ait

Iy CIp<3f: X xY — Z x T dans C telle que A= f~(B).

Comme on va le voir, la réponse est négative; la classe qui semblait le
candidat “raisonnable”, Cy a cause du lemme précédent, ne fonctionne pas,
et & un petit niveau (avec A € ITY et B € Do(XY)).

On notera <p le pré-ordre associé a Cj :

A <p B < il existe f dans Cj telle que A = f~(B).

L’inégalité A <p B entraine donc l'inclusion I'4 C I'g, par le lemme 3.2.
On montre maintenant un lemme bien plus fort que nécessaire pour in-
troduire le contre-exemple évoqué ci-dessus, mais qui permettra de mieux
comprendre ce qu'on cherche a faire dans les paragraphes suivants.

DEFINITION 3.4. Si X est un espace polonais, on dira que G, G5 de X,
est presque-ouvert si G est contenu dans l'intérieur de son adhérence.

LEMME 3.5. Soient (C,) (resp. (D)) des suites de presque-ouverts
non vides de X (resp. Y), fn : Cp — D, continues et ouvertes, B la
réunion |, e (03 GI(fn), et A un borélien de X XY contenant B; si B\ A

contient Gr(fy), alors A n'est pas Pot(ITY).

Démonstration. Sinon, soit F' (resp. G) un G dense de X (resp. Y')
sur lequel les topologies (initiales et fournies par le fait que A soit Pot(ITY))
coincident (on montre leur existence comme dans la preuve du théoreme 3.3);
ona AN(F x@G) e I)[F x G.

Montrons que Gr(f,) C Gr(f,) N (F x G). Soit U (resp. V) un ouvert
de X (resp. Y) tels que (U x V)N Gr(fn) # 0. Alors D, NV NG est
un G5 dense de D, NV, donc £, 1(V N G) est un G4 dense de f, (V).
Donc F N f74V), puis F N f,;1(V NG), sont des G5 denses de f,1(V);
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ce dernier rencontre donc U N £, 1(V) en au moins {z}; alors (z, f,(z)) est
dans (U x V)N (F x G) N Gr(f,,) # 0.

Gr(fo) est non vide, donc par ce qui précéde on trouve (z,y) dans
(F x G) N Gr(fo), et on a (z,y) € (F x G)N B\ 4; il suffit donc de voir

que (F xG)NB C (FxG)NBN(F xG). On applique alors le fait que
Gr(fn) C Gr(fn) N (F x G) pour avoir la contradiction cherchée. m

EXEMPLE 3.6. Soit Dy := {(a,3) € 2¥ x 2% : 3lp € w, a(p) # B(p)}.
Alors Dy n'est pas Pot(ITY).

En effet, on applique le lemme précédent a X =Y =C, = D,, = 2%,
fole) = a, fa(a)(p) =alp) & p#n—1sin>0,et A=B.

THEOREME 3.7. I n’existe pas de classe de fonctions C telle que 'inclu-
sion de 'y dans I'g soit équivalente a l’existence de f dans C telle que
A= f~YB).

Démonstration. Raisonnons par I'absurde; si B est Pot(X?) et f
dans C, comme I'g C X9, I't-1(5) € XY, donc f~1(B) est Pot(X?). Donc
si C existe, C est une sous-classe de Cy.

Comme on I'a vu avant le lemme 3.2, I'p(gw) = IT?, et par 3.6, Dy n’est
pas Pot(X?), donc IIY C I'p et Ia(gey € I'p . 1l suffit done de voir que
A(2%) £p Dy pour avoir la contradiction cherchée.

Raisonnons par 'absurde : il existe f dans Cy telle que A(2¥) = f~1(Dy).
Alors f”(A(2%)) est non dénombrable, sinon par la remarque 2.1, f”(A(2¢))
serait Pot(XY), et par suite A(2¥) = f~1(f"(A(2))) aussi, ce qui est ex-
clus.

On peut donc trouver une copie P de 2¥ dans A(2%) sur laquelle f
est injective; f”P est donc un borélien non dénombrable, et ses coupes
sont dénombrables : si par exemple une de ses coupes verticales C' est non
dénombrable, soit (f”P)(ap), {ao} X C est un rectangle borélien, donc
est Pot(X?); f~*({ap} x C) est alors aussi Pot(X?), non dénombrable
car {ag} x C C f"(2¥ x 2¥), et contenu dans A(2¥), ce qui est contra-
dictoire.

f"”P n’est donc pas réunion dénombrable de rectangles boréliens dont
I’'un des c6tés soit un singleton, sinon les cotés seraient dénombrables comme
les coupes, et P aussi. Par le théoreme 2.3, il existe un homéomorphisme
de 2“ sur un compact L, et une injection continue g définie sur L, dont le
graphe est contenu dans f”P.

Alors si B := Dy N (L x g"L), B est borélien a coupes dénombrables
de L x ¢"L, donc est maigre relativement & L x ¢’ L. Donc, si I'on pose
E = (¢ x (go ) Y(B), E est maigre relativement & 2¥ x 2%, et par la
proposition 1.6, il existe M homéomorphe & 2“ tel que si « et 3 sont distincts
dans M, alors («, ) n’est pas dans E.
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Soit R := 9" M x (g o ¢)"M; alors R C Dy, sinon soit («,() dans
RN Dy; on a alors a = 9(0) et B = g(¢(g)), ou 0, € sont dans M, et 6 # ¢,
sinon (o, 3) € Gr(g) € f”P C Dy. Donc (0,¢) € E et (a,() ¢ B, une
contradiction.

De plus, Gr(g[v"M) C RN f"P, donc RN f"”P est non dénombrable,
et f7Y(R) est Pot(XY) comme R, est contenu dans A(2¥), et est non
dénombrable, ce qui est exclus. =

4. Résultats de type “Hurewicz”. Dans [Lo-SR], il est démontré le
résultat suivant :

THEOREME 4.1. Si & est un ordinal dénombrable non nul, il existe un
compact de dimension 0, Pe, et un vrai 22 de Pe, Ag, tels que si A est un
borélien de I’espace polonais X, on ait : A n’est pas Hg de X si et seulement
s’il existe une injection continue f de Pe dans X telle que A¢ = f~1(A).

En fait P: = 2%, sauf si { = 1, auquel cas P; est constitué d’une suite
convergente infinie et de sa limite. Ceci implique, avec B = f"”Pe, que A
n’est pas IT g si et seulement s’il existe un fermé B de X tel que AN B soit
un vrai Z'g de B. L’ensemble A¢ est dit “test d’Hurewicz”.

Dans la suite, on cherchera a établir un analogue a ces résultats dans le
cas ou £ = 1. On y parviendra partiellement; dans cet esprit, voici la

DEFINITION 4.2. Si I' est une classe, on dira que P;(I") est vérifiée
si, pour tout A dans I'; A n’est pas Pot(II}) si et seulement s’il existe un
Pot(ITY), B, et un Pot(X?), C, tels que BNC = BN A ne soit pas Pot(IT}).

En apparence, cette propriété n’explique pas ce que signifie “A n’est pas
Pot(ITY)”. Mais elle ramene le probléme au cas ou A est Pot(Dy(XY)), et
on va voir que sous I’hypothese “A est Pot(F,)”, on sait caractériser quand
A n’est pas Pot(ITY). Mais il nous faut la

DEFINITION 4.3. Si X et Y sont des espaces topologiques, une partie A
de X x Y sera dite localement a projections ouvertes (ou l.p.o.) si pour tout
ouvert U de X x Y, les projections de AN U sont ouvertes.

LEMME 4.4. Soient X et Y des espaces polonais, F' et G des G5 denses
de X etY, et A un Gs l.p.o. non vide de X xY; alors AN (F x G) est non
vide.

Démonstration. Soient (U,) et (V) des suites d’ouverts denses, de
X etY, telles que F' =, ., Un, G =(),co, V> et (F,,) une suite de fermés
de X x Y telle que A = (), F,. On construit par récurrence sur n des
suites d’ouverts non vides (O,,) et (T},) de X et Y vérifiant :
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(ii)) Op X Ty, € (Uy, X Vi) \ Fin,s
(iii) AN (O, x Tp,) # 0,
(IV) 6n+1 g Ona Tn—i—l g Tn

Admettons avoir construit ces objets; (O,) et (T,) sont des suites dé-
croissantes de fermés non vides dont les diametres tendent vers 0, donc leurs
intersections sont {z} et {y}; mais (z,y) € O, x T}, C F, N (U, xV,,), donc
(x,y) € AN(F x G) # 0.

Admettons avoir construit (Op)p<n €t (Tp)p<n vérifiant les conditions
demandées; alors par (iii), IT% (AN (On—1 X T),—1)) est un ouvert non vide
de X, donc rencontre U, : l'ensemble A N [(O,-1 NU,) X T,,—1] est non
vide, donc sa projection sur Y est un ouvert non vide de Y, donc rencontre
V. L’ensemble AN [(Op,—1 NU,) X (T, N'V,,)] est non vide, donc contient
(Tn,yn); il reste & choisir deux ouverts O,, et T,, de diametre au plus 27"
vérifiant la double inclusion suivante :

(Tn,Yn) €0 X Ty, COp X Ty, CHOp—1NU,) X (Trne1a NVR)\Fr o m

On remarquera que ce résultat est faux si on ne suppose pas que A est
un Gs. Désignons par P, ’ensemble des suites de 0 et de 1 comportant une
infinité de termes égaux & 1. Si maintenant A désigne (2 x 2¥)\ (Pao X Px),
A est un K, qui vérifie les autres conditions du lemme et ne rencontre pas
Py x P!

THEOREME 4.5. (a) Soit A un Pot(F,) d’un produit d’espaces polonais
X xY; alors A n'est pas Pot(ITY) si et seulement s’il existe des espaces
polonais de dimension 0, Z et T', une suite de fermés de Z x T, (F),), et des
fonctions injectives continues, f, de Z dans X, et g, de T dans Y, tels que
51 C:= U, e, Fn» on ait :

(i) C\C #0,
(i) C=(f x g)"'(A),
(iii) C'\ C et F,, sont l.p.o.
(b) Soit A un Pot(AY) d’un produit d’espaces polonais X x Y alors A
n’est pas Pot(ITY) si et seulement s’il existe des espaces polonais de dimen-

sion 0, Z et T, un AY de Z x T, C, et des fonctions injectives continues,
f, de Z dans X, et g, de T dansY, tels que :

(i) C\C #0,
(i) C = (f x 9)~1(A),
(iii) C'\ C et C sont l.p.o.

Démonstration. (a) Raisonnons par 'absurde : si A est Pot(I1Y),
C' aussi et on trouve des G5 denses F' et G de Z et T tels que C N (F x G)
soit dans ITY[F x G.
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On applique le lemme précédent & Z, T, F, G, et C \ C, et on a
[(F x G)ynC]\ C # 0. 1l suffit alors de voir que ce dernier ensemble
est égal a [(F'x G)NC N (F x G)]\ C pour avoir la contradiction cherchée;
et il suffit de voir que F,, C F,, N (F x G).

Si U et V sont des ouverts de Z et T tels que F,, N (U x V') soit non vide,
on applique le lemme précédent a U, V, FNU,GNV, et F,,N(U x V) pour
voir que F,, N[(FNU) x (GNV)] est lui aussi non vide.

Inversement, on peut supposer que X et Y sont des fermés de w®, et
pour simplifier écriture qu’ils sont A, ainsi que la suite (G,,) de fermés
pour A? dont A est la réunion (on applique la remarque 1.5(b)).

Comme A C X, et par une double application du théoreme de séparation,
2 2

. o) . . ) —x?
on voit que A~ = A" ; par suite, puisque A est polonaise, A~ \ A est
2

wY
2
(AE \ A) N 22, est lui aussi non vide; posons Z := (X N 2w, V[X N 2ye),
T:= (Y N2, XY NRy), F, ;== G, N(Z xT), et prenons pour f et g
les applications identiques.
22

Alors (A7 \A) N2, = AN (ZxT)" N(ZxT)\(AN(Z x T)), donc

ces objets conviennent : C'\ C et F, sont X} et un ouvert de Z x T est
réunion de rectangles X1 (les projections des traces de ces rectangles seront
donc X7).

(b) Si A n’est pas Pot(ITY), on raisonne comme dans (a), & ceci pres
qu'on pose C := AN (Z xT).

La réciproque est analogue a celle de (a), a ceci prés que pour montrer
I'égalité entre [(F x G)NC|\ Cet [(Fx G)NCN(F x G)]\ C, il suffit de
voir que C C CN(F x G); si U et V sont des ouverts de Z et T tels que
C'N (U x V) soit non vide, on applique le lemme 4.4 4 U, V, FNU, GNV,

et CNUXV). m

On introduit maintenant une propriété, qui est du type Hurewicz au sens
de l'introduction; a ceci prés que pour comparer la complexité, on n’a pas
de réduction sur tout I’espace de départ, mais seulement sur un fermé.

_3?
un X non vide, ainsi que (A~ \ A) N 2w xww; et puisque 2w e C 2

DEFINITION 4.6. Si I' est une classe, on dira que Py(I") est vérifiée si
pour tout A dans I'[X x Y, A n’est pas Pot(IT}) si et seulement s’il existe
des espaces polonais de dimension 0, Z et T, une D3(XY) de Z x T, D, et
des fonctions injectives continues, f, de Z dans X, et g, de T dans Y, tels
que :

(i) D\ D #90,
(i) DN (f x g)~'(A) = D,
(iii) D et D\ D sont l.p.o.

PROPOSITION 4.7. Py (I") équivaut a Po(I").
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Démonstration. Supposons Pi(I'); si A € I'\ Pot(ITY), soient B et
C fournis par Py(I"), o et 7 rendant B fermé. Alors comme dans la preuve
du théoréme 4.5(b) on trouve Z, T, et D comme indiqué et des injections
continues F', de Z dans (X,0), et G, de T dans (Y, 7), tels que l'on ait
Iégalité D = (F x G)"YA) N (F x G)~1(B) (ceci parce que B N C est
Pot(D2(X9))). Dot DN (F x G)~(A) = D, et il ne reste qu’a revenir aux
topologies initiales pour obtenir f et g.

Inversement, si A € Pot(IT¥), D aussi, ce qui est exclus, comme dans la
preuve du théoréme 4.5(b).

Supposons maintenant Py(I"); Pot(IT) étant stable par intersection
finie, A n’est pas Pot(II{) si B et C existent.

Inversement, si A n’est pas Pot(ITY), soient Z, T, D, f, et g fournis par
Py(I'); D =UnND, ou U est ouvert de Z x T, donc B := (f x g)"D et
C := (f x g)"U répondent au probléme, par injectivité de f et g : on a
BNA=(fxg)'D=CNB.

Cette proposition permet de comprendre pourquoi, indirectement, la
propriété P; permet de mieux connaitre les boréliens non potentiellement
fermés. On établit maintenant cette propriété pour certaines familles de
boréliens.

PROPOSITION 4.8. La propriété Py est vérifiée par chacune des classes
susvantes :

(i) les ensembles potentiellement AY,
(ii) les boréliens a coupes verticales co-dénombrables,
(iii) les relations d’équivalence boréliennes.

Avant de démontrer cette proposition, on donne la définition suivante :

DEFINITION 4.9. Si I' est une classe, on dira que P3(I") est vérifiée si
pour tout A dans I', A n’est pas Pot(X?) si et seulement s’il existe B dans
Pot(ITY) tel que AN B soit Pot(ITY), et tel que pour tout C' dans Pot(X?Y),
ANB#CnNB.

Il est clair, en raison des formules B\ A = B\(ANB) et BNA = B\(B\A)
que Py (I") équivaut a Ps(I") si I" est auto-duale; mais cette derniere est plus
maniable quand il est question de réunions dénombrables.

Démonstration de la proposition 4.8. On a démontré le “si”
dans le cas général; on montre donc la réciproque dans chacun des trois cas.

(i) On montre la chose plus précise suivante : si I" est un contre-exemple
minimal (pour 'ordre de Wadge) & Ps(Pot(I")), I" est non auto-duale et est
de niveau au moins deux.

Si I' est auto-duale, traitons le premier cas de 'alternative évoquée dans
la preuve du théoreme 3.3 (l'autre cas étant plus simple) : on trouve une
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partition (U,,) de X x Y en Pot(AY) et A,, dans Pot(I},), ot I}, ¥ I', avec
ANUp, = AnNUy; A = U, e, An N Uy, donc il existe n tel que A, N Uy,
ne soit pas Pot(XY). Puisque A, N U, est Pot(I},), par minimalité de I,
il existe donc B’ dans Pot(I1Y) tel que A, N U, N B’ soit Pot(IT)) et pour
tout C dans Pot(X?), A, NU, NB’' # B'NC. Il reste a poser B := B'NU,.

Si I est non auto-duale et de niveau au plus un, I" est de niveau un car
I' contient les fermés, donc est de la forme SD,(A,Iy) : A= EUF, ou

p- U st ( U W) @ Foan( U ).

E<n,nEw 0<&,pEw E<n,nEw
Ag ., étant Pot(A), (Ven)new 6tant une suite de Pot(XY) deux a deux dis-
joints, et A, étant Pot(Iy), ou Iy # I, C A.

Premier cas: FE n'est pas Pot(XY). Soient (V¢ . p)pew une partition
de V¢, en ensembles Pot(AY),

Vi =Vens | U A0anVoun (U Ver)]s et

0<€,q€w o<0,rcw

Dip = [Ag’” N Venp N0° ( U V9,¢1)} UViy-
0<&,qew

Alors E = U£<mn7p€w wa, donc on trouve £ minimal tel qu’il existe n et
p tels que DY, , ne soit pas Pot(XY?). Comme V§ , = Venp MUp<egrew Df ..

V§, est Pot(XY) par la minimalité de &; or

A:{mum,
UnEw Fn?

ou (I,) est une suite strictement croissante de classes de Wadge de niveau
différent de un, donc sauf si
(1) “Iy={0} et A=TyUTIy",
il existe I ¢ I telle que DS, soit Pot(I”).
Mais si on a (1), D§ , = GUV},, ou G := D\ V5 est Pot(II?);

alors si on pose B’ := V¢ | B’ est Pot(ITY), DS, N B =G aussi, et si C

n,p?
est Pot(X0) et CNB' =B'ND5 ,, D5, = (CNB)UVE, =CUVS est
Pot(X?0); par conséquent, B’ vérifie les conclusions de la propriété Ps avec
A:=D§ .
7p

Dans 'autre cas, par minimalité de I', on trouve aussi un B’ vérifiant
ces conclusions. Il reste & poser B := B'NV¢ ;, ,,, puisque ANB = B’OD%p.

Second cas: E est Pot(XY). Dans ce cas F n’est pas Pot(XY), et
sauf si on a (1), on trouve I 1 I' de niveau au moins deux telle que F
soit Pot(I"), donc telle que A soit Pot(I”), et 'hypothese de minimalité
s’applique. Sion a (1), F est Pot(IT)), ce qu’on a traité au premier cas.
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Si maintenant A est Pot(AY), il existe un ordinal dénombrable 7 > 1 tel
que A soit Pot(D,(XY)), par le théoreme de Hausdorff. Comme I" est de
niveau au moins deux, DW(E?) ¥ AY C I'. Par ce qui précede, il existe B
dans Pot(ITY) tel que B\ A soit Pot(IT}) et pour tout H dans Pot(X?),
B\ A# BNH. Alors C := AU B répond a la question.

(ii) Soit A un borélien & coupes verticales co-dénombrables; on montre
bien plus que la propriété P; :

(2) 1l existe des copies P et Q de 2, et un homéomorphisme ¢ de P
dans Q tels que Gr(¢) = (P x Q) \ A.

Comme dans la démonstration du théoreme 2.3, A = Unew Gr(fn), ot
les fonctions f, sont boréliennes et définies sur des boréliens B,, et on trouve
un homéomorphisme ¢y de 2* sur R C By, avec fo| R injective continue.
Posons

E(a,B) < il existe n > 0 tel que ¢o(a) € B, et fo(po(B)) = fn(do(a)).

Alors E est borélien a coupes verticales dénombrables de 2¢ x 2¢, donc
est maigre relativement a 2“ x 2 et par la proposition 1.6 il existe dans 2
une copie L de 2 telle que si a et 3 sont distincts dans L, («, 3) n’est pas
dans E.

Si a et B sont distincts dans ¢y L, alors pour tout n > 0, 8 € B,, ou
fo(a) # fn(B). 1l reste a poser P := ¢{L, Q := (fo o ¢o)'L, ¢ := fo|P.

L’ensemble (P xQ)\Gr(¢) n’est pas Pot(ITY), sinon Gr(¢) serait Pot(XY)
ainsi que A(2¥) = (Id x ¢)"1(Gr(¢)). Les ensembles B := P x Q et
C := Gr(¢) répondent donc au probleme.

(iii) Par le théoréeme de Harrington, Kechris, et Louveau (cf. [HKL]), on
trouve une injection continue f de 2% dans X telle que Eq = (f x f)~1(A)
(Ey étant I’ensemble des couples de suites infinies de 0 et de 1 égales a partir
d’un certain rang).

11 suffit donc de regarder le cas ou A = Ey. Posons, si o € 2%,

go(a)(p) =1 —a(p),
et
gn(@)(p)=alp)ep>n—1 sin>0;

la suite (g,,) est une suite d’homéomorphismes, et converge simplement vers
g. Posons également B := ], ., Gr(gn), C := Gr(go); par ce qui précede B
est borélien & coupes compactes, donc est Pot(I1Y); C est ouvert, et on a la
double égalité BNA = CNB =, ¢, (0} Gr(gn). Ce dernier ensemble n’est
pas Pot(ITY), & cause du lemme 3.5 appliqué & X =Y = C,, = D,, = 2%,
(gn), et A=B. =
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On donne maintenant un résultat qui est une condition suffisante pour
obtenir la conclusion du (2) de la preuve précédente, mais sans borne sur
la classe de Wadge potentielle de A (par la remarque 1.5(a), un borélien &
coupes verticales co-dénombrables est Pot(ITY)).

Ce résultat se rattache aussi au théoreme 2.3, qui implique que si A n’est
pas Pot(XY?), A contient un graphe de fonction injective continue définie
sur une copie de 2 (la réciproque étant fausse : prendre A = 2% x 2¥ 1),
Cependant, la réciproque est vraie si la trace de A sur un rectangle parfait est
un tel graphe, comme on 1’a vu dans la preuve du (ii) de la proposition 4.8.

THEOREME 4.10. Soient X et Y des espaces polonais et A un borélien
a coupes horizontales maigres de X x Y tel que II't A soit non maigre;
alors il existe une copie P (resp. Q) de 2% dans X (resp. Y), et un
homéomorphisme ¢ de P sur Q tels que Gr(¢) = (P x Q) N A.

Rappelons un lemme démontré dans [Ke] :

LEMME 4.11. Si X et Y sont des espaces polonais et A est borélien a
coupes horizontales maigres de X x Y, A est contenu dans une réunion
dénombrable de boréliens & coupes fermées rares de X x Y.

LEMME 4.12. Soient G et Y des espaces polonais, f une fonction con-
tinue “meager-to-one” de G dans Y, O un ouvert a coupes horizontales
denses de G XY, ¢ > 0, et pour i = 0,1, M; (resp. N;) des ouverts non
vides de G (resp. Y) tels que M; C f=Y(N;). Alors il existe des ouverts non
vides M/ (de G) et N} (deY') tels que :

(2) 6(M! x N) <,

(3) N)N Ny =0,

(4) M} x N]_, C O,

(5) M; C f7H(N]).

Démonstration. f est “meager-to-one”, donc on peut trouver y;
dans f"”M;, yo # 11, et des ouverts O; de Y avec y; € O; C O; C Nj et
Oo N 01 - @

Posons Ry := (MoN f~1(0y)) x I [(M1 x O1) NGr(f)]; remarquons que
Ry est non vide : en effet, si zg est un antécédent de yo dans My, (zo,y1)
est dans Ry. On trouve alors (z,y) dans Ry N O : en effet, Ry \ O est fermé
de Ry & coupes rares relativement & Mo N f~1(0p) (qui est ouvert de G),
donc est fermé rare de Ry. Soient Ly et N des ouverts de diameétre au plus
e tels que (z,y) € Ly x N C Ly x N] C [(Mg N f~%(Og)) x O1] N O.

Alors posons Ry := (My N f~Y(N7)) x II{}[(L1 x Og) N Gr(f)]; 1a encore,
Ry est non vide : en effet, si z1 est un antécédent de y dans My, (x4, f(x))
est dans R;. On trouve (2/,y’) dans R; N O, comme avant, et aussi des
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ouverts M, N, de diametre au plus €, tels que 'on ait
(2'.y") € M{ x Ng € M x Ny C [(My 0 f7H(N7)) x O] N O.
Il reste & poser M} := Ly N f~1(N}). =

Démonstration du théoreme 4.10. Soit N un ouvert non vide
de X sur lequel 'analytique I1% A est co-maigre. On peut alors appliquer
le lemme 4.11 & N, Y, et AN (N xY), ce qui fournit une suite croissante
(F,) de boréliens a coupes fermées rares de N x Y, dont la réunion contient
AN (N xY). Par le rappel 1.1(b) on trouve une topologie polonaise 7 sur
Y affinant la topologie initiale de sorte que F, soit fermé de N x (Y, 7).

Par le théoreme de von Neumann, on trouve une fonction f Baire-
mesurable uniformisant A N (N x Y) sur N N II§ A; soit alors G un Gs
dense de N, contenu dans N NIT% A, sur lequel f est continue (G existe car
N NIT% A est co-maigre dans N).

On construit des ouverts non vides (Vy)sca<w de G et (Wy)sea<w de (Y, 7)
vérifiant, si U := Vg x Wi,

(l) Us“i g Us>
(ii) 6(Us) < |s| 71 si s # 0,
(iil) We—o N W1 = 0,
(iv) Vs £t € 2"t V, x W, C F,
(v) Vi © fHWe).

Si on a construit ces objets, posons

{(Ta,Ya)} = ﬂ Uarn = ﬂ Uafn -

new new

Alors {(a,ya) @ @ € 2¥} est une copie de 2* qui est le graphe d’une
injection partielle ¢ (ceci résulte de (iii) et (v), qui assure la disjonction de
Vs—~o et Vs—~1 si s est dans 2<%). Les projections de ce graphe définissent les
copies P et ) de 2¥ annoncées. Par (v), ¢ est la restriction de f & P, qui est
contenu dans G, donc ¢ est un homéomorphisme de P sur ¢). L’inclusion
du graphe de ¢ dans (P x Q) N A est alors claire. Inversement, si (zq,Yg)
est dans (P x Q) \ Gr(¢), a # (3, donc par (iv) on trouve n > 0 tel que
a[n # [n; par conséquent, (z,yp) n'est pas dans F,, sin < m+1 et
(za,yp) n'est pas dans A.

Montrons donc que la construction est possible. On pose Vj := G et
Wy = Y. Admettons avoir construit U, pour s dans 25" vérifiant les
conditions (i)—(v).

On va appliquer plusieurs fois le lemme 4.12, a f et & des ouverts de G
et (Y, 7), ce qui est licite puisque f est “meager-to-one” sur N, donc sur G
qui est co-maigre dans V.
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On commence & appliquer ce lemme 4.12 & ¢ = (n +1)~! et aux ouverts
O =(GxY)\F,, My =M, =V et Ny = Ny =W, de sorte qu’on a assuré
(i)—(iii) et (v), ainsi que (iv) pour les couples de la forme (s, (1 — 7)),
avec s dans 2" et ¢ dans 2 (on obtient ainsi XN/SAO, ‘ZAl, WSAO, WsAl). Si
jamais, pour u et v distincts dans 27*1, ‘7u X WQ N F, est non vide, on
diminue a 'aide du lemme 4.12 appliqué a My = V,,, My =V,,, No = W,
Ny = W, V,, et W,, de maniere a éviter F,, tout en conservant (v). On réalise
ainsi (iv) au bout d’un nombre fini de changements éventuels (majoré par

(2n+1)2)' -

Par le (i) de la proposition 4.8, on a Pj(Pot(AY)), donc a fortiori
Py (Pot(D5(X9))); on va donner une nouvelle preuve de ceci mais sous une
forme beaucoup plus forte, du type du théoréme rappelé au début du para-
graphe.

Comme il résulte de la preuve du (ii) de la proposition 4.8, si D est a
coupes dénombrables et est non Pot(X?), on trouve des injections continues
¢ et 9 telles que A(2¥) = (¢ x ¢)~1(D), donc en particulier A(2¥) <p A.
Mais dans la preuve du théoreme 3.7, on a vu que A(2%) £p Dy, et par 3.6,
Dy n’est pas Pot(XY); mais pour montrer que A(2¥) £p Dy, on a utilisé le
fait que Dy est & coupes co-dénombrables. Or il se trouve que les Pot(ITY)
non Pot(XY) & coupes co-dénombrables n’existent pas : sinon soit 7 une

topologie sur Y rendant les coupes d'un tel A fermées; I15-(A) serait ouvert
de (Y, 7) et on aurait H{}(A)V: Usex A@) = U, eo A(a:n)v car IT{(A) est un
espace de Lindel6f; comme A(z,,) est dénombrable, IT{/ (A) le serait aussi et
par la remarque 2.1, A serait Pot(AY). On peut donc se demander si on n’a
pas 1 une caractérisation des “vrais” Pot(IT}), & savoir : si B est Pot(IT}),
B n’est pas Pot(XY) si et seulement si A(2*) <p B. On va voir que c’est
bien le cas. On note Ly := {(a, 8) € 2¥ x 2 : av <jexc B}.

THEOREME 4.13. Si A est Pot(Da(XY)) dans un produit de deux espaces
polonais, les conditions sutvantes sont équivalentes :

(i) A n’est pas Pot(XY).
(ii) 1l existe des fonctions injectives continues ¢, de 2¥ dans X, et 1,

de 2% dans Y, telles que A(2*) = (¢ x ) "1(A) ou Lo = (¢ x ¥)71(A).

Démonstration. Montrons que (ii) implique (i). On a vu au chapi-
tre 2 que A(2¥) n’est pas Pot(XY), donc si A(2¥) = (¢ x 1) "1(A), A n'est
pas Pot(X?). 11 suffit donc de voir que Lo n’est pas Pot(XY), et il suffit de
montrer que A(2¢¥) <p Lg. Posons donc

flo, B) = { (a,8) sia>p,

(6,a) sinon.
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Alors A(2¥) = f~1(Ly), et f est dans Cj :
fla,f)eCx D<= (a>petaecCetfeD)ou
(a<pBetaecDetfel)
S (aelCnDet BeCnND)ou
(a>fetaecCetfeD)ou
(a<fetacDetpel).

Montrons maintenant que (i) implique (ii) : A est Pot(D(XY)), donc
par la proposition 2.2 on a A = ({J,,c., Cn X D)\ V, avec Cy, Dy, boréliens,
V dans Pot(X?), et la réunion disjointe.

En effet, on peut supposer cette réunion des rectangles disjointe : si
E =U,ep, An X By, et si I Cn, posons Cy 1 := Ap N[ )[4\ Ujen\l Ajl,
D1 := By \ U,;e; Bi- Alors on vérifie facilement que E = Un,Ign Ch,1 X
D, 1, cette réunion étant disjointe.

On trouve alors n tel que (C, x D,) \ V ne soit pas Pot(XY); or
(Cr, x D) \'V est Pot(ITY), donc si on admet le résultat pour A dans
Pot(ITY), on a le théoréme, par disjonction de la réunion (en effet, ¢ (resp.
) est a valeurs dans C,, (resp. D,,)).

Quitte a affiner les topologies, on peut supposer que A est fermé, puisque
la continuité de ¢ et ¥ avec des topologies plus fines entrainera la continuité
avec les topologies initiales.

On construit par récurrence sur |s|, o s € 2<%, des ouverts-fermés non
vides Vs C X, W, C Y tels que si Ug := Vy x W,

(1) UsAi - US7

(ii) 8(Us) < |s| 71 si s # 0,

(iii) Voo N Vi1 = We~og N Ws~1 = Q),

(iv) Us N A ¢ Pot(XY),

(V) Vts”‘() X Ws”‘l - A

Posons Uy := X x Y, et admettons avoir construit (Us),co<n vérifiant
(i)~(v). Recouvrons V, et Wy par des ouverts-fermés de diametre au plus
(Is|+ 1)~ soient (V,,) et (Wp). Ona ANUs = U, pe, AN (Vi x W), donc
I'un des A x (V,, x W),) n’est pas Pot(XY). Posons V :=V,,, W := W; on
alU:=VxWCU,, ANU ¢ Pot(X?), et 6(U) < (|s] + 1)~ 1.

Posons C := | J{B: B € X9[U et ANB € Pot(XY)}, A’ := (ANU)\C.
Comme C est de Lindeldf, AN C est Pot(XY?).

Montrons qu’il existe (x,2’,y,y’) dans V2 x W2 tels que (x,y) et (2, 3)
soient dans A" et (2/,y) & A. Si tel n’est pas le cas, I A’ x [IJ A" CUNA,
donc comme V', W, et A sont fermés, I A’ x II A’ C UN A, d’ou I'égalité

ANU = [IT{A x IIFATU[AN(V\ITGA x W)JU[AN(V x W\ IIJ A)].
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Le premier terme du membre de droite est un rectangle borélien, donc est
Pot(X?); le deuxiéme est contenu dans C, et vaut ANCN[(V \II%A") x W],
donc est Pot(XY), ainsi que le troisitme. Donc A N U est Pot(XY), ce qui
est exclus.

Comme U \ A est ouvert, soient Z, T' des ouverts tels que (z’, y) soit dans
Z xT CU\ A; on peut poser Vi~g:=Z, Viemp :=V\ Z, Wy~ :=W\T,
Ws’\l =T.

Vérifions (iv) : (2/,y’) est dans Us~gNA = (Z x W)N A, donc Us~gN A
n’est pas Pot(X?). De méme pour Us,~1 N A, avec (x,y).

Soit @, de 2¢ dans X x Y, définie par {&(a)} = (,,c,, Uarn; alors on a
@"2% = Gr(f), ou f est une injection continue définie sur la copie II% Gr(f)
de 2¢. De plus Gr(f) € A car par (iv), il existe (v, 8y) dans Uyp, N A,
et la suite ((75, 8Y))new converge vers @(a), donc @(«a) est dans A qui est
fermé. Enfin, si o <jex 3, ((IIx o @)(«), (IIy o P)(3)) n’est pas dans A, par
(v). Posons donc E := ((Ilx o ®) x (IIy o ®))"(A); on a :

(a) A(2¥) C E,
(b) a <jex = (Oé,ﬁ) ¢ FE.

Montrons que 2“ contient une copie Z de 2% telle que E N Z? soit
égal & A(2¥)NZ2 oua LyN Z2.

Premier cas: Pour toute suite de 2<%, N2\ E n'est pas antisymé-
trigue. On construit alors par récurrence sur |s| une suite (V) d’ouverts-
fermés non vides de 2% vérifiant :

(]‘) Vsr\i g ‘/S)
(2) 6(Vs) <|s|7'sis#0,
(3) (Vamo X Vem1) U (Vm1 X Vi) C E.

Ceci ne pose aucun probleme puisque E est fermé dans 2% x 2“ et que
V2 \ E n'est pas antisymétrique. La formule {g(a)} := (), c,, Varn définit
une injection continue g, qui est un homéomorphisme de 2“ sur son image
Z, qui par (a) vérifie ENZ? = A(2¥) N Z2.

Second cas: Il existe s dans 2<% telle que N2\ E soit antisymétrique.
Alors par (a) et (b), Z := Ny vérifie EN Z% = Lo N Z2.

Soit alors f un homéomorphisme décroissant de 2“ sur Z; les fonctions
composées ¢ := IIx o®o f et o := Iy o P o f répondent au probleme. m

COROLLAIRE 4.14. (a) Sous les hypothéses du théoréme 4.13, A n’est pas
Pot(XY) si et seulement si A(2) <p A.

(b) On ne peut pas trouver Ay tel que si A est borélien d’un produit
de deux espaces polonais, on ait : A n’est pas Pot(IT)) si et seulement si

Ap <p A.
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(c¢) Soit A un borélien d’un produit de deuz espaces polonais. Alors A
est Pot(AY) si et seulement si A <p A(2).

Démonstration. (a) Si A n'est pas Pot(X?), par le théoréme 4.13,
A(2¥) <p Aou Ly <p A, et on a vu dans la preuve que A(2%) <p Ly,
donc A(2¥) <p A. La réciproque résulte du chapitre 2.

(b) Avec A := A(2%), on voit que si Ay existait, Ay serait Pot(X?).
Avec A := Ap, on voit que Ag serait Pot(XY) non Pot(IT?). Par (a), on
aurait donc A(2¥) <p Ag. Avec A := Dy, on aurait Ay <p Dy, donc
A(2¢) <p Dy, ce qui est exclus par la preuve du théoréme 3.7.

(c) Si A est Pot(AY), et si

[ (0%,0v) si(z,y) € A,
Fa,y) = { (0¥,1¢) sinon,

f est dans Cy et réduit A & A(2¥); A(2¥) £p A car A(2¥) n’est pas
Pot(XY).

Réciproquement, A <p A(2¥), donc A est Pot(IT); si A n’était pas
Pot(XY), par (a) on aurait A(2¥) <p A, ce qui est exclus. =

Le contre-exemple Dy prouve que ’hypothese “A € Pot(Dy(X?))” du
théoreme 4.13 et du corollaire 4.14(a) est optimale du point de vue classe
de Wadge.

On ne peut pas se ramener a un seul exemple typique dans le théo-
reme 4.13, avec des réductions rectangulaires : si

C <r D & il existe f, g boréliennes telles que C' = (f x g)~ (D),

alors A(2¥) Lr Ly, comme on le vérifie immédiatement.

5. Uniformisation partielle des GG5. On va montrer dans ce para-
graphe des théoremes d’uniformisation partielle des Ggs, dont le but est
d’essayer de trouver une réciproque au lemme 3.5. Ces théoremes sont a
rapprocher d’une part de résultats dans [GM] et [Mal, ot au lieu de con-
sidérer la catégorie, il est question d’ensembles de mesure 1 sur chacun des
facteurs; et d’autre part de résultats de G. Debs et J. Saint Raymond, ou il
est question de fonctions totales et injectives, avec des hypotheses de com-
pacité sur chacun des facteurs (cf. [D-SR]).

LEMME 5.1. Soient X' un ouvert-fermé non vide de w*, Y un espace
polonais, Y' un ouvert non vide de Y, € > 0, et O un ouvert dense de
X' x Y’ dont la projection est X'; il existe des suites (Uy) (d’ouvert-fermés
non vides de w®) et (Vi) (d’ouverts non vides de Y') telles que :

(1) Urew Uk (resp. Upe,, Vi) est dense dans X' (resp. Y'),
(2) Uk X Vk - O,
(3) 0(Uk),0(Vi) <,
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4)U,NU,=0sip#q.

Démonstration. Soit (W,,) une partition de X’ en ouvert-fermés,
avec §(W,,) < € et W,,, # 0 (c’est possible car X’ est homéomorphe & w*).
Soit (T},) une base de la topologie de Y’. Par densité de O, on trouve
(T, Ym) dans (W, x Tp,,) N O, et un ouvert-fermé X,, de X', un ouvert
Y,, de Y’ tels que §(Y,,) < €, et (Zyn, Ym) € X X Yo € (W, x Tp) N O.
Si Umew X,, est dense dans X', on a construit, en prenant U, := X} et
Vi := Y}, les ouverts cherchés; en effet, ils vérifient bien (1)—(4).

Sinon, si € X"\ ,,c, Xm, on trouve un ouvert-fermé 7, de X', y,
dans O(z), et un ouvert R, de Y tels que l'on ait §(Z,),d(R;) < &, et

également l'inclusion (z,y,) € Zz x Ry € ON[(X'\ U, e, Xm) xY’]. On a

X\ X =UZ=U Z. = U [Z.\ U Z,].

mew new necw p<n

puisque I'espace X’ \ U,,c,, Xm est de Lindeléf. Posons Zn = Zy \
Up<n Zy,; 8'il y a une infinité de Z,, non vides, on note (Z,,) la suite formée
de ces ouverts-fermés (on trouve donc ny tel que Z = an)

Sinon, on partitionne un Zno non vide en une suite d’ouverts-fermés
non vides de X', et on note (Z,) la suite formée des Z, non vides (pour
n # ng) et de la partition de Zno; on a encore 2, C an, avec éventuellement
nNE = Nk .

Il reste a poser Ry = Rxnk, puis Ugy, := Xi, Usgy1 1= Zi, Vor := Y,
V2k+1 = Rk |

THEOREME 5.2. Soient X, Y des espaces polonais non vides, X étant
parfait, A un Gs dense de X x Y. Alors il existe des G5 denses F' (dans
X) et G (dansY') et une surjection continue ouverte f de F sur G dont le
graphe est contenu dans A (avec de plus F' homéomorphe a w*).

Démonstration. On peut supposer A & coupes verticales co-maigres :
A est maigre, donc a ses coupes verticales maigres, sauf sur un ensemble
maigre (théoreme de Kuratowski-Ulam). A a donc ses coupes verticales
co-maigres sur un G5 dense H de X, qui comme X est polonais parfait.

On peut supposer également que X = w® (de sorte que si F' est Gs
dense de X, F' est homéomorphe a w*) : en effet, on procede comme dans
la preuve du corollaire 1.7.

Soit (O,,) une suite d’ouverts denses de X x Y telle que A =, o, On,
¢o de w dans {0} et, si n > 0, ¢, une bijection de w sur w™. On construit
une suite (Us)sep<e d’ouverts-fermés non vides de X, et une suite (V5)gcw<e
d’ouverts non vides de Y vérifiant :

(1) Unew Us—n (resp. U,eo, Vs—n) est dense dans U, (resp. Vi),
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(il) Us x Vs C O|s)—1 81 8 £ 0,

(ifl) 6(Us),6(Vs) < |s| ™" si s #0,

(iv) Us~p NUs~p, = 0 sin #m,

() Urew Y1) MUt pen Vo) \ Urew Vo~ = 0.

On pose Up := w, Vy := Y; admettons avoir construit (Us)s|<n et
(Vs)|s|§n, ainsi que (U¢n(p)Ak)p<m7k€w, (V¢n(p)Ak)p<m,k€w vérifiant (i)—(V).

On construit, si ce n'est déja fait, (Up, m)~k)kcws Vo, (m)—k)kcw €n
appliquant le lemme précédent & € := (n + 1)1,

X =Uspmy Y =Voom\ U Vo0 \ U Ve~

q+p<n lew

et O := 0, N (X’ xY’'); les conditions demandées sont vérifiées, la densité
ne posant pas de probléeme car ’adhérence ci-dessus est rare.

Posons F' := [, co, Uscwn Us, G := (e Ugewn Vs; I et G sont claire-
ment des G5 denses de X et Y.

Si x est dans F', on trouve pour tout n une unique suite s,, de w"” telle
que = € Uy, et aussi s, < sp11; alors (V) définit f(z) dans G, et f est
clairement continue car f”(F NU,) C G N V. Montrons l'inclusion inverse,
ce qui achevera la preuve.

Soit donc y dans G NV, et p tel que s = ¢4 (p); alors il existe un
entier a([s]) tel que y € Vi~4(s)), sinon y ¢ G car par (v), on aurait alors
Y € Useo Voo sl ipia (k); O construit comme ceci par récurrence « dans N
tel que {y} = (,,co, Varn; mais alors (Uypy,) définit  dans F' N Us tel que
fl@)=y. =

On ne peut pas supprimer complétement une des hypothéses, ni espérer
mieux avec ces hypothéses, dans le sens suivant :

Si on ne suppose pas X parfait, prendre X = w et Y = 2%.

Si on ne suppose pas A Gg, prendre X =Y = 2% et

A=(2Y%x2%)\ (Px X Py).

Si on ne suppose pas A dense, prendre X =Y = 2% et A = {(0¥,0%)}.

On ne peut pas avoir f totale ou surjective sur Y : prendre X =Y = 2%
et A= PZ.

Enfin, on ne peut pas avoir f injective : prendre X = 2% et Y = w.

new

LEMME 5.3. Sotent € > 0, U et V des ouverts non vides de w*, et O un
ouvert dense de U x V; on trouve alors des suites (Z,) et (T,,) d’ouverts-
fermés non vides de w* vérifiant :

(1) 6(Zn),0(T,) <e,

(il) Zn x T), C O,

(i) Zn N Zy =T NTy =0 sin #m,

(iv) Unew Zn est dense dans U.
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Démonstration. Soient (U,) une base de la topologie de U et
(V3,) une partition de V' en ouverts-fermés non vides de diametre au plus .
Alors O N (U, x V,,) est non vide, donc contient (x,,y,) et on trouve
des suites (X,) et (Y;) douverts-fermés de w*, avec 0(X,) < ¢ et
(Tn,yn) € X x Y, C ON (U, xV,). Réduisons la suite (X,), ce qui
fournit (W,,). S’il y a une infinité de W,, non vides, c’est terminé. Sinon,
on partitionne un W,,, non vide et le Y,,, correspondant en une suite infinie
d’ouverts-fermés non vides. m

THEOREME 5.4. Sous les hypothéses du théoréme 5.2, si de plus Y est
parfait, on peut avoir pour f un homéomorphisme.

Démonstration. Comme dans la preuve du théoréeme 5.2, on peut
supposer que X =Y = w*.

Soit (Oy) une suite d’ouverts denses de w*” x w* telle que A =, o, On.
On construit alors des suites d’ouverts-fermés non vides de w®, (Zs)secwp<w

et (Ts)scw<w, vérifiant :

(1) 8(20),8(T) < |s| " si s # 0,

(2) Zs x Ty C O|s‘_1 si s # (),

(3) Unew Zs—n (resp. Ts~,) est dense dans Z; (resp. T),

(4) Zs~n N Zsg~mp, = Ts~p N T~y = 0 sin # m.

On pose pour commencer Zy = Ty := w*. Admettons avoir construit
(Zs)|s|<n €t (Ts)|s|<rn vérifiant (1)—(4).

On applique le lemme 5.3 4 ¢ := (n+1)"Y, U = Z,, V := Ty, et
O := 0, N (U x V). Deux cas se présentent : si T' := J,,,, Tin est dense
dans Ty, c’est terminé : on pose Zs—,, := Zy, et T~y := Thy.

Sinon, on applique le lemme 5.3 &

O :={(z,y): (y,x) €0, N (Zs x (T, \T))},
U=T\T, V=2, e=[n+1)",

ce qui fournit (Z])) et (T7,) vérifiant :

(i) 6(20,),8(T%) < (n+ 1),

(ii) Z!, x T, C O, N (Zs x (Ts\T)),

(iil) Upnew Tre est dense dans T \ T,

(iv) Z,nZ,, =T,NT,, =0sip#m.

Posons, si j € w, nj :=min{m € w: Z; N Z,, # 0}; si m € w,

I, ={j€w:nj=m} et Ly := U Zj’-ﬂZm.
JELm

Quatre cas se présentent.
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Premier cas: I, = 0. On pose
2y =Ty, Ty =T, Z7=T":=0 sij>1.

Deuxieme cas: I, # 0 et Z,, = Ly. Soit ju := minl,; on

partitionne Z;m N Z, en deux ouverts-fermés non vides Zy et Z1, et on pose
7= Zy, Ty i=Tp,
7" = 21, 17" = Tj{m
Z3 ) =Ty N2, TjY =T) sij> jmetj e lny,
Zn=T" =0 sij>1let(j—1=jmouj—1¢IL,).
Troisieme cas: I, # 0 est fini et L,, ¥ Z,,. On pose
Zy=Zm \ Ly, T3 :=Tn,
Zi ::ZmﬂZJ’», Tt ::Tj{ sijely,
ZD=T" =0 sij>letj—1¢I,.

Quatrieme cas: I, estinfini et Ly, ¥ Z,. Soient ¢ une bijection

de w sur I,,, et (Z,,), (T},) des partitions en ouverts-fermés non vides de
Zm \ L, et Ty, On pose

On renumérote, de facon a ce que
{Ze-p:pewt={Z):i,jewet Z] #0};

on pose Ts—, := T]? St Zg~p = Z;, et (Zs~p), (Ts~p) répondent au probleme,
comme on le vérifie facilement.

Il est maintenant clair que (., Useon(Zs X T5) est le graphe d’un
homéomorphisme de F':= (., Uscon Zs sur G := (), co, Usen Ts- ®

Pour pouvoir appliquer ces résultats aux classes de Wadge potentielles,
il faudrait traiter le cas ou le G5 est rare.
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