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Sur les dimensions de mesures
par

Al HUA FAN (Cergy-Pontoise)

Abstract. Firstly, we introduce the lower and upper dimensions for a measure defined
on a metric space. Secondly, we establish the dimension formulas and characterize the
unidimensional measures which were introduced by J.-P. Kahane, Lastly, we give some
applications of these to the calculus of dimensions and the multifractal analysis of certain
well kenown measures such as Lebesgue measures on Cantor sets, Gibbs measures, Markoy
measures and Riesz products etc. .

1. Introduction. Considérons une mesure positive y définie sur un es-
pace métrique X de type homogene (voir la définition au §2). Nous définis-
sons sa dimension supérieure et sa dimension inférieure par

dim* u = inf{dim F : p(E®) = 0},
dim, g = sup{a > 0: dim E < a = p(E) = 0}
ot dim E désigne la dimension de Hausdorff du borélien E.

(Vest 1'un des moyens que nous présentons d’introduire ces deux notions
de dimensions pour une mesure dounée. En fait, ces deux dimensions de la
mesure peuvent se définir & Paide du spectre de dimension de la mesure ou
de la continuité et la singularité de la mesure par rapport aux mesures de

Hausdorff (Théoréme 1). _
Drailleurs, nous définissons 1’ exposant lipschitzien (inférieur) en z € X

de la mesure 4 par
log p(Br(z))
logr '
Bp(z) étant la boule de centre x et de rayom 7. Nous démontrons que
(Théoréme 2)

D(u,z) = 11111_&[61‘.5

dim* p = inf{e > 0: D{, z) < a p-p.p.},
dim, p = sup{e > 0: D(,z) > & p-p.p.}.
Ces deux formules serons appelées les formules de dimensions.

1991 Mathematics Subject Classification: 28412, 28AT5, G0G5T. ‘
Key words and phrases: upper and lower dimension, dimension formulags, unidimen-
sional, multifractal, Gibbs measure, Markov measure, Riesz product.
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2 A, H. Fan

Une mesure est dite unidimensionnelle si dim, ¢ = dim™ p. J.-P. Kahane
([9]) a introduit I'unidimensionalité en disant que u est o-dimensionnelle si
elle peut s’écrire comme une somme de a-atomes. Nous démontrons que ces
deux définitions sont équivalentes (Théoréme 3).

Dans un espace de type homogene, la dimension de Hausdorff coincide
avec la dimension capacitaire d'un borélien ([1]). Ceci nous permet d’utiliser
des outils analytigues comme le potentiel et la décomposition de Kahane
pour étudier les dimensions d'une mesure.

On fait un rappel au §2 sur les outils nécessaires. Les paragraphes 3-6
seront consacrés aux énoncés et aux preuves des trols théordmes cités ci-
dessus.

Signalons que les formules de dimensions ne concernent que le comporte-
ment de la fonction d’exposant lipschitzien D(u, z) sur un ensemble portant
la mesure p, tandis que analyse multifractale consiste 3 mieux comnaitre
le comportement de D{u, ) plus ou moins global. Dans la dernjeére section,
nous calculons les dimensions et examinons la multifractalité de certaines
mesures comme mesures de Lebesgue homogeénes, mesures de Gibbs, mesures
de Markov et produits de Riesz etc,

2. Préliminaires et notations. Soit (X, d) un espace métrique locale-
ment compact. Supposons qu'il soit de fype homogéne au sens de Coifman
et Weiss ([5]), c’est-a-dire,

N(e, B,d) < Const

pour toute boule B de diametre 2¢, N (g, B, d) désignant le nombre minimum
de d-boules de diameétre & recouvrant B. Cette condition est une condition
nécessaire et suffisante, introduite par P. Assouad ([1]), pour que (X,d)
admette un plongement lipschitzien dans un espace de dimension fnie. Dans
un tel espace, la dimension capacitaire et la dimension de Hausdorff sont
égales. Cette égalité est 'un des points essenticls dans la suite car il nous
permet d’employer des outils analytiques dans le calcul de dimensions de
Hausdorff. Dans une communication personnelle, R. Kaufman nous a si-
gnalé qu’il est sans condition que la dimension de Hausdorff est égale & la
dimension capacitaire. Avec ceci dans l'esprit, nos résultats sont valables
dans un espace métrique non nécessairernent de type homogéne.

Rappelons d’abord la dimension de Hausdorff d’un ensemble, surtout sa
liaison avec la théorie du potentiel. Soit £ (C X) un borélien. dim F désigne
toujours sa dimension de Hausdorff et H, (E) sa mesure de Hausdorff d*ordre
(0 < o < 00). Voici leurs définitions précises. Soit ¢ > 0, Considérons tous
les recouvrements de E par des boules B, de diamdtre inférieur & & et les
sommes correspondantes

> (diam B,,).
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La borne inférieure de ces sommes est notée H,, (g). Par définition, la mesure
de Hausdorff de E d’ordre «, notée H,(E), est la limite de H, (e) lorsque
¢ tend vers 0. Alors la dimension de Housdorff de F est définie en fonction
des Ho(E) (0 < & < co) de la fagon suivante

dim E = sup{c: > 0: H,(E) = 0o} = inf{a > 0 H,(E) =0},

Nous nous limitons aux mesures de Radon positives bornées définies sur
(X, d). I'ensemble de ces mesures est noté M+(X), et M (X) désigne la
partie constituée des probabilités.

Soit u € M+(X). Le potentiel d’ordre o (0 < o < 00) de p est défini par

pioy— [ Gu(y)
=] G

et son énergie d’ordre o est définie par

= [ Ute)aute) = [ [ L)
X X X

(z € X),

Y™

Soit K (C X) un compact. La capacité d ‘ordre o de K est définie par

Cap, K =( iof I
pEM? (K
En général, la capacité d’'ordre o d™un borélien E se définit comme

Cap, E = sup Cap, K.

K (¢ E),compact )

Dans un espace homogéne, le théortme de Frostman ([8]) dit que la
dimension d’un borélien peut s’exprimer & 1'aide de ses capacités comme
suit :

dim E = sup{c > 0: Cap,, E > 0} = inf{e > 0: Cap, & = 0}.

En effet, le lemme de Frostman affirme que, K étant un compact, Cap, K >
0 si et seulement si X porte une mesure 4 € M+(K) non nulle telle que
u{B) € (diam B)=.

Une autre fagon de relier la dimension d’un borélien aux mesures qu’il
porte est le théordme de Tricot suivant ([16]) :

dimE = sup inf D(u,z)
w(EY>0 2

ot D, z} est Iexposant lipschitzien de 4 en z défini dans Introduction.

Rappelons ensuite la décomposition de Kahane pour une mesure u €
M+(X) (]9, 11, 12]). Posons, pour 0 < o < 00,

§ = S(ua) = {z € X : Ul(=) = oo},
Ecrivons '
p=1lgp+lgep.
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Clest la décomposition de Kahane d’ordre o. Nous appelons .S Iensemble
singulier de u d’ordre . Nous savons que 5 est de a-capacité nulle d’oti on
déduit que toute mesure se décompose d’une fagon unique en une somme
de deux mesures dont l'une est a-singulitre (portée par un borélien de
o-capacité nulle} et 'autre est q-réguliere (s'écrivant comme une somme
dénombrable de mesures dont chacune est de a-énergie finie). Des ensem-
bles singuliers S(u, ) (0 < & < oo) découle une fonction croissante v{a) :

b(0) =0, v(e)=u(S(n,a)), w(oo)= p(X).
Elle s’appelle le spectre de dimension de p.

3. Résultats principaux. Soit p € M (X). Définissons d’abord sa
dimension portante par

dim, g = inf{dim F' : u(F) = p(X)}

C'est la notion la plus naturelle qui mesure la taille “du plus petit borélien”
portant la mesure u (les guillemets indiquent que plusieurs ensembles peu-
vent étre le plus petit). Définissons ensuite la dimension énergétique de
par

dime,uzsup{a>0:p,=2,ui avec IE <oo},
i

la somme signifiant une somme dénombrable forte (sous la norme de varia-
tion totale).

Maintenant nous définissons, pour la mesure p, sa dimension specirale
supérieure dim* u et sa dimension spectrale inférieure dim, u respectivement
par

dim™* g = inf{e 2 0 : v(a) = p(X)},
dim, p = sup{e 2 0: v(a) = 0}.

Dire que la mesure p est absolument continue par rapport & H, signifie
que Ho(F) = 0 implique u{F) = 0. Ceci sera désigné par u <« H,. 'l
existe un borélien F tel que H(F) = 0 et u(F) = u(X), on dit que p est
singuliére par rapport & H,. Cela sera désigné par u L H,. (De méme, on
peut définir la continuité absolue et la singularité d’une mesure par rapport
a4 Cap,). Moyennant ces deux notions, nous pouvons introduire deux indices

concernant p, 'indice de continuité et I’indice de stngularité, qui sont définis
respectivement par

Inde o = sup{a > 0: p < H,},
Inds pp= inf{x > 0:p L H,}.

Ces quantités, dimensions ou indices, sont des moyens pour mesurer,
d'une fagon ou d’une autre, la grandeur des boréliens qui portent une mesure.

icm
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On verra qu’au fond il n’y en a que deux qui sont distinctes. Autrement dit,
on ale

THEOREME 1. Pour une mesure positive pu on a

(1) dim,, p = dim, g = Ind, p,
(2) dim® g = dim,, g = Ind, 4,
(3) dim, u < dim"* p.

Aprés avoir démontré le théoréme 1, on pourra parler tout simplement
de la dimension inférieure et la dimension supérieure d'une mesure u, que
I'on désigne respectivement par dim, p et dim* p.

Pour chaque mesure p définie sur X, on a introduit dans Introduction
son. ezposant lipschitzien (inférieur) au point z, noté D(u, ). De méme, on
définit son exposant lipschitzien supérieur, noté D(u,x), en remplacant la
limite inférieure par la limite supérieure. Dans le cas ot D(u, ) = D{u, ),
on note D(u, z) la valeur commune. 11 est clair que plus Pexposant D(j, z)
est petit, plus dense est 1a masse de Ja mesure 4 au point z. On a le théoréme
suivant.

THEOREME 2. Pour une mesure positive ju on a
(4) dim* [ Z <= 2(”’? 1;) 2 & [-p.p.,
{5) dim* p < o 4 D(p, %) < @ p-p.p.

Sous une autre forme, ce théoréme peut g’exprimer par les deux formules
suivantes que on appelle les formules de dimensions :

(6) dim, g =sup{a > 0: D(u,z) > o pp.p.},
(7) dim* g = inf{a > 0: D(p, z) < a p-p.p.}.
En général, la dimension inférieure est différente de la dimension supérieure.
En réalité, I'égalité de ces deux dimensions signifie justement que la mesure
est unidimensionnelle.

Que signifie Vunidimensionalité d’une mesure? Pour répondre a cette
question, nous commencons par introduction de certaines classes de me-
sures. Une mesure 4 est dite o-lipschitzienne si elle satisfait

@#(B) < C(diam B)*

olt B désigne une boule quelconque et C' une constante indépendante de B.
11 convient de désigner par A, l'ensemble de toutes ces mesures. Soit & <
@ < co. Une mesure yu est appelée un a-atome si pour tout g > 0 elle vérifie

) pedoe; ([{rLpetvedpy.=>v=0

(Pextension aux cas ¢ = { et & = o¢ est naturelle). Alors, si une mesure
peut s’écrire comme la somme forte d'une suite de a-atomes, elle sera dite
o-dimensionnelle (définition introduite par J.-P. Kahane). Une mesure est
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dite wnidimensionnelle si elle est a-dimensionnelle pour un certain « > 0.
On a la caractérisation suivante :

THEOREME 3. Le fait gu’une mesure non nulle u soit a-dimensionnelle
est équivalent d Uun des faits suivants :

(a) dim, p = dim™ p = o

M p Hy sif<o, et L Hy 518> o

(c) p est portée par un borélien de dimension «, tandis que lo masse de
@ sur tout borélien de dimension strictement inférieure o o est nulle.

Terminons ce paragraphe par une remarque. Une classe un peu plus
large que la classe c-lipschitzienne est la classe des mesures ¢ peu prés
a-lipschitziennes, notée A%. Une telle mesure est caractérisée par le fait
guivant : pour tout £ > 0 il existe un compact K tel que

1kp € Aoy, w{K)>p(X)-e.

Evidemment A, C A%. Dailleurs, J¥ < oo implique u € A%, et u € 4,
implique I5_, < oo. Alors on dit qu'une mesure est un a-afome faible si
elle satisfait la condition (ii) dans la définition d'un a-atome et la condition
suivante : I, < oo pour tout £ > 0. Finalement, on voit qu’'une mesure
est a-dimensionnelle si et seulement si elle peut s’écrire comme une somme
de c-atomes faibles.

4. Démonstration du théoréme 1

LEMME 1. Pour toute mesure u il existe un borélien B tel que u(B) =
w(X) et dim B = dim, p.

Preuve. Pour tout entier positif n, il existe un borélien B, tel que
p(Br) = u(X), dimpu < dimB, < dimg, g+ 1/n.
Alors il suffit de prendre pour B Iintersection des B,,. m

L’inégalité (3) est évidente. On montrera (1) en démontrant successive-
ment les trois inégalitds suivantes :

dim, p < dim, p < Ind, ¢ < dim, p.
Solent oy = dimy 4, @y = dime s &t s = Ind. p. D’aprés la définition
du spectre de dimension, on a, pour tout ¢ > 0,
Uby—e(t) <o p-p.p.
Posons
Ko={t:n<U; _H<n+1} (n=0,1,2,..).
Nous pouvons écrire alors

Lﬂ“—‘ZlK,,,.u avee I < o0,

Dimensions de mesures 7

d’olt &1 £ @z, Observons maintenant que
If <00 = u<« Cap,.

En effet, s'il existe un borélien F' tel que Cap, F =0 et p{F) > 0, alors il
existe un corpact K C F tel que Cap, K = 0 et u(K) > 0, ce qui contredit
le fait que If < oo selon la définition de capacité. 1l est alors facile d'en
déduire que ap < org. Soit enfin & > 0. Prenons F = S(p, @1 +¢), l'ensemble
singulier de 4 d’ordre o +&. On sait que u(F) > 0 et Capgy, 4 F = 0. Cela
entraine que u < Cap,, .. est faux, d’olt cg < e,

Prouvons (2) en montrant successivement les inégalités suivantes :

dim™ p £ dimg, g < Tndg g < dim* .

Posons 81 = dim™ u, By = dimy, ¢ et 3 = Indg p. D’aprés le lemme 1, il
existe un borélien B tel que u(B) = u(X) et dim B = S,. Pour la premitre
inégalité, il suffit de montrer

(8) dmB > 81— (Ve>0).

Or, d’aprés la définition de 1, si lon prend A comme le complément de
’ensemble singulier de u d’ordre 81 — &, on a

u(4) >0, Up . (t)<oo sited
A fortiori,
w(BNA)>0, Uh _.(t)<oo site BNA.
On en déduit qu’il existe un positif M et un compact K € B N A tels que
WE)>0, Up (@B)<M sitek.

Cela implique Capg, . K > 0, d’odt (8). Quel que soit £ > 0, il existe un
borélien F tel que Hp, 4. (F) = 0 et p(F) = pu(X). Donc B2 € dim F < fa+e,
d'oli la deuxiéme inégalité. Soit € > 0. Posons F' = S(p, 81 +¢€). On sait
bien que

Capg,.c F =0, u(F)= plX),
d'ott B3 < f1 +¢€. w

5. Démonstration du théoréme 2. Remarquons que pour tout &
(0<e<a),ona '

{z:D(p,z)z 0} | Ew
k=1
avec

Ep ={z: p(Br(z)) <r* ¢ sir < 1/k},
d’otlt la conclusion: si D(u, z) > o pu-p.p., la mesure u peut s'écrire en somme

de mesures de (o — €)-énergie finie. Donc dim, 1 > a. Pour la réciprogue,
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observons que pour tout 8 (< o < dimy @) on a
du(y)
T 00 PP
J (d(z,v))?

d’otr D(p,z) = B p-p.p- On a ainsi prouvé (4).
Supposons que D(u,z) < o p-p.p. On constate que dim”* p < a, c'est-a-
dire que pour tout £ >0 on a

dp(
f(d ‘uy)o:-ks 0 PP

En effet, sinon, il existe un ensemble K tel que u(K) > 0 et que le potentiel
de 1 d’ordre e+ (pour un certain & > 0) soit fini sur K, d’ot Dy, z) > ate
sur K. Inversement, si le fait que D{u, z) < o p-p.p. n’est pas vral, il existe
un positif § et un ensemble F' tels que

w(F) >0, dimF<dim*y et D(pz)2a+b sizel
D’aprés le théoréme de Tricot on a donc dim F 2 o+ 4. Clest une contra-

diction. On a ainsi prouvé (5). w

Remarquons qu'ici on n’a utilisé que la partie simple du théoréme de
Tricot qui est valable dans tous les espaces métriques. Cette partie veut dire
que si D(u, 2) > e sur F avec p(F) > 0 alors dim F > o. On peut dire aussi
que c’est un théoréme de Billingsley.

6. Démonstration du théoréme 3. Introduisons 1'ezposant énergé-
tigue d’une mesure non nulle g :

() = sup{a > 0: I < oo}.
Caractérisons d’abord les a~-atomes faibles.

LEMME 2. Une mesure g non nulle est un c-otome faible si et seule-
ment si

dim" u = e(p) = a.

Preuve. Pour la nécessité, il suffit de montrer que si p est un a-atome
faible on a

a<e(y) et dim*u<co
Or la premiére inégalité est immédiate. Quant & la deuxiéme, il suffit que
Ubse(ty =00 p-pp. (Ve >0).
En effet, sinon, il existe un M > 0 ef un compact K tel que
M’(K) > 0: Q+5(t) <M site K.

Dimensions de mesures 9

Par conséquent, Ia+? < 00. Mais ceci implique que 1xp est & peu prés
(o + e)-lipschitzienne. Il existe donc un autre compact Ky C K tel que

p(Ko) > Ju(K),  liop € Agyepa.

Comme 4 est un a-atome faible, les deux derniers faits ne sont pas com-
patibles. Prouvons maintenant la suffisance. Il est clair que I*_, < oo.
Supposons alors qu'il existe une mesure non nulle v telle que v < yu et
v € Aage. Prenons un borélien B tel que u(B) = u(X) et dim B = dim* p.
1l existe donc un compact K C B tel que v(K) > 0. Par conséquent,
dim B > dim K > «+ ¢, ce qui contredit dim™ 1= . m

Revenons & la démonstration du théoréme 3. Les propositions (a), (b)
et (c) sont équivalentes d’aprés le théordme 1. Dans la suite, on s’engage &
montrer que p est a-dimensionnelle si et seulement si {c) a lieu.

Supposons u a~dimensionnelle. D’aprés la définition de a-dimensionalité
et la caractérisation dun atome faible, on sait que dimy p = . Pour le
reste de la nécessité, on le démontre par I'absurde. Supposons qu'il existe
un borélien B tel que dim B < « mais p(B) > 0. Puisque 'on peut écrire,
pour tout & > 0,

u= Z pi  avec pi € Ay,

il existe une mesure p,; telle que u;(B) > 0 et puis un compact K C B tel
que u;(K) > 0. Par suite dim B > dim K > « — ¢ (Ve > 0). Ceci contredit
dim B < a.

Supposons (¢). Pour tout n > 1, effectuons la décomposition de Kahane
d’ordre & — o/ :

p=1la u+lg u
avec

Capa_a/n B, =0, Uy_a/n(t) < oo site€ A,

43

Il est clair que dim B,, € o — a/n < @, donc p(B,) = 0. Regardons alors
X Ui: o/n COTAINE UNE variable aléatoire définie sur l'espace de proba-
bilité (X, 1) (on suppose que u(X) = 1 sans perte de généralité). On a vu
que X, est presque slivement finie. Il existe donc un positif M, suffisamment
grand tel que

WX > M) < =

D’aprés le lemme de Borel-Cantelli, on a ensuite

,u,( [OJ ﬁ {Xm <'Mm}) = 1.

n=1m=n
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Posons maintenant

Cr= [ {Xm < Mn}, Ca= [){Xm < Mp}\Cosx (n22).
m=1 M=,

La suite {Cpr}n>1 étant une partition dénombrable de X, on peut écrire
p= 302 e b Ol iy = Lo, b est telle que sim 2 n, on ait

Igia/m = f Ugia/m dptn, < I X ditn, = f X dth < M.
X X Cn

Cela signifie que toute mesure non nulle pn est un c-atome faible, d’ot
I'a-dimensionalité de p.

7. Quelques exemples. Calculons maintenant les dimensions de cer-
taines mesures concrétes. On va dire méme un peu plus. Rappelons que le
théoréme 2 ne nous donne que des informations sur le comportement de
D{p, z) sur un ensemble qui porte la mesure y. Que se passe-t-il hors de cet
ensemble? En réalité, certaines mesures distribuent également des masses
en dehors d’un ensemble portant. C’est-3-dire que D{u,z} < co pour des
n'appartenant pas a Uensemble portant. La vérité est que 'on peut trouver
des masses énormes, i.e. D{y, ) < dim™ p, sur un ensemble de dimension
petite et des masses négligeables, i.e. D(u,z) 3 dim™ p, sur un ensemble de
dimension grande. L’analyse multifractale consiste & donner une description
quantitative de ce phénomeéne. Précisément, pour o > 0 on introduit

Fy={eeX:D(z,u)=a}, Ro={zeX:D(z,p)=oa}

On essaye d’évaluer leurs dimensions f(a) = dimF, et 7(a) = dim R,.
Sl existe une infinité de a tels que f{o} > 0 ou r(a) > 0, on dit que
u est multifractale. Le mieux est de donner une formule explicite de f(o)
ou de r(). Ceci est faisable dans certains cas, les cas que 'on va discuter
maintenant, par exemple.

EXEMPLE 1. Mesures de Lebesgue homogénes sur des ensembles de Can-
tor. Etant donné un intervalle [a,b] et une suite (€n)n>y avec 0 < &, < 1/2,
par dissection on obtient un ensemble parfait symétriqgue E dont le point
représentatif peut s’écrire comme

(S) e=a+(b=-a)Y enéi.. bnor(l— &)
n=1

avec &, = 0 ou 1 ([14]). La fonction de Lebesgue construite sur E est
la fonction définie sur R continue croissante, localement constante sur le

icm
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complément de F et admettant I'expression suivante sur F :

o0

L{z) = Z—" (z € B).

n=1

La fonction L représente une mesure continue p, de support E qui est
de mesure linéaire nulle si et seulement si

lim 2™ ...6, =0,

=00

qu’on appelle lo mesure de Lebesgue homogéne de E.
PROPOSITION 1. Siz € F° on a D(p,2) = D(y,z)=cc. Siz €E on a

. —n log 2 —nlog2
liminf ———— < D(y,z) < liminf ————,
T gt by = Dle) SHmbt e
—nlog? _ _
lim sup nog < D(p,z) < limsup nlog 2

n—oo 10g&1 ... &nq1 n—oo 108&1...6n ’
Preuve. Le premier fait est évident. On a méme p(B.(x)) = 0 pour r
assez petit 8i z € B¢ car L est localement constante sur £¢. Maintenant soit
x € E et r tel que

Ero a1 ST <Er . e

Il est clair que By.(z) contient au mois un intervalle d’ordre n+1 et est con-
tenu dans une réunion de, au plus, trois intervalles d’ordre n. Par conséquent,

2~ < (B (z)) <3-27,
d’out le résultat. w

En particulier, on 2

dim g = liminf _—nlog2
n—eoo logéy... &,
& condition que
logén
im " = 0.
n—voo log €y .. -n
Considérons (&, )n>1 comme une suite de variables indépendantes définie
sur {0,1}N. Alors u peut &re considérée comme la fonction de répartition
de la somme (3). Ceci donne aussi un sens & p pour toute suite (§n)n>1
avec 0 < £, < 1. En réalité, c’est une convolution infinie de Bernoulli ([13]).
On sait que y est soit absolument continue soit singuliére par rapport &
Ja mesure de Lebesgue. On signale que le calcul de dimension y lors de
£n > 1/2 est un probléme délicat et qu'on ne sait méme pas sous quelle
condition exacte la mesure y est singuliére.

EXEMPLE 2. Mesures de Gibbs sur {0,1,2,...,¢— 1IN, Soit ¢ > 2 un
entier. Considérons V’espace Go = {0,1,2,...,¢ — 1} muni de la métrique
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d(t,s)=c™™ (t,8 € Go) ou n=1nf{j > 0:t; # s;}, et le shift T: G — G,
défini par (T't),, = tys1. Une boule de rayon ¢™" sera appelée un n-cylindre
et le n-cylindre contenant ¢ (€ G.) sera notée par c,(1).

Soit ¢ une fonction continue définie sur G.. On considére les sommes
partielles

71
Swp() = Y @(T™)  (n21).
i=0
S’ existe, pour ces sormes, une mesure T-invariante v, et deux constantes
P(yp) et {, telles qu'on ait

Ve (Cn ()
exp{—nP(p) + Sne

on dit que v, est une mesure de Gibbs associée & et que P(p) est la
pression de . L'existence et l'unicité de la mesure de Gibbs associée & ¢
sont assurées par le fait que ¢ est hildérienne; toute mesure de Gibbs est
ergodique; 'entropie topologique du shift T, h(T) = P(0) = logc, est finie;
la pression de ¢ ne dépend pas de v, ni méme de Dexistence de v, et elle
peut se définir indépendamment par

(< o) <¢ (WMted, ¥nz1),

1 .

Plo)=Jim s (30 et Swel)
C nreylindre
Nous référons aux [4, 17] pour ces rappels et d’autres informations sur les
mesures de Gibbs, la pression et Uentropie.

Il est clair que la mesure de Gibbs donne un encadrement de la moyenne
Anp(z) définie par n~'S,¢(z) & Paide de la pression et inverserment. Sup-
posons que ¢ soit holdérienne. On a tout de suite l'expression suivante :

(9) lim 08Ve(en®)) 1 (P(p) = lm Anp(t)) (V1)

n—o loglea(t)]  loge
ol [cn(t)| désigne le rayon de ¢,(t), ie. ¢™™. L'égalité précédente vaut si
I'une des deux limites existe. D’aprés Pergodicité de v, et les formules de
dimensions, on obtient immédiatement

, 1
(10) dimpy = (P - [ o) an).
S'll existe une constante C' &€ R et une fonction continue u : G, — R
telles que ¢ — O =u—~wuo T, on dit que ¢ est homologue & la constante C.
Supposons que  n'est pas homologue & une constante. Envisageons alors la

famille des mesures de Gibbs vp, (p € R). Chacune d’elles étant ergodique,
on a done

Jim Anp(t) =W () vpe-pp. avec U(p) = [ o dup,.
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Désignons par P(p) la pression de py, i.e. P(p) = P(py). En ce qui concerne
les propriétés des fonctions P(p) et ¥(p) et leur relation, les faits suivants
sont bien connus ([3, 15]): (1} P(p) est analytique et strictement convexe;
(2) ¥{p) est inversible et bi-analytique; (3) ¥(p) = dP(p)/dp.

PROPOSITION 2. Soit v, la mesure de Glibbs d'une fonction héldérienne
@ définie sur G,.
(a) v, est unidimensionnelle et
i, — PO =2
loge

{b) §i n'est pas homologue & une constante, quel que soit g € Tm{P(1)—

¥(p)) on a
dim {¢: Dy, 1) = 4.} = 2RI = 2¥(P)
logc log ¢
ot p est l'unique solution de Uéquation ¥(p) = P(1) —q.
(c} Si @ est homologue & une constante, v, nest pas multifractale.

Preuve. (a) est déja démontré; (c) est évident car D(v,,t) = Const.
Pour (b), définissons

E;={te G, : D(y,,1) = g/logc},
Ep,q ={t € Go: D(vpy,t) = a(p,q)/logcl,
ol a(p, ¢) est & déterminer. D'aprés (9), on a
E,={teG,.: nlizxge App = P(1) — g},
Epqa={teG,: pnlirrgo Anp = P(p) - a(p, ¢)}-

Prenons alors a{p, g) = P(p) — p(P(1) — g). Supposons p # 0. D’aprés le
choix de a(p,q), on a E, = E, .. 5i on choisit ensuite p et ¢ de sorte que
P(1) — g = ¥(p), on aura vp,(F, o) = 1. Selon le théoréme de Billingsley

( })3

Supposons p = 0. Soit g == P(1) ~#(0). On a
Ey={t: lim 1 8np(t) = ¥(0)},

v{Ey) = 1.

D’aprés (10), on a enfin
P(0)

12 dim(Ep(1)-w(g)) 2 dimyg = Togc "

ExXEMPLE 3, Mesures de Markov. Soient M = (p;;) une matrice stochas-
tique d’ordre ¢ (¢ > 2 un entier), p = (p;) une ligne de probabilité telle que
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pM = p. It existe une probabilité g sur G, = {0,1,...,c— 1IN telle que

I-L(C(jlzj2a e ajn)) = DPi1Pjrja - -

,jn) désigne le cylindre constitué des suites de G dont les n
, jn. Cette mesure p s'appelle mesure

. pjn—ljn

ol ¢(f1,J2,- - -
premieres coordennées sont fi, Ja,- . .
de Markov.

Nous définissons une variable comme ci-dessous :

f(t):pjljz Sit:(jhj%'--’jm---)-

Moyennant cette variable, nous pouvons exprimer la masse concentrée sur
un cylindre de la mesure 4 de la fagon suivante :

n--2
log (I (t)) = logpy, + Y  log f(T*()).
k=0
Par conséquent,
lOgN(Cn( ))
= = 1 A

ol g(t) = —log f(t). Si tout élément de M est strictement positif, la fonction
g(t) est finie. Comme g ne dépend que de t; et t3, elle est hdldérienne. Nous
désignerons par v, la mesure de Gibbs associée & ag, par P(«) la pression
de ag, et par ¥{a) la moyenne [ gdvyg.

ProrosITION 3. Soit 4 lo mesure de Markov définie sur G, par la pro-
babilité de départ p = (p1,...,p.) et la matrice de transition M = (py;).
(a) Si M est irréductible, on a

dimy = —E Z szpzj log pi;.

1=1 j=1
(b) 8i M est strictement positive, on a, pour B = ¥(a

);
- _ B\ _ Pla) - a¥(a)
dim {t s D{p,t) = log'c} = Togc .

Preuve. (a) est une conséquence directe de (11) et de 'ergodicité. Soit
a fixé et B = ¥(a). Considérons

Eg = {t: D(u,t) = B/loge} = {t: l_i_{xéoAng(t) = 3},
Fg = {t D{vgg, t) = (lggcaﬁ} ={t: anlingo Ang(t) = af}.

Si o #0, on a Eg = Fg et va,(Eg) = 1. Donc dim By = (P{a) — o)/ loge.
Sia=0,5=9(0). On a vy(Ey(y) = 1. Done dim Ey gy = P(0)/loge.
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Soit M, la matrice définie par (M,)y; = p;”- Soit g(a) le rayon spectrale
de M. Il est facile de calculer la pression et sa dérivée :

1 d
P ) = 10 i}, !F = ———— "
(o) =Togo(e), (o) = s a(e)
Donc les proprietés multifractales d'une mesure de Markov sont bien déter-

minées par les rayons spectraux g(a). Par exemple, pour la mesure de
Bernoulli définie par p = (p1,...,p:) (p; >0, S.p; =1) on a

o(Fa) = Z p;
j=1

Par conséquent, on peut vérifier directement que la fonction croissante
Y(p) : R — |—log max{p;}, — logmin{p, }|

est bijective. Donc, si u est différente de la mesure de Haar, elle est multi-
fractale.

ExemMpLE 4. Produils de Riesz. Considérons le produit de Riesz -défini
sur T basé sur la suite (A,)n»1
o0
oy = H(l +Rere®?) (e23, |r] <)
n=1
Dang [7], on a démontré que pour tout r (|r| < 1), 4, est unidimension-
nelle et multifractale. Sa dimension est

dim g =1 — @ f log(1 4 7 cos 2rz) dpr ().

Avec les mesures de Gibbs, on peut donner plus d’information sur la mul-
tifractalité de p,.. Pour ce faire, définissons Vapplication £ : G, — [0,1]
par

oo

oty ta) =3 i
e
Il est clair que £ est holdérienne. Soit
G ={t=(t;) €Gc: YN 20, In = N tel que t, # c}.

La restriction £ : G — [0, 1] est maintenant une application non seulement
héldérienne mais aussi bijective, et méme, si [0, 1 est muni de la métrique
c-adique, ¢ est bilipschitzien et elle préserve alors la dimension au sens que
dimF = dim F s £(E) = F. Quel que soit & € [0,1], il existe un unique
élément ¢ de G tel que £(t) = x. On. a alors

c"z = £(T"t) (mod 1).
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Posons ¢(t) = log(l + rcos2wg(t)) (t € Go). Alors g(t) est holdérienne.
Comme avant on peut définir P(a) et ¥(a). Remarquons que {[7])

n—1
D(pr,z) =1~ H;?: nlgr;o —T]; kgulog(l + 7 cos 2wel).

Posons
Eg={z e [0,1]: D(yr,z) = 8},
Fg= {te GZ : nll-»ncl:o Ang(t) = (1 - ,@) log c}.
On peut identifier Eg et Fa par £, & savoir £(Fg) = Eg. Comme dim Ey =

dim Fj, il suffit d’évaluer dim Fg. Soit o tel que (1~ 8)loge= ¥(a). On a
Vag(Fz) = 1. Or, d’aprés la définition de la mesure de Gibbs, si & 550 on a

P(a)
- . A — —_ .
Fp = {t € GL: D(vg,. 1) Toge ol ﬁ)}
Selon le théoréme de Billingsley,
: P(a)
dlmFﬁ = @ —_ Qﬂ{l - ﬂ).

Supposons ¢ = 0; done § =1 —¥(0)/logc = 1. Alors
Fg={t: Jin Ang(t) =T (0)}.
Donc dim Fg > dimvy = P{0)/loge = 1. Ainsi on a démontré
PropoSITION 4. Soit i le produit de Riesz défini ci-dessus.

(8) pr est unidimensionnelle et
1
dimpip =1 - — ~{2).
im g, g f log(1 + rcos 2re) dun ()
(b) Soit B l'unique solution de (1 — B)loge =¥ (). On a

dimft: Dlpr,t) = py = ZELZ2F(3)
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