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is a central (1, p)-atom (see [5]) of the space HAP(R™). So, by Theorem 3.1
of [5], it follows that

Fa(@) = L2 llal B(O, ' ~V/?b() € HAP(R™).

Hence f(z) = fi(z) + fo(z) € HAP(R™), that is, HK,(R") N L, (R") C
HAP(R™).
This finishes the proof of Remark.
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Sur les espaces de Fréchet ne contenant pas cg
par

X. FERNIQUE (Strasbourg et Chapel Hill, N.C.)

Sommaire. Soit E un espace de Fréchet séparable ne contenant pas cp; soit de
plas (Xn) une suite symétrique de vecteurs aléatoires & valeurs dans B, Alors si la série
de Fourier aléatoire Y Xn exp(i{An, 1)), ¢ € RY, a p.s. ses sommes partielles localement
uniformément bornées dans E, nécessairement elle converge p.s. uniformément sur tout
compact de R? vers une fonction aléatoire 3 valeurs dans E et & trajectoires continues,

1. Introduction, notations, énoncé

1.1. Dans deux papiers récents, M. Talagrand et X. Fernique étudient
respectivement les séries de Fourier gaussiennes 4 valeurs dans un espace de
Banach séparable E ([8]) et les fonctions aléatoires gaussiennes stationnaires
sur R? & valeurs dans un espace lusinien quasi-complet E ([3], {3'). L’un
et l'autre montrent que si les éléments aléatoires qu'ils étudient sont p.s.
localement bornés dans E et si F ne contient pas cg, alors ces éléments ont
des propriétés de continuité. Dans ces études qui prolongent les plus anciens
résultats de Hoffmann-Jargensen ([4]) et de Kwapiefi ([6]) sur les espaces de
Banach ne contenant pas ¢g, le caractére gaussien semble important. On se
propose de montrer ici qu’en fait 'analyse des énoncés de [8] et des méthodes
d’étude de [3] permet de supprimer toute hypothése gaussienne et méme
tout calcul gaussien, au prix d’une restriction sur les espaces considérés par
rapport a [3], [3'].

Dans tout ce travail, E désignera un espace de Fréchet séparable (com-

.plexe); on notera (A,) une suite d’éléments de R? et (X,) une suite symé-
P

trique de vecteurs aléatoires & valeurs dans E; on supposera que I’espace
d’épreuves est complet et on posera Sp = {QN[0,1]}%, § = Q¢ On dira
que B contient ¢y si :

(1.1.1) 1 existe une suite (z,) conteme dans E telle que pour toute suite
1991 Mathematics Subject Classification: 60B11, 42A32, 42Bxx.
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numérique (ay), on ait : ¥ a,z, converge dans E si et seulement
si {ay,) appartient 3 co.

Dans ces conditions, on se propose de comparer les deux propriétés sui-
vantes :
N

(1.1.2) {{ ZX,, exp i{An,t) ; £ € So, N € N} borné dans F } =1,
n=1
(1.1.3) P{ anexp i{An, 1), t € [0,1]%
n=1

converge uniformément dans E} =

On remarquera que ces deux propriétés sont trivialement équivalentes si
la suite (A,,) est bornée puisque sous cette condition et si (1.1.2) est vérifide,
la série 3oo; X, expi{),,1), t € [0,1]%, a presque sirement pour somme
une fonction analytique entiére et donc continue vers laquelle elle converge
uniformément.

1.2. Le résultat présenté ici est énoncé dans le théordme suivant :

THEOREME 1.2. (a) On suppose d = 1; soient F un espace de Fréchet
séparable contenant cy et (A,) une suite positive non bornée; il existe alors
une suite symeétrique (X,) de vecteurs aléatoires ¢ valeurs dans E vérifiant
la propriété (1.1.2) sans vérifier la propriété (1.1.3).

(b) Inversement, on suppose d arbitraire; soient E un espace de Fréchet
séparable ne contenant pas cg et (A,) une suite dans RY; alors toute suite
symétriqgue (X,,) de variables aléaioires & valeurs dans E vérifiant la pro-
priété (1.1.2) vérifie aussi la propriété (1.1.3).

COROLLAIRE 1.2.1. Soit E un espace de Fréchet séparable ne contenant

pas co; soit de plus (X,,) une suite indépendante de variables aléatoires i
valeurs dans F; on suppose que

P{{ i)(nexpi()‘n,t) ;1€ 85, N¢ N} borné dans E} =1.

n=1
Alors il existe une suite non aléatoire (ay,) d’éléments de E tels que :
(i} l'ensemble {3V  anexpi(An,t) ; t € So, N € N} soit borné
dans E,
(i) P{3 oo [Xn — an]expi{X,,t) ; t € [0,1]%, converge uniformément
dans E} =1,
Remarque 1.2.2. Le théoréme énoncé ci-dessus généralise et relie entre

euX le théoréme de Billard sur la convergence des séries de Fourier réelles
a coefficients symétriques aléatoires et le théoréme de Hoffmann-Jprgensen
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et Kwapieri ([4] et [6]) sur les séries de vecteurs aléatoires & valeurs dans
les espaces de Banach; les démonstrations que nous présenterons ci-dessous
n’utiliseront pas ces théorémes dont elles fourniront d’ailleurs de nouvelles
preuves.

Le schéma d’étude utilisé n’autorisera pas i étendre I’étude aux espaces
lusiniens quasi-complets plus généraux (cf. {3]). Par contre, il permettrait
aussi bien d’étudier des séries de Fourier sur un groupe localement compact
abélien arbitraire (cf. [8]).

Dans le paragraphe 2, nous présentons les résultats techniques nécessaires
pour la preuve du théoréme que nous développerons ensuite an paragraphe 3.

2. Eléments techniques pour la preuve

2.1. Dans tout ce paragraphe, on note (£, ) une suite de v.a. de Radema-
cher indépendantes et (z,) une suite d’éléments de F; on suppose que
Pespace E ne contient pas ¢y et que

YrneN, X,=c¢,z,;
pour alléger I’écriture, on posera d’ailleurs :
VteRLYREN,  Xu(t) = Xnexpi(h,,t).
On suppose aussi que la propriété (1.1.2) est vérifiée. Dans ces conditions,
on a
ProOPOSITION 2.1, La propriété (1.1.2) implique que

(2.1.1) Il existe une suite (n;) d’entiers croissant vers l'infini telle que

P{Vt € [0, 1}¢, i { EXﬂ(t) << nk.,_l} converge } = 1.

k=0
En particulier, elle implique ausgsi

(2.1.2) vt € [0,1]% { ZX (1) converge} =1,
n=g0
Démonstration. Les propriétés d'intégrabilité des séries de Radema-
cher et les propriétés des parties bornées des espaces de Fréchet séparables
([2], théoréme 1.8) montrent que sous les hypothdses indiquées, il existe une
partie symétrique convexe fermée et bornée (non aléatoire) B de E telle
que

E sup sup {NB[Z X,,.(t] P tE [0,1]'1} .<' 00

n=1
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Ceci suffit pour construire une suite non aléatoire (n)) d’entiers croissant
vers 'infini telle que la série de terme général

2""‘“113{31;%5111) {Ns[ixn(i)] ; te|0, l]d}

> sup sup {NB[ZXﬂ(t] ; tefo, 1]d} +2—k}

mEng

soit convergente. Notons alors J le couple {—1,4+1}; pour tout entier k& et
tout n € J*, posons

() = Sup sup {NB[Em[ZX
_<_ n < (m+ 1)/\1’1_,‘4.1”, te [0,1]d};

les propriétés de symétrie de la loi de la suite {X,,) montrent que

0o

Z[ > Pluesa(n) > .uk(n)-l-Z"‘}] < 00;

k=0 neJk+l

le lemme de Borel-Cantelli implique donc qu’il existe un ensemble presque
slr 2y tel que

Vw € 00,3k €N 1 VE > ko, ¥p € J¥H peia(m) < mi(n) + 27°F,
() < po(m) + 1.

Ceci signifie en particulier que pour tout w € 2 et tout ¢ € [0, 1]9, la suite
(z)) définie par

Ty -—- [an(w,t) HE T m,.;.]]

vérifie la propriété suivante :

N .
L’ensemble {37 ", nnn ; 7€ {=1,+1}Y, N € N} est un ensemble
borné dans E.

L’espace de Fréchet £ étant complet, on en déduit de la méme fagon que
dans les espaces de Banach que la suite () vérifie aussi :

Pour tout (a,) € cg, 3 anz, converge dans E.

Puisque E ne contient pas cp, on en déduit que la série Y.z converge;
c’est la premiére conclusion de la proposition. La seconde partie s’en déduit
immédiatement a partir des inégalités de Lévy appliquées pour chaque t fixé
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dans [0, 1]? aux restes de la série 3_,> ) X (2); on a en effet
Z X;(0)] > b}

< 2,,1i_.meHZ{ZX“(t) g <n< nk+1}l > h} =0,
k=p

la proposition est donc démontrée.

vt € [0,1]4,Vh > 0, { lim sup

n==+00 m>

Sous I'hypothése (1.1.2), la proposition 2.1 permet de définir des fonc-
tions aléatoires X et Ry, k € N, sur R & valeurs dans E en posant

X(w,1) = { g:;‘;l Xn(w,t) sila série converge dans E,

sinon,
et de la méme maniére

VEEN, Rulw,t)= {En_k X, (w,t) sila série converge dans E,
SlIlDﬂ

PROPOSITION 2.2. La fonction aléatoire X est continue en probabilite.

Démonstration. Les propriétés de contraction des séries de Radema-
cher ([7], théoréme 2.4.9) montrent que pour tout ¢ € R? et toute semi-norme
continue N sur E, on a

Yk eN, EN[R(t)] < 2EN[R(0)];

la conclusion résulte donc de la continujté en probabilité des sommes par-
tielles.

PrOPOSITION 2.3. [La propriété (1.1.3) est équivalente & la propriété
suivante :

(2.3.1)  Pour toute semi-norme continue N sur £, on a
P{lim sup N[X(t)-X(0)] =0} =1.

t—0,t

La démonstration de la proposition 2.3 utilisera les propriétés d’oscilla-
tion des séries de Rademacher; on trouverait une démonstration assez voi-
sine d’une propriété apparemment équivalente dans [1]. Le résultat de [1]
reste malheureusement inutilisable ici puisqu’il exige que X soit séparable
et continu en probabilité; sans doute X est-il continu en probabilité, mais
cette seule propriété ne permet d’en construire une modification séparable
que si Pespace E est de dimension finie; il n’est pas immédiat d'ailleurs que
la propriété (2.3. 1) implique que les trajectoires de X aient les propriétés
de compacité qui permettraient ([2], théoréme 1.4.3) d’en construire une
modification séparable méme en dimension infinie; enfin, il ne suffirait pas,
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pour pouvoir appliquer le résultat de [1], d'utiliser une modification pseudo-
séparable au sens du théoréme 4.1.8 de [2]. Le lemme ci-dessous utilise une
notion d’oscillation adaptée 3 la non-séparabilité de X; il en donne aussi, 3
partir de la seule loi de X, un calcul effectif qui sera nécessaire dans la suite.

LEMME 2.3.2. Pour loute semi-norme continue N sur E, il existe un
ensemble presque sir (% et une application non aléatoire w de R* dans R
tels que pour tout w € 12 et t € RY,

Lim [sup{N[X (w,8) = X (w, )] 5 [t~ 5] V[t = 8| < e, {3,5'} C §}] = w(2),
et pour tout t € R4,
(2.3.2.1)
w(t) = lim Esup{N[X(s) - X(s")] ; |t—s|Vit—s|<e, {s,5'} C §}.
Démonstration du lemme 2.3.2. Nous fixons une semi-norme

continue N sur E; pour toute fonction f définie sur S & valeurs dans E,
nous posons pour tout ¢ € RY,

V(f,t,u)= P—IR: sup{N[f(s)— f(s')]; [t - sl Vit —&'| < u,

ls=¢|<e, (5,5} C 5,
V(f1) = lim swp{N[f(s)~ J(s)]; Jt— sV [t—o| < &, {a, 8} C 5);

on a donc V(f,t) = limy_p V(f,t,u). 1l existe alors un ensemble presque
stir (2 tel que

Ywe 2,Vs€ S, X(w,s)= EXn(w,s),
n=1
et aussi

Vo € 2,¥s € S, VR EN,  Ri(w,9)= 3 Xa(w,9);

n=k

on a immédiatement du fait de ’uniforme continuité des exponentielles
Vw € 0,V €R VU > 0,VEEN, V(X(w),t,u)= V(Ry{w),t,u);

il en résulte que pour t et u fixés, la variable aléatoire w — V(X (w),t,u)est
une variable aléatoire terminale pour la suite indépendante (e,), c’est donc
une variable aléatoire dégénérée; le théoréme de convergence monotone et
les propriétés d’intégrabilité des séries de Rademacher fixent d’ailleurs sa
valear presque siire : il existe un ensemble presque siir §2; tel que

Vw e 0,V e S,Vu € Q+’ V(X(w)rt) u) = 'D(ta 'u')
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0y

oll
ot, ) = lim Elsup{N[X(s) = X(s]; lt— sl V |t~ | <,
s —s'| <, {34} C 5}].
L'implication évidente
[t—s] < h=V(f,t,u) V(S s,u+h), v(i,u) < v(s,u+h)
et la densité de 5 montrent alors que
Vw € £2y,Yu > 0,V € RY,  w(t,u™) < V(X (w),t,u) <ot ut);
on a donc
Vwe 2,VteRY,  V(X(w),t)= P—To v(t,u);
c’est le résultat du lemme.

Démonstration de la proposition 2.3. (a) Si la propriété
{1.1.3) est vérifiée, alors X a une modification & trajectoires continues; la
propriété (2.3.1) en résulte. )

(b) Inversement, supposons la propriété (2.3.1) vérifiée; fixons une semi-
norme continue N sur E; avec les notations du lemme 2.3.2, l’hyI')czthese
(2.3.1) implique que w(0) = 0. Les propriétés de contraction des séries de
Rademacher montrent que

(2.3.3) ¥(t,8) CRY,  w(t) < 2w(s).
On a donc pour tout ¢ € R%, w(t) = 0. La compacité de [0, 1]* montre alors
que

Vw € 24, lim sup{N{X(w,s)— X(w,sN]; [s—&'| < e, {s,6} C S} =0.

La topologie de E étant engendrée par une famille dénombrable de semi-
pormes, ceci implique qu’il existe un ensemble presque sfir 2, sur lequel la
restriction X’(w) de X(w) a So est uniformément contin}le; pour totbt w €
12, on peut donc prolonger X'(w) en une application continue de [0, 1]* dans
E. On pose alors X'(w) = 0 en dehors de f2;; puisque {2 est complet, .X"’ est
une fonction aléatoire & valeurs dans E; c’est une modification de X puisque
cette dernidre est continue en probabilité : X a donc une modification &
trajectoires continues; la propriété (1.1.3) en résulte,

PROPOSITION 2.4, Supposons que la propriété (1.1.3) ne soit pas vérifide;
alors la propriété suivante est vérifide :

(2.4.1)  Pour toute suite (ny) d’entiers croissant vers linfini, on a

P{Et & _[O,i]d : i{ ZX,,(t) g <n< nk+1} diverge} =1.

k=0
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Démonstration, Puisque la propriété (1.1.3) n'est pas vérifide, la
proposition 2.3 mentre qu’il existe une semi-norme continue non aléatoire
N sur F et une variable aléatoire A > 0 telles que

P {lim sup[ N[X (1) - X(0)]; 1€ Q] = A}
= P{limsup[N[R(t) ~ Ri(0)]; t€Q]= A} =1,

de sorte que A est une variable aléatoire terminale pour la suite indépendante
(&) et elle est p.s. non aléatoire. Il existe alors un ensemble presque sir £2
tel que par la propriété (2.3.3),

{
lim sap sup N[E(Xn(t) - Xn(s))] > A4

a—t,scRd Dk n=k

Vo € 20,¥t € Q4 Vk EN,

pour tout w € 2 et tout k € N, nous posons
i
- 4, .
Uiw) = {t € [0,1)¢: sup N [Z_ﬂ Xa(1)] > M8}

alors Uy(w) est un ouvert partout dense de [0,1]% et le théortine de Baire
indique que Vintersection des Ug(w), k& € N, n’est pas vide; soit ¢ = t(w)
un élément de cette intersection; alors la série " X, (w,?) diverge. (est le
résultat énoncé si (ng) = N. Le résultat général s’établit de la méme fagon.

3. Démonstration du théoréme

3.1. Suppposons pour commencer que la suite positive {(An) soit non
bornée et que E contienne co; on peut alors construire une suite strictement
croissante (n;) d’entiers positifs et une suite () extraite de la suite (A,)
telle que

(3‘1‘1) VJ E N-: 211,‘ ..<.. A_’-, S 2nj+1) n] 2 .? .

Nous notons (g, ;) une suite double de Rademacher et nous posons dans
ces conditions, en suivant un schéma proche de celui de [5], 13.16,

m
(3.1.2) Fa(t)=m™ 3" e explidid], m>1, teR;
J=ml
on a donc
(3.1.3) VEERYm>1, [F.(t)| <1, EB|F.()?=m"1.

Les propriétés (3.1.1) et celles des séries trigonométriques lacunaires mon-
trent alors qu’il existe des nombres C; > O et €y < o indépendants de la

icm
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suite (A, ) tels que, puisque (3.1.2) implique que 2-mAl > 1,

(3.14) Vm21l, Ci<E sup [F.()<E sup |Fn(t) <C,.
tE[0,2-m] 1€[0,1]

On pose F := {F,(¢) ; m € N, t € R}. La propriété (3.1.3) et les inégalités
de Khinchin montrent que pour tout ¢ € R, la série 3°|F(t)[* est p.s.
convergente; il en résulte que

VieR, P{F(Ri)€co}=1;
la méme propriété (3.1.3) montre aussi que

ViEQ, sup|FL(t)]<1;
m>1

le théoréme 4.1.9 de [2] implique donc que F' a une modification & valeurs
dans ¢o et & trajectoires bornées. Par contre, la propriété (3.1.4) montre
que

Vm>1, E sup ||F(t) - F(0)|e, 2 E sup [Fu(t)| - ElF,(0)]
te[0,2-m] te[,2—m]

2 C‘l - m—l/: b)
donc
(3.1.5) Bm B sup [|F(t) = FO)lle, > C1,
m]

M=r OO 55[0‘2_

de sorte que les propriétés d’intégrabilité des sommes de Rademacher im-
pliquent gue F' n’a pas de modification i trajectoires continues dans co.

Par ailleurs, puisque E contient ¢p, il existe une suite (z,) contenue dans
I vérifiant les propriétés suivantes :

(3.1.8)  Y(fn) € co, 3 fuzy converge dans E,
(3.1.7) ’ensemble {22;1 Fnza; [fallo <1, N € N} est borné dans E,

(3.1.8) il existe une semi-norme continue N sur E telle que
i >1.
SN 21

Posons alors pour tout n € N,
X = 0 si A, n'appartient pas & l'ensemble (A}, § € N),
P Xemgm T e s mE [/2,5) s Aa= AL,
et formons finalement les trois séries :

5] m
8y = Zanm Sq = Z Z Em‘j'fTL'“lmm exp[iAgt],
i ) mz=1 j=m+1 ‘ ‘

Sy = Z X, expliAat].
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Dans ces conditions, puisque F' a une modification hornée, la série 57 a
p.s. des sommes partielles uniformément bornées dans E. C’est une série
extraite de la série i termes symétriques Sp; les inégalités de Lévy montrent
donc que les sommes partielles de la série $; ont la méme propriété et anssi
les sommes partielles de la série 53 extraites de la série 3 : ceci montre
donc que la série S5 vérifie la propriété (1.1.2). Par contre, la série S3 ne
vérifie pas la propriété (1.1.3); sinon les inégalités de Lévy montreraient que
la série S; 3 termes symétriques dont elle est extraite convergerait aussi
localement uniformément presque sirement; la série 5 extraite aurait la
méme propriété et ceci est contradictoire avec les propriétés (3.1.5) et (3.1.8)
qui impliquent que le terme général de cette dernidre série ne converge pas
uniformément presque sirement vers zéro au voisinage de t = 0. Cette
construction justifie donc I’énoncé (a) du théoréme.

3.2. Supposons maintenant que E' ne contienne pas co et que la série
3% 1 Xnexp i{An, t) vérifie la propriété (1.1.2) sans vérifier la propriété
(1.1.3); alors 1a symétrie de la famille (X,,) montre qu'il existe une suite de
variables de Rademacher indépendantes (e, ) et un ensemble presque sfir 20
tels que pour tout w € {29, la série 3 0o, X p(w)en exp i{An, t) vérifie anssi
la propriété (1.1.2) sans vérifier la propriété (1.1.3). Dans ces conditions, la
proposition 2.3 montre alors que, w étant ainsi fixé, pour toute suite (ny)
d’entiers croissant vers I'infini,

oo
P{Ht €f0,1) : 2 { Z Xn(w)enexpi{An,t) ;
= n<n< nk+1} diverge} =1,

alors que la proposition 2.4 implique la conclusion opposée, il y a donc con-
tradiction : nécessairement la série 350 ; X, exp i{An, 1) vérifie la propriété
(1.1.3); le théoréme est démontré.

3.3. Preuve du corollaire. Sous les hypothéses du corollaire,
‘notons (X*) une copie indépendante de la suite (X,) et (Un) = (Xn — X3);
alors la suite (U,,) est symétrique et le théoréme montre que

(=0}
P{ Z} Uy exp i{An, 1), t € [0,1}¢ converge uniformément dans E} =1;

le théoréme de Fubini fournit donc la conclusion du corollaire.
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