Sur les transformations des systémes d’équations
différentielles linéaires anx coefficients variables

par Z. MIKOEAJSKA (Krakéw)

Le théoréme qui suit constitue une modification du théoréme qui
est démontré dans notre travail [1].

THEOREME. Considérons une transformation inversible

(T) = FH 1,60, 8), t=1 (3 =1,2,...,2).

Admettons que les fonctions F* et leurs dérivées partielles du premier
ordre soient continues et que le déterminani det [Fe(T,81,...,6,)] soit
différent de zéro dams Pespace de points (Ty&1y0 vy &)

Désignons par T~ la transformation inverse appartenant ¢ T
(T E =1t 21,0 0,), T=1 (i=1,2,...,n).

Admettons que la transformation T~ appliquée & un sysiéme quel-
congue déquations différentielles linéaires

’
Ty =

N

@y (D +0:(8)  (1=1,2,...,n)

-

J=
condust & un systéme aussi linéaire.

Ceci étant supposé nous affirmons que la transformation T est liné-
aire, dest-a-dire qu'elle est de la forme

(T) v= D ay()E+pilt), T=1t (i=1,2,...,m)1),
7=1

~Démonstration. Posons par définition ¢y () =F5,(2,0,...,0), d;(t)=
=f*(£,0,...,0) et désignons par Oy (?) les éléments de la matrice inverse
2 Jleg; (1)1 (la matrice C,(t) existe car la matrice lles ()] nest pas singulidre).
Envisageons la transformation lindaire

) Le théordme inverse est évident: La transformation lindaire appliquée & un
systéme quelconque d’équations lindaires conduit & un systdme aussi lindaire.
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(L) g= ) ey X+d(t), t=t (i=1,2,...,n)
j=1

et la transformation composée W=TIL

(W) z=H1,X;,...,%,), t=1 (i=1,2,...,n).

On vérifie facilement, que pour la transformation inverse W—'=L~'T~’

(W) X =R (80,00 3,) = X Oy [t 215002 —G(1)],  T=1
j=1

on a

1) W(t,0,...,0)= ik

0,  hiylt,0,..,0) = ¥ Cly(t)f(t,0,...,0) =
j=1

d’olt pour la transformation W on obtient

(2) Hi(z,0,...,00=0 (i=1,2,...,m),
(3)  Hk,(t,0,...,0) = > 8;H%,(t,0,...,0)
j=1

I
Ds

R, (t,0,...,0) By, (t,0,...,0)

~
1
-

BLft, H'(t,0,...,0),...,H"($,0,...,0)) Hk,(t,0,...,0) = 8.

N
D=

<,
i
-

Nous allons démontrer que les fonctions H*(v,Xy,...,X,) sont de la
forme
(4)

Il en résultera notre théoréme puisque T=WL™, olt L~ est linéaire.

La transformation W—!=L"'T-! posséde évidemment toutes les
propriétés supposées dans notre théoréme rela.tivemlent 4 'la, transfor-
mation T-!. En particulier la transformation W~' appliquée & un
systéme quelcongue de la forme

Hiz,X,..,X)=X; (i=1,2,...,n).

(7:=1,2,...,?’b)

D=

(Ry) g = 37 ay()a+bi(t)

~

J=
conduit & un systéme d’équations différentielles linéaires

n

X, = ZAH (t) X;+B; (1),

j=1

=7 (i=1,2,...,%)

(Ra)
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c’est-a-dire: Chaque intégrale X;=X,(t) de (R,) passe par l'intermédiaire
de W' en une intégrale z;=ux;(t) de (R,). On a par suite 'identité

n

Xi(0) = 1i(t,2000), @0 (0)+ D) W (ty00(8),- 0 (1)) 21 (1)

k=1

(5)

valable le long d’une intégrale quelconque.

n
En remplagant respectivement x;(t) par 3 ay(t)a;+b;(t) et Xi(t) par
n F=1
2 A5(H)X; +B;(t) nous obtenons I'identité

j=1

(6) D) Ay X;+B;(0) = 3 b (t, B (0, Xy, K)o, HM(4, X, X)) X
j=1

k=1
[ X o) B (¢, 2o, .., Xo) - (0] 4
T=1

+hg(t7H1(t’-X17'")-Xn):'--ym(trxlr“!Xn))

valable le long de chaque intégrale de (R,). Par chaque point de P’egpace
(t,X1,...,X,) passe une intégrale de ce systéme et par suite les relations
(6) sont valables dans ’espace tout entier. A chaque matrice [|a; (1)) et
4 chaque suite de fonctions continues {b1(2);...,b,(t)} correspond done
une mafrice |4, (t)| et une suite {B,(t),...,B,(t)} vérifiant partous
lidentité (6). Posons dans lidentité (6) tous les bi(t)=0 et X;=0. En
vertu de (2) on obtient alors

Bi(t) = D' ik, (t,0,...,0)ay(t) Y (1,0,...,0) = 0

i k=1

d’ol 'on conelut qu’s la suite {bi(t)s 0} et & chaque matrice ||ay; ()| cor-
respond une matrice ||A;(2)] et la suite {Bi(t)=0}, verifiant partout
Iidentité

(M DAy Xy =3 30,6, 1., HY g (1) B (1, X, ..., X,y

j=1 jmll=1

+hiE, AL HY.

A une matrice

3 @y (8} correspond dane facon analogue une matrice
[l 4@l telle que

le‘z,.,(t)x, =N hoy (&, B () D (5, X))+ Bt P, .., V).

Kkl f=1
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11 en résulte que

ﬁ‘ [Ay()—dy ()] X;
=
=5§: W HY G HNH (8, X, Xy) [0 (8) — @y ()]
et par suite e
(8) i:Gif(t)Xj=§l’kZ”’:h;'k(t,Hl,...,H")Hfg,d(t) (i=1,2,...,n)
P o

0N gy (1) = (1) — gy (8), Giy(t)=Ay(t)—Ay(t). A chaque matrice ||gy (8]
correspond donc une matrice ||G;(f)] satisfaisant aux identités (8).
Nous allons démontrer que G ()= g;;(f). Pour obtenir Gy(¢) posons dans
la relation (8) X;=0 pour j#s et X;70. Nous obtenons

»

(9)  Giu(t) X, = D Pit, Xo) H (1,0,...,0,X,,0,...,0) (5,8 =1,2,...,n)
j=1
oll
Pj(t,X,)

n
=2h§k(t,Hl(t,O,...,O,X,,,O,...,0),...,H"(t,0,,..,O,XS,O,...,O))gkj-(t).
k=1

En vertu de (9) et (2) on a
n

Gi(t) Xy = D Pi(t, X,) [H'(1,0,...,0,X;,0,...,0)—H(t,0,...,0)]
J=1
:ZP;é(taxs)Hﬂ-X,(t:O:“'70779X,Xs:0)--'70)X3
i=1 .
ol 0<fx,<1.
Dans le .cas ot X, 0 nous avons alors
n B v
Gis(t)=ZP}(t,Xs)Hﬂg‘(t,O,...,O,ﬁX‘XE,O,..‘,O) (4,8 =1,2,...,7).
j=1

Les fonctions ki, H, , H’ étant continues on obtient en passant & la limite
X0 les relations

n n

ki .
Gio(t) = 3 Pi(t,0) HE, (t,0,...,0)= > 3 W5, (2,0,..., 000 (1) Bk, (£,0,...,0).
j=1 j=1k=1

En vertu de (1) et (3) on a done
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n n

(10) Gs(2) 2;: 2 S s (1) &5 = g (1),
= =1

En raison de (10) et (8) nous avons

non

122: 050 Xy = X' N W (4, B .. HY H gy (1),

k=1 j=1

(1)

e,’.est—é,.-dire: Pour chaque matrice ||g;(t)| les fonctions H® et A verifient
lidentité (11). Posons gu=0 pour j=#k et gy== (8p==const) pour %
=1,2,...,n. On a alors en vertu de (11)

"
i X = D B (G HYH s (5=1,2,...,n)
k=1

d’olt (s, étant quelconque) il suit

Xy =k, .., HH (t,X,,...,X,)  (6=1,2,...,n)
et

haicxv(mHl:-"7Hn)Hk(t7Xl1"-7Xn) =0
ou, en remplacant X, par hi(t,wl,...,wn)
(12)

et

pour itk

hl(tymli"wl'n) =hf£,.(t,w1,...,;cn)wi

by (B, 21,...,2,) = 0 pour i k.

De la derniére relation i 7 { ¢
o o il résulte que hy(t,o,...,2,)=w'(t, ;) dolt en
Wy, (b, 2) = wy (2, ;) z;.

1]?31 eogsidél’ajnt t‘comme paramétre on voit que la fonction w' (t,a;) vérifie
Eequatlon lindaive dy jdm;=y/a; Aot w'(t,u;)=u’(t)m; (i=1,2,...,n).
n vertu de (1) on a w'(t)=F,(1,0,...,0)=1 (i=1,2,...,n), dono

hi(t:mlr-:amn):xi (i:l,Z,...,n),

d’ou résulte facilement lidentité
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Distributions libres et restreintes des points
extrémaux dans les ensembles plans

par F. LeJa (Krakéw)

1. Rappelons d’abord quelques notions connues. Soit £ un ensemble
fermé et borné de points du plan et §,&,...,4 un systéme de n>2
points quelconques de E. Désignons ce systéme plus bridvement par .

formons les produits
n

2, =[] 1G—l,
k=1
k7
ot soit V,(F) la borne supérieure du produit V(¢"), lorsque ™ varie
arbitrairement dans E. D’autre part, soib

(1)
un systéme de points de E pour lequel
V(7®) = Vo (E) =max V(™).

Z!n)eE
Les points (1) seront dits points extrémaur du rang n de E correspon-
dant & la distribution libre. On sait, que la moyenne géométrigue du pro-
duit V(y™), c’est-a-dire
[V (™) P,

V(™) = 1G—Cr i=1,2,...,n,

Igi<k<sn

n(")___.{ng.”)’ng")’.“’ng")}, 7)/:2,3,‘..,

n=2,3,...,

converge vers une limite finie
(2) lim [V ()P = d(E)
N—00

dite dimmeétre transfini (ou capacité libre) de T'ensemble E. Il est clair
que R étant le diameétre proprement dit de E on a 0<d(E)y<R.

Les points extrémaux jouissent de plusieurs propriétés remarqua-
bles dont je citerai les suivantes: Formons les ‘polyndmes

Pzyn™) = (=) (e—n)... (2 =), n=2,3,...

et désignons par D, le domaine non borné contenu dans ’ensemble com-

plémentaire & B, par F la frontiere de D, et par 4 lensemble ouvert
10*
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