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Eigensebaft &(4,) besitzen; oder aber es ist s,>1, und dann gilt die Un-
gleichung

(i—1)n-+(j—1) (7;”‘)+1 = }_‘ll'sy >in.
=
Daraus und aus der zweiten induktiven Voraussetzung folgt
, m .
n=(j—1) ( y )+1. In diesem Falle enthalten die Matrizen [(9'—1) (m) + 1]¢
v

Nullen und aus s,>¢ folgh s,=14 fiir y=1,2,...,n. Weil man nun 4
Nullen in jeder Spalte nur auf ? verschiedene Weisen einteilen kann,
80 mﬁssen‘ dort. also, nach dem Dirichletschen Schubfachprinzip,
Spalten _Imt gleich eingeteilten Nullen existieren, so daB die Submatrix,
die von ihnen gebildet wird, die Bigenschaft £(4,7) besitzt.

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.
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Remarque sur le systtme dynamique dans le domaine
‘ doublement connexe

par A. Pri§ (Krakéw)

Dang la note présente nous allons démontrer un théordme concer-
nant lexistence du point singulier du systéme dynamique

(1) dofit = X (z,y), dyjds =T (o,y)

dans un ensemble doublement connexe.

Hyroruise H. Supposons que le systéme dynamiquel) de la forme (1)
est défini dams le plan RP. Soient Cy et C, deuzw courbes simples fermées
situées dans R*, dont O, est contenue & Vintérieur du domaine borné par le
contowr Cy. Désignons par G le domaine borné par les contours Cy et Cy.
Supposons, que Vensemble S de points de sortie du domaine G coincide
aveo Vensemble de points de sortie stricte®) et que S==Cy, S8#0C,.

Dans ’hypothése H, M.F. Albrecht a démontré I'existence d’une tra-
jectoire fermée (pouvant se réduire au point singulier) du systeme (1)
contenue dans le domaine fermé @ (fermeture du domaine G cf. [1],
théoréme 3).

Dang le travail présent, admettant supplémentairement S3£0,
85£0,40,, on démontrera quil existe dans & un point singulier?) (c’est-
a-dire un point (a,b), tel que X(a,b)=7Y (a,b)=0).

TehoRMME. Admettons Phypothése H et supposons que 870 et 840 +C,.
Dans ces hypothéses il ewiste dans G au moins un point singulier.

Démonstration. Supposons pour la démonstration par Iimpos-
sible, quil n'existe pas dans @ de points singuliers. En vertu du théoréme
de F. Albrecht il existe dans @ au moins une trajectoire fermée du
gystéme (1). Cette trajectoire ne se réduit pas & un point en con-
séquence de ’hypothése faite precédemment. Nous allons démontrer,

1) Cette notion comprend parmi les autres propriétés celle de Tunicité des
solutions du systdme et celle de la continuité des fonctions X (z,y) et ¥ (v,9).

%) Les notions du point de sortie et du point de sortie stricte ont été introduites
par M.T. Wazewski. On peut trouver leurs définitions par exemple dans [4].

%) Le probléme d’existence du point singulier dans le cas considéré ci-dessus
a été posé par M.T. Wazewski.


GUEST


170 A Plis

que la courbe C, est contenue dans chacun des ensembles fermés
ayant pour contour une trajectoire fermée quelconque, située dans
G. En effet, dans le cas contraire il existerait une trajectoire fermée
contenue dans ’ensemble @ avee le domaine J qu’elle renferme. Dong,
en vertu d'un théoréme bien connu, il existerait dans J au moins un
point singulier (ef. [2], p. 220, théoréme 10) ce qui contredit Phypothése
introduite au commencement de la démonstration. )

Il résulte des propriétés S0y, S£C,, S#0, § # 0, +C, que nous
avons ou bien 80,520 et SC,#C,, ou bien 8C,#0 et §C,C,. Nous
n’allons considérer que la prémiére alternative SC;£0 et 80,5 0y, car
la seconde ne fournit pas de difficultés nouvelles.

Nous affirmons qu’il existe dans le domaine @ une trajectoire fermée
T telle, que toute autre trajectoire fermée contenue dans @ est située
dans le domaine limité par T. En effet une des deux trajectoires quel-
conques fermées et disjointes est toujours contenue dans le domaine limité
par l'autre, car, comme nous venons de le démontrer, la courbe O, est
située dans chaque domaine limité par une trajectoire fermée contenue
dans G. Vu cette propriété, et en vertu de ce qu'il n'y a pas dans G de
points singuliers, il résulte D’existence de la trajectoire T.

La trajectoire T' n’a pas de points communs avee la courbe C;. En
effet, on aurait dans le cas contraire T =0, (en raison de ce que les points
de sortie de G sont des points de sortie stricte), ce qui est impossible
car 80,#0. Désignons par A le domaine ouvert limité par les contours
T et 0. L’ensemble de points de sortie du domaine A étant identique
avec SC; est identique de méme avec lensemble de points de sortie
stricte de A.

Soit Z une courbe fermée contenue dans A et telle, que la courbe C,
est contenue dans le domaine limité par Z. Désignons par L*(P) ensemble
de tous les points z= (1), y=14(t), 0<i<Coo, ol o= (1), y=y(t) est une
solution du systéme. (1) remplissant la condition initiale (#(0),9(0))=P.
En vgrtu ge ce que 80,0, il existe sur la courbe Z un point P~ tel que
P )CLA (ef. [4], exemple 2). I’ensemble B de points de 4 tels que
L*(P)C A n'est done pas vide. Il est fermd dans 4, car, comme on le
sait bien, la demi-trajectoire limite des demi-trajectoires situdes dans un
ensemble fermé appartient aussi 3 cet ensemble. L’ensemble B est en
outre ouvert. En effet, soit P* un point arbitraire de I’ensemble B. Il
résulte de la définition de B, que P*¢d et I* (P")CA. Tenant compte
.'de ce qu’il n’existe pas dans I’ensemble 4 de points singuliers et quwil

n’y a pas‘d’a.utres trajectoires fermées que la tmjeé,toire T, on conelut
que L*(P¥) est une spirale qui se condense sur 7 (ctf. [3], p. 52,’ théoréme 4)?
'En conséquence de cette propriété toutes les demi-trajectoires L* (P)
issues d’un certain voisinage du point P* se condensent aussi-sur 77 commé
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des spirales. Il est facile de remarquer, que L' (P*)C A car tous les points
de sortie de I’ensemble A sont des points de sortie stricte. Il en résulte,
que L*(P)C4 pour tout P d’un voisinage suffisamment petit de P*. L'en-
semble B est done ouvert, fermé dans A et en outre B+~ 0, BC 4. L’ensemble
A étant connexe, il en résulte, que les ensembles A et B sont identiques.

Soit P, un point quelconque de l'ensemble SC;. En vertu de l'hy-
pothése H le point P, est un point de sortie stricte. Il en résulte, que la
relation L*(P)C 4 ne subsiste pour aucun point appartenant & un voi-
sinage suffisamment petit du point P, ce qui est en contradiction avec
A4 =B.

La eontradiction obtenue achéve la démonstration de notre théoréme.

Remarque. Si I’hypothése H est remplie, mais §=0, ou §=0C,+0,,
il peut ne pas exister dans ’ensemble G de points singuliers. Au cas §=0
on peut prendre comme exemple le systéme

dzpfdt=y, dyldi=—z
envisagé dans D’ensemble G défini par les inégalités l<a’+y’< 4.
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