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1. Introduction

Most of the technical systems are prone to the negative conse-
quences associated with occurrence of unexpected failures due to e.g. 
degradation processes, environmental conditions, or operator deci-
sions (e.g. [2, 3, 21, 31, 42]). For example, the wear processes are 
the most common cause of damage (about 70-80% of all the occurred 
failures) in mechanical devices [22, 41]. Following this, in order to 
prevent those negative consequences there are introduced some pre-
ventive actions related to technical systems maintenance issues. 

The tasks connected with appropriate maintenance strategy selec-
tion and its parameters optimization are very challenging ones due to 
the necessity of taking into account a number of requirements con-
nected with processes randomness, limited resources which support 
operational processes performance, and complexity of analysed tech-

nical systems [28, 33]. That is why, over the last 40 years there can be 
observed an increased interest in problems of technical systems and 
objects maintenance modelling processes that include e.g. preventive 
replacement scheduling tasks, inspection policy implementation, or 
corrective maintenance performance [32, 34]. In particular the pio-
neering research works dedicated to the maintenance modelling issues 
especially investigate the performance of single-unit systems (see e.g. 
works [17, 30, 35]). One of the main research tasks in this area is the 
optimization of time period between inspection actions performance 
(e.g. [18]), which is also under authors investigation in this paper. 

The authors focus on the modelling of inspection maintenance 
policy for technical systems/objects based on the technique called a 
delay time concept (DT). This maintenance approach was developed 
by Christer et al. (see e.g. [9, 10, 12, 13]). Similarly to Reliability 
Centred Maintenance strategy (RCM) [20], the delay-time concept is 
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based on a division of technical object’s degradation process into two 
main phases: normal operation (object fully up-stated) and phase of 
the work, where there can be observed some symptoms of forthcom-
ing failure of components or a system (object partially up-stated). The 
time period of the second phase is called the delay time, and denoted 
by h [7]. The known models that base on the implementation of delay-
time concept are mainly used for optimizing the time periods between 
system/object inspection action performances in order to detect some 
potential signs of future possible failure occurrence. In the case of 
identification of such symptoms, the technical object is preventively 
repaired or replaced, which allows for improvement of system de-
pendability characteristics and system total maintenance costs reduc-
tion [36]. Recent literature reviews, in which delay-time models are 
investigated along with other preventive maintenance models, are 
given in e.g. [16, 23, 26, 30]. Recent state of art works, dedicated 
strictly to delay-time modelling are given in e.g. [7, 8, 36, 37].

In the area of maintenance modelling of single-unit systems with 
the use of delay-time approach, one of the first developed works is 
[13]. Authors in this work investigate a model of equipment-replace-
ment decision process based upon a survey of maintenance managers. 
The survey research was done in order to investigate how replacement 
decisions are made in practice. The research study involved the sur-
veys of 19 employees of various organizations. The main focus was 
to define the criteria which have the biggest influence on maintenance 
decisions.

Later, in [4], there is analysed the repairable machine that may 
fail or suffer breakdown many times during the course of its service 
lifetime, and is inspected for visible faults at intervals. The authors 
mostly focus on the problem of model parameter estimation with the 
use of maximum likelihood method and Akaike Information Crite-
rion, providing also a model for imperfect inspections performance.

In work [5] authors develop a two-phase inspection policy model 
for a single component protection or preparedness system, in which 
the component arises from a heterogeneous population. The analysed 
system is required only in an emergency (system on-demand). The 
modelled two-phase inspection policy bases on the implementation of 
two inspection frequencies - an anticipated high inspection frequency 
in early life and low inspection frequency in later life. The optimi-
zation process is considered using availability and cost criteria. The 
policy is investigated in the context of a valve in a natural gas supply 
network.

Another interesting maintenance model of single-unit system with 
the use of delay-time approach is presented in work [20]. In the pre-
sented paper, author considers a problem of optimal inspection inter-
val determination based on the timeliness measure introduction. The 
defined measure reflects the expected time between the last inspection 
and the item failure. Moreover, its minimum defines the optimal in-
spection interval that can be obtained using Monte Carlo simulation 
approach. 

Moreover, there are also developed in the literature the mainte-
nance models for technical objects that introduce a novel assumption 
- the so-called postponed replacement. An example here may be the 
work [33], where authors propose a new delay time model that al-
lows replacement of object with detected defect to be postponed for 
an additional time period. The key motivation is to achieve better uti-
lization of the system’s useful life, and reduce replacement costs by 
providing a sufficient time window to prepare maintenance resources. 
The model is analysed for the cases when the delay time is a determin-
istic and random variable.

Delay time models of single-unit systems reliability are developed 
in [1, 6, 11, 19, 43]. In [11], author presents simple reliability model 
of a single component subject to one type of inspect able defect, when 
inspections are assumed to be perfect. Author focuses on the analy-
sis of the influence of the length of time between inspection actions 
performance on system reliability characteristics. Then the model is 

generalized by introducing the possibility of the appearance of the 
different types of defects (occurring independently in the system). 
This problem is later investigated in [6], where author simplifies the 
developed model and provides some numerical examples. The same 
model given in [11] is provided in [1], when delay time and time to 
failure densities are exponentially distributed. Later, in [19], authors 
extend a delay time model with periodic testing process by developing 
availability function in accordance with the length of time between 
inspection actions performance. Authors analyse three different vari-
ants of the model: the case with no mechanical possibility to detect a 
defect, zero delay time occurrence, or no inspection actions perform-
ance during maintenance processes of the investigated technical ob-
ject. In the next work, [43], authors investigate the model to evaluate 
the reliability and optimise the inspection schedule for a multi-defect 
component. There is also considered the situation of non-constant in-
spection intervals. 

The developed delay-time based maintenance models for single-
unit systems under condition based maintenance are presented e.g. 
in works [14, 24, 25]. In [14], authors analyse an inspection model-
ling problem for a production plant under condition monitoring. In the 
analysed article a condition monitoring test checks the state of wear 
of a component and records a (0,1) signal depending upon all being 
well or that wear is below a critical level with the possibility of im-
minent failure. Following this, in the optimization model the decision 
variables are the critical warning level and frequency of monitoring 
inspections. Later, in works [24, 25], authors develop a method for 
determining the discrete time points of inspection for a deteriorating 
single-unit system under condition-based maintenance. The delay-
time model is here utilized to describe the transition of the system’s 
states. Moreover, two types of probabilities with respect to inspec-
tions are considered – a failed-dangerous probability of type I error, 
and a failed-safe probability of type II error.

In the known literature, there can be also found some models 
dedicated to single-component systems’ risk analysis of maintenance 
activities performance (see e.g. [38]), semi-Markov processes imple-
mentation (see e.g. [15]), or safety inspection processes optimization 
(see e.g. [39]). The example of delay time model for a single unit 
case is given in [40], where authors propose a method to find cost-
optimized maintenance of an elevator.

The previously presented in the literature delay-time-based 
maintenance cost and availability models were mainly limited to the 
analysis of the first inspection period (the time between the moment 
of the “as good as new” technical object performance beginning to 
the moment of its first inspection action performance). In practice, 
this would mean the definition of the time of the first inspection ac-
tion performance and the lack of guidelines for further maintenance 
procedures performance in the case of not detecting of symptoms of 
forthcoming failure (e.g. DT models presented in [27]). The use of 
Block inspection policy in real-life operating systems involves peri-
odic inspection actions performance. This makes that it is necessary 
to determine the time period between inspection actions performance 
that is the best from the point of view of maintenance costs minimiz-
ing in the long run. 

Therefore, the article focuses on the development of a mathemati-
cal model for a technical object maintenance, which extends the ap-
proach used so far and allows analysing the long-term operation time 
period of a single-unit system. The model gives the possibility to find 
a constant time period between the inspection actions performance 
that is optimal due to minimal maintenance costs or maximal avail-
ability criterion satisfaction. Depending on the inspection action re-
sults, there are taken necessary actions (maintenance and/or further 
operation). The next inspection is performed after the next time period 
T regardless of the earlier inspection results. This significantly simpli-
fies the management process of technical object maintenance. 
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Moreover, there is presented an analysis of the sensitivity of the 
developed model to the selected parameters that gives the possibility 
to indicate certain relationships, which can facilitate the search for 
the optimal period between inspection actions performance due to the 
both considered criteria.  

As a result, in the next Section there are presented the modelling 
problem description and main assumptions. This gives the possibil-
ity for the investigation of the mathematical maintenance model for 
technical unit that base on Block Inspection policy implementation. 
The optimization criteria include the long-run expected maintenance 
costs and availability ratio for the given technical object. Later, there 
is examined the compatibility of the developed analytical model with 
simulation results. Then there is conducted the sensitivity analysis and 
later there is analysed the possibility of using the presented mainte-
nance model to optimize the technical object’s inspection period. The 
work ends with a summary.

2. Problem description and main assumptions 

2.1.	 Problem description  

In the presented paper, there is analysed a technical object with 
time delay, subject to periodic inspection maintenance. The conducted 
research study focuses on objects that are unrepairable or repairable 
but their corrective maintenance performance is costly ineffective. 
At the same time, it is assumed that the technical object has a single 
failure mode, and symptoms of forthcoming failure are identifiable 
during inspection actions performance.

Based on the relevant scientific literature, here we analyse a single-
unit system subject to periodic inspection. An implemented mainte-
nance policy is the Block Inspection policy. This maintenance policy 
assumes that the performed inspections are carried out in order to check 
the working status of the object and take place at regular time inter-
vals of T. The purpose of such inspection action is to establish if the 
technical object is still operable. Due to the simplicity of this type of 
maintenance policy, it is still often recommended by manufacturers. An 
example of this type of maintenance policy may regard to the periodic 
inspections of hydraulic pressure in e.g. wheel loaders. Such break pres-
sure checking is performed in every 1000 machine working hours.

Moreover, the inspections of technical object are assumed to be 
perfect. In the presented article the inspections are assumed to be per-
fect. As a result, object defect, which occurs till the moment of inspec-
tion, will be identified and replaced within the inspection period. At 
the same time, it is assumed that if these symptoms are diagnosed, the 
object will be replaced by a new one. Moreover, failure is observed 
immediately and the object is replaced at a given cost and downtime. 
The main decision variable in the model is the inspection interval T, 
which is called the maintenance cycle. The objective of the model 
is to define and estimate the availability ratio of the object and the 
long-term expected maintenance costs for a single renew period for 
the case of the random nature of the exploitation process (random mo-
ments of defects and failure occurrence). For the modelling purpose, 
we propose the following additional assumptions.

2.2. Assumptions
In the presented work, the general assumptions we make to char-

acterize the operation and maintenance of the non-repairable technical 
unit are listed below:

the technical object is a three state object where, over its serv-1)	
ice life, it can be:

operating – able to fulfil the operational tasks and functions •	
(later called as full up-state), 
partially operating (denoting the existence of a defect in the ob-•	
ject that is defined as the occurrence of the symptoms of poten-
tial failure - in the further part of the study called as incomplete 
or partial up-state), or

down for necessary repair (after the technical object failure oc-•	
currence, defined as the loss of the ability of the object to per-
form the required functions),

the object is renewed (replaced by a new one that has identical 2)	
reliability characteristic) at either a failure repair or at a repair 
done at an inspection if a defect is identified,
failures of the object are identified immediately, 3)	
replacements are made as soon as possible and have a constant 4)	
time. The time required for the object replacement is deter-
mined by variables df and dr in Subsection 3.1., 
the object inspection action lasts a constant time (determined 5)	
by a variable din described in Subsection 3.1.) and begins the 
new inspection cycle T for the analysed object (presented 
graphically in the Fig. 2).

3. Inspection model for a single-unit system based on 
the delay-time concept implementation 

Here authors investigate a case of a technical object performing 
under Block Inspection policy principles. In general, the analysed ob-
ject may be in one of the three maintenance operations: failure repair 
without additional inspection action performance, planned inspection 
performance with replacement of an element if a defect is detected, 
or planned inspection action performance without replacement of an 
element (defect not detected, object assumed to be fully up-stated). 
Thus, if the inspection action reveals a failure or a defective state of 
the object, a repair or replacement is initiated immediately otherwise 
it remains in service.

For the needs of this research, the period between the moment 
of the new technical object operation beginning to the moment of its 
replacement is called the “renewal cycle”, while the time elapsing 
between two successive inspections (or inspection and successive sys-
tem failure) is called the “inspection cycle”. Figure 1 illustrates the 
definition of the initial and delay times in the case of one component 
maintenance. Figures 2 and 3 present the renewal and defect renewal 
cycle for a technical objects.  

For the presented model assumptions, there can be estimated the 
availability ratio and the long-term maintenance costs for a given re-

Fig. 1.	 The initial and delay times of a single-unit technical system failure 
process. Source: Own contribution based on [8]

Fig. 2.	 Failure renewal cycle length of an analysed single-unit technical sys-
tem 
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newal cycle (composed of inspection cycles of length T), giving a 
foundation to look for the best value of the T period. In order to de-
termine these characteristics, the modelling efforts will be subjected 
to analysis of one renewal cycle of a technical object. In practice, this 
approach makes it possible to estimate the costs and the availability of 
the object in an infinite horizon time period, because the determined 
probabilities and expected values will be the same for subsequent re-
newal cycles. This is due to the fact that after the end of the analysed/
modelled renewal cycle, the object is replaced (preventively or cor-
rectively) with a new one with identical reliability characteristics.

The availability and cost results need to estimate the probabilities 
of the object being in the possible reliability states in a single renewal 
period, like object uptime, object partially uptime (there are signs of 
forthcoming failure) and system downtime (failure) in the long term 
(when t→∞). Determination of these probabilities, taking into account 
the fact of the object inspection performance, gives the possibility in 
the next step to estimate the expected values of its maintenance costs 
and its reliability characteristics.

3.1.	 Notation

In order to develop an analytical delay-time model we shall adopt 
the following notation: 
h	 the delay time of the defect, denoting the period be-

tween the moment of appearance of the first symp-
toms of the potential failure and the moment of the 
object failure occurrence 

u 	 initial time of the defect
tu	 the moment of the first symptoms of the potential fail-

ure occurrence 
tf	 the random moment of failure occurrence in the ob-

ject 
ti	 the moment of the ith inspection action performance, 

where i = 1,2,3,…, ∞
ti →∞	 the moment of the ith inspection action performance 

for i→∞ (infinite horizon time)
Ti	 time of ith inspection cycle performance (between 

two consecutive inspection actions performance)
F(t)	 Cumulative distribution function of an object’s time 

to failure t
fh(h)	 Probability density function of the delay time h
Fh(h)	 Cumulative distribution function of the delay time h
g(u)	 Probability density function of the initial time u, 

which elapses from the beginning of operation by 
an “as good as new” object until the moment of first 
symptoms of failure occurrence

G(u)	 Cumulative distribution function of the initial time 
u, which elapses from the beginning of operation by 
an “as good as new” object until the moment of first 
symptoms of failure occurrence

R(t)	 Reliability function of an object being operated by 
time t

PI(ti)	 probability that during the ith inspection action per-
formance, an object is still up stated 

LI(ti →∞)	 the expected number of inspection actions perform-
ance in a single renewal cycle of an object, during 
which it will be up stated

PR(ti →∞) 	 the probability that an object will be replaced during a 
single renewal cycle

PF(ti →∞)	 the probability of corrective replacement of an object 
in a single renewal cycle

LR(ti →∞)	 the expected number of preventive replacements per-
formance in a single renewal cycle 

LF(ti →∞)	 the expected number of an object failures occurrence 
in a single renewal cycle

TM (t1) 	 the expected lifetime of an object (up state and partial-
ly up state time periods) in the first inspection cycle 

TM(ti →∞)	 the expected lifetime of an object (up state and par-
tially up state time periods) from the moment of its 
operation beginning to the moment of its replacement 
(the length of a renewal cycle according to the Fig. 2 
and 3) 

Rh(t1,t2)	 the probability that in the time period between time 
moments t1, t2 the symptoms of forthcoming failure 
will occur, but an object will not fail up till the time 
moment t2

TI(ti →∞) 	 the expected time of inspections carried out in an ob-
ject during a single renew period 

din	 single inspection action performance time
TR(ti →∞)	 the expected preventive replacement time of an object 

during a single renew period
dr	 object’s defect replacement time
TF(ti →∞) 	 the expected failure replacement time of an object 

during a single renew period
df	 object’s corrective replacement time (after failure oc-

currence)
A(ti →∞)	 the availability ratio of an object for a single renew 

period
CI(ti →∞)	 the expected cost of inspection action performance 

per a single renewal cycle
cin	 unit inspection cost of an object
CR(ti →∞)	 the expected cost of preventive replacement perform-

ance in a single renewal cycle
cr	 unit replacement cost of an object 
CF(ti →∞)	 the expected cost of corrective replacement perform-

ance in a single renewal cycle
cf	 unit consequence costs incurred in the case of object 

failure
C(ti →∞)	 the long-term expected maintenance costs per unit 

time

3.2.	 Probabilities of a system uptime, partially uptime and 
failure in a single renewal cycle

Assuming that the failure of the object is always preceded by de-
tectable symptoms, there is a possibility to define the Cumulative dis-
tribution function of time to failure, F(t), as the convolution of u and 
h such that u +h ≤ t [27]:

	 F t g u F t u du
u

t

h( ) = ( ) −( )
=
∫

0
	 (1)

And the reliability: R(x) = 1 − F(x)

The probability PI(ti) that during the ith inspection action perform-
ance of the technical object (which started working as a “new” one) it 
will still be in the up state, can be defined as:

P t G t g u duI i i

ti
( ) = − ( )( ) = − ( )∫1 1

0
,  where:   ti =T, 2T, 3T, …, iT (2)

Fig. 3.	 Defect renewal cycle length of an analysed single-unit technical sys-
tem 



Eksploatacja i Niezawodnosc – Maintenance and Reliability Vol.19, No. 3, 2017 407

Science and Technology

Based on this, it is possible to determine the expected number 
of inspection actions performance in a single renewal cycle, during 
which the object will be up-stated LI(ti→∞):

L t P t G t g u duI i I i i

ti
→( ) = ( )( ) = − ( )( ) = − ( )






= = =
∑ ∑ ∑ ∫∞
∞ ∞ ∞

i i i1 1 1 0
1 1








����   

(3)

The second possible situation that can occur during the object 
inspection action performance regards to the necessity of its replace-
ment due to existing signals of the potential forthcoming failure. In 
order to illustrate the possibility of preventive replacement occurrence 
during the modelled (single) renewal cycle, the Figure 4 shows al-
ternative possibilities of the occurrence of a sequence of events that 
cause the preventive replacement maintenance during the first three 
inspection cycles, carried out within one renewal cycle.

Figure 4 shows the examples of the versions of the random time 
period durations: up to the occurrence of defect (u) and the delay time 
(h), which would result in the preventive replacement performance at 
the time T (Fig. 4a), at the time 2T (Fig. 4b), or at the 3T         (Fig. 
4c). The probability of each of the variants occurrence (a, b, c) may be 
determined for one inspection cycle. For example, for the second in-
spection cycle (Fig. 4b), the probability that symptoms appear during 
his lifetime, and the object will be preventively replaced at the time 
2T can be described as:

	 P t T g u F t u duR i
t

t

h=( ) = ( ) − −( )( )∫2 1
1

2

2 	 (4)

Based on this, there is possible to estimate the probability of the 
object preventive replacement in the infinite renewal cycle. The prob-
ability PR(ti→∞) that an item should be replaced preventively can 
be described as the sum of the probabilities that during subsequent 
inspection actions performance there will be observed symptoms of 
future possible failure occurrence:

P t R t t g u F t u duR i h i i
t

t

h i
i

i
→( ) = ( )( ) = ( ) − −( )( )

=
−

=
∑ ∑ ∫

−

∞
∞ ∞

i i1
1

1 1

1,














   (5)

Due to the fact that preventive replacement is univocal to the end 
of the analysed renewal cycle, the series given by the equation (5) 

converges to an asymptotic value describing the probability of pre-
ventive replacement performance during one inspection cycle. 

The estimation of cost and reliability characteristics of the ana-
lysed object also needs to determine the possibility of its failure. The 
probability that the object will fail during the inspection cycle depends 
on whether there will be visible symptoms of forthcoming failure and 
failure occurs before the next inspection action performance. As in the 
case of preventive replacement, the probability of the technical object 
failure is calculated for successive periods of maintenance, carried out 
within one renewal cycle, which ends with the corrective replacement 
action performance. Examples of possibilities of the failure occur-
rence during t = (0, t3) are shown in the Figure 5. 

The probability of corrective replacement of the object in a single 
renewal cycle may be estimated by:

	 P t g u F t u duF i
t

t

h i
i

i
→( ) = ( ) −( )( )













=

∑ ∫
−

∞
∞

i 1 1

	 (6)

The variables PR(ti→∞) and PF(ti→∞) represent the probabilities 
of preventive and corrective replacement necessity in the object as 
well as they express the expected number of possible preventive and 
corrective replacements in a single renewal cycle of the object. This is 
connected with the adopted assumption that during the whole renewal 
cycle there is possible only one replacement of the object, which de-
termines the moment of renewal cycle end:

	 L t P tR i R i→( ) = →( )∞ ∞1* 	 (7)

	 L t P tF i F i→( ) = →( )∞ ∞1* 	 (8)

3.3.	 Availability ratio for a system 

In the curse of the first inspection cycle the expected lifetime 
of the object may be expressed as:  

T t x g u f x u dudx g u F t u duM

t

h
u

t

h1
0 0

1
0

1
1 1

1( ) = ( ) −( ) + ( ) − −( )( )⋅∫ ∫ ∫
=

x
t  (9)

The first component of the sum in the formulae (9) expresses pos-
sible moments of object failures, while the second part of the expres-
sion takes into consideration  the probability that the object defect is 

Fig. 4. Scheme for the renewal cycle length, when the symptom of potential 
system’s failure (defect) is identified during inspection action perform-
ance in the first (a), second (b) and third (c) inspection cycle 

Fig. 5.	 Scheme for the renewal cycle length, when system’s failure occurs in 
the first (a), second (b) and third (c) inspection cycle
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observed in the time of the first inspection performance (then there is 
a necessity to replace it preventively).

The total expected length of the object up time in the curse of 
a single renewal cycle may be estimated as the sum of expected 
lifetimes resulting from the sequence of inspection periods, when 
ti → ∞:

T t x g u f x u dudx g u F t u duM

t

h
u

t

h1
0 0

1
0

1
1 1

1( ) = ( ) −( ) + ( ) − −( )( )⋅∫ ∫ ∫
=

x
t    (10)

In order to estimate the expected length of the object renewal time 
period there should be determined the expected times of all mainte-
nance operations being performed in a single renewal cycle.

The next inspection (ith) may be taken depending on the probabil-
ity of the two facts: that a previous inspection has not revealed defect 
occurrence and at the end of (i–1)th inspection period the object is still 
reliable. Following this, the expected time of inspections carried out 
in the object during a single renew period takes into account the prob-
abilities PR(ti →∞) and PF(ti →∞). Thus, when one wants to estimate 
the expected time of inspection actions performance in a single renew 
cycle, the formulae (11) may be applied:

 	 T t d L t L tI i in I i R i→( ) = →∞( ) + →∞( )( )⋅∞ 	 (11)

The estimation of the expected time of preventive replacement of 
the technical object in the course of a single renew period should base 
on the probability of defect occurrence at the end of an inspection 
cycle and lack of this defect at the moment of the previous inspection 
performance:

 	 T t d L tR i r R i→( ) = ⋅ → ∞( )∞ 	 (12)

Moreover, there should be estimated the expected failure time in 
a single renew cycle. The time depends on the failure probability in 
a given inspection period, assuming that at the moment of a previous 
inspection performance any defect has not been detected:

	 T t d L tF i f F i→( ) = ⋅ → ∞( )∞ 	 (13)

The calculated functions (10)-(13) allow estimating the avail-
ability ratio for the cycle A(ti → ∞), according to the well-known 
formulae:
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T T T T
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M I F R
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t
t t t ti
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i i i i
→( ) = →( )

→( ) + →( ) + →( ) + →( )
∞

∞
∞ ∞ ∞ ∞

(14)

3.4.	 The long-run expected maintenance costs of a system 

The estimation of expected maintenance cost results of the ob-
ject needs the definition of the basic cost components connected with 
inspection performance, preventive replacements and corrective re-
placement. For the single renewal cycle, these basic cost components 
may be estimated similarly as time characteristics: 

	 C t c L t L tI i in I i R i→( ) = ⋅ → ∞( ) + →∞( )( )∞ 	 (15)

	 C t L tR i r R i→( ) = ⋅ → ∞( )∞ c 	 (16)

 	 C t L tF i f F i→( ) = ⋅ → ∞( )∞ c 	 (17)

Thus, the long-term expected maintenance costs per unit time  
C(ti → ∞) may be defined according to the well know formulae: 

	 C t
C t C t C t

T ti
I i R i F i

M i
→( ) = →( ) + →( ) + →( )

→( )
∞

∞ ∞ ∞
∞

      (18)

3.5.	 The convergence of analytical and simulation results of 
the presented maintenance model

In order to present the convergence of the foregoing models and 
simulation ones, presented in the literature (see e.g. [18]), in this Sub-
section authors focus on the comparison of the obtained results for 
general case, taking into account the technical object exemplary pa-
rameters.

The Figure 6 shows the total expected length of the object up time 
in the curse of a single renew cycle (TM) calculated analytically by 
equation (10), and using a Monte Carlo simulation. As it can be seen, 
the results are characterized by a very large convergence, and the 
maximum relative error for the presented case is 4% of the “simula-
tion cycle length”. Other obtained results are characterized by a simi-
lar convergence, regardless of the given parameters of the object.

In addition to comparing the results, the Figure 6 shows that the 
two test parameters T and h have a significant impact on the length 
of the object lifetime. Shorter time intervals between inspection ac-
tions performance (shorter T) mean that the occurred defects in the 
object are more often identified during inspection. This also affects 
the length of the object operating time by preventive replacement per-
formance (lower values of TM).

Change of the parameter h in the analysed case means the change 
of time u, after which a defect occurs in the item. It was assumed, that 
the tested objects are characterized by the same expected operational 
time (h + u = 100 = constant) and there are changed only the lengths of 
each “sub-period” u and h. Increasing value of h means that the signal 
of impending failure can be observed earlier and for a longer period 
than in the case of decreasing h. In the examined case, the maximum 
value of h (h = 90) indicates that the defect signal is observable in the 
object for about 9 of 10 parts of its time to failure. In the Figure 6, it 
can be seen that in this case frequent object inspections reduce sev-
eral times the potential object operational time in the system through 
preventive replacement performance. Such an undesirable effect can 
be seen in the Figure 7, which shows the availability ratio for the 
same random variable of T and h. Frequent inspections in combina-
tion with the long-time of defect presence, cause a decrease in the 
object’s availability for even adopted simplifying assumption of the 
equality of all time components (di = dr = df = 1).

Fig. 6.	 The analytical (TM_a) and simulation-based (TM_s) expected lifetime 
of an element for various values of expected delay time (h) and various 
lengths of times between inspections (T)
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These results illustrate how huge is the need for determining the 
time between inspection actions performance of the object for its 
main characteristics, as system reliability features, time components, 
or cost elements (Fig. 7). For this reason, in the next Section, there 
is presented a brief sensitivity analysis of the results obtained on the 
basis of the developed maintenance models.

4. Sensitivity analysis of the developed availability 
and cost models for a single-unit system with delay-
time

In this Section, there is presented the short sensitivity analysis of 
the models developed above. The objective of the given analysis was 
to investigate what is the influence of given model basic time com-
ponents on the object availability ratio level and maintenance costs in 
the infinite time horizon. 

The sensitivity analysis of the developed cost and availabil-
ity modes is begun by analysing the expected number of performed 
maintenance actions (failures (equation (8), preventive replacements 
(equation (7), and inspection actions (equation (3)), for various values 
of expected delay time (h) and various lengths of times between in-
spections (T) – Figures 8-10.

As we can see in the Figures 8-10, the expected number of per-
formed inspection actions (Fig. 8) is inversely proportional to the rate 
of failure of the object due to the fact that only in the event of the 
object failure the renewal cycle does not end by inspection action per-
formance. When the time of a defect occurrence is short (h ≈ 5-15), 
frequent inspections (T ≈ 5-10) cause that there is a necessity to per-
form them many times in a single renewal cycle (Fig. 8). On the other 

hand, a large number of inspections results in higher effectiveness of 
inspection activities, as it significantly reduces the likelihood of ob-
ject failure occurrence (Fig. 10). These cases are marked in the graphs 
by ellipses. However, the same time period between inspections T, 
used in the case of the objects with a long delay time (h ≈ 50-90), does 
not significantly alter the probability of object failure, which remains 
low even in fewer inspections performance (T ≈ 20-30), but increases 
significantly the number of object preventive replacements (Fig. 9), 
which is indicated in the graphs by a rectangle.

As we can see in the Figures, for the tested values of T and h 
the expected numbers of inspections actions performance, preventive 
replacements and object failures have a large area of variation, which 
means that they are sensitive to both analysed parameters. While we 
are mostly not able to control the length of the object delay time (h), 
it is possible to control the length of time between inspections actions 
performance T in a system. However, the user has to answer the ques-
tion of what criteria should and can be taken into account when opti-
mizing time period T. Thus, the selected results on cost and reliability, 
achieved through the test object are presented in the Figures 11-14.

Graphs, presented in the Figures 11-14, show the object mainte-
nance costs and its availability for the two chosen cases, where the 
unit inspection cost of an object and inspection time (ci, di) are rela-
tively important compared with the preventive and corrective replace-
ment times and costs (Figs. 11, 12), or where these parameters are of 
a little importance compared to the inspection and failure costs (Figs. 
13, 14). There can be seen in all of these Figures, that for any length 
of delay time h there is a value of the period T, which gives better 
modelling results than for other lengths of T (in Figures these values 
are marked by arc for the tested range of parameter h). A thorough 
analysis of the results confirms that the best T period from the point of 
view of minimizing the object maintenance costs is close to the half 
of the delay time h length. The relationship is similar to the Shannon 
rule that regards to continuous-time signals sampling. In the case of 
the objects inspection action performance, if the test procedure will 

Fig. 8.	 The expected number of performed inspection actions (regardless of 
the result) in the single renew cycle for various values of expected 
delay time (h) and various lengths of times between inspections (T)

Fig. 10.	 The expected number of system’s element corrective replacements in 
the single renew cycle for various values of expected delay time (h) 
and various lengths of times between inspections (T) 

Fig. 9.	 The expected number of system’s element preventive replacements in 
the single renew cycle for various values of expected delay time (h) 
and various lengths of times between inspections (T) 

Fig. 7.	 The analytical (A_a) and simulation-based (A_s) system availability 
ratio for various values of expected delay time (h) and various lengths 
of times between inspections (T)
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be carried out at least twice in the expected delay time period, the 
chance to avoid costly failure to the object is the largest, and the costs 
are the smallest.

In the case of the availability ratio maximization, the best times 
between inspections (T) stronger depend on the time units associ-
ated with each event in the object than it is observable for the cost 
minimization. When the single inspection action performance time 
(di) is relatively small compared to the time of failure (dr) (Fig. 14), 
the solution that maximizes the availability of the object is achieved 
with more frequent inspections than in solutions optimizing the 
costs of the object maintenance (Fig. 13) for the same ratio of costs 
and time units.

The presented examples show that the best time between inspec-
tions of the object must be determined individually for each change 
of reliability, cost, or time parameters and taking into account the 

chosen optimization criterion. Only in some cases, it may happen 
that the same period T will give the best results in terms of both the 
analysed criteria.

5. Summary

The paper presents analytical models describing the availability 
and maintenance costs of the technical object based on delay-time ap-
proach use. These models may be used to optimize the length of time 
between successive inspection actions performance T for the given 
cost and reliability characteristics. 

Presented in the literature known analytical maintenance models 
that base on the delay-time analysis implementation usually are lim-
ited to an analysis of the time period, from the moment of system’s 
new element (“as good as new”) launching to the moment of the first 
inspection action performance. The models proposed in this article 
provide the basis for analytical identification of the optimal length 
of time T in the infinitely long time horizon of the technical object 
operation and maintenance. The paper also presents a brief sensitivity 
analysis of the obtained models for the selected object parameters, 
which led to the conclusion that the best lengths of time T, taking into 
account the maximization of the object availability, are not always 
equal to the best lengths of this time period being obtained from the 
point of view of obtaining the minimal maintenance costs of the given 
object. At the same time, the conducted research shows that for the 
various parameters of the object, there is only one global minimum 
of the cost function or maximum of its availability. Thus, this gives 
a possibility to search for the optimal time period T with the use of 
widely known optimization methods, like anti-gradient methods of 
optimizing functions of one variable. This is a significant convenience 
compared to optimization solutions that based on simulation models. 

The practical application of the presented model may be difficult, 
especially because of the assumption of perfect inspection case in-
vestigation. This is often seen in practice that the inspection action 
performance may not give the right answer if and what defect occurs 
in the system. This may be caused by various factors such as the skill 
of the inspector, the accuracy of the inspection tools, etc. Moreover, 
the maintenance decision may have a multidimensional nature and 
depend on the problems connected with definition if and what kind of 
signal of forthcoming failure may occur. Such a situation may lead to 
different decisions made by managers for the same maintenance situ-
ation. Thus, this issue will be the topic of authors’ future papers. 

Fig. 12.	 The system availability ratio for various values of expected delay time 
(h) and various lengths of times between inspections (T), assuming:  
di = 1, dr = 10, df = 100

Fig. 13.	 The system expected maintenance costs for various values of expected 
delay time (h) and various lengths of times between inspections (T), 
assuming: ci = 1, cr = 100, cf = 1000

Fig. 11.	 The system expected maintenance costs for various values of expected 
delay time (h) and various lengths of times between inspections (T), 
assuming: ci = 1, cr = 10, cf = 100

Fig. 14.	 The system availability ratio for various values of expected delay time 
(h) and various lengths of times between inspections (T), assuming:  
di = 1, dr = 100, df = 1000
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Opracowanie i analiza wra Ŝliwo ści modelu  kontroli stanu obiektu technicznego 
z wykorzystaniem koncepcji opó źnień czasowych. 

 

 

Słowa Kluczowe: opóźnienie czasowe, obsługi blokowe, diagnozowanie stanu obiektu 
 
 
Abstrakt: W artykule autorzy skupili się na opracowaniu matematycznego modelu utrzymania 
obiektów technicznych podlegających kosztownym uszkodzeniom z uwzględnieniem koncepcji 
opóźnień czasowych. Uszkodzenie w danym przypadku oznacza awarię lub zdarzenie katastrofalne, 
po którym obiekt jest niezdatny do uŜytku do momentu wymiany. Wykorzystano politykę blokowej 
kontroli stanu obiektu, która zakłada, Ŝe operacje diagnozy jego stanu są przeprowadzane w 
regularnych odstępach co T jednostek czasu. Rozpatrzono model kosztowy oraz model gotowości dla 
przypadku perfekcyjnej diagnozy stanu obiektu. Pozwoliło to na przeprowadzenie analitycznej 
optymalizacji okresu T między kolejnymi diagnozami stanu obiektu dla nieskończonego horyzontu 
czasowego. Następnie, zbadano zgodność opracowanego modelu analitycznego z wynikami 
uzyskanymi w drodze symulacji. Głównym celem było zbadanie wpływu podstawowych parametrów 
czasowych opracowanego modelu na poziom współczynnika gotowości oraz oczekiwanych kosztów 
utrzymania badanego obiektu. Analiza została przeprowadzona w dwóch etapach. Pierwszy obejmuje 
analizę oczekiwanej liczby zdarzeń (uszkodzeń, wymian profilaktycznych oraz operacji kontroli stanu 
obiektu) dla wybranych zakresów parametrów czasowych: T i opóźnienia czasowego h. W kolejnym 
kroku zbadano zaleŜność wskaźnika gotowości i oczekiwanych kosztów utrzymania obiektu od 
wybranych parametrów czasowych modelu. Pracę kończy wskazanie kierunków dalszych prac 
badawczych.  
 
 
1.  Wprowadzenie 
 

Większość systemów/obiektów technicznych jest naraŜona na występowanie 
negatywnych konsekwencji związanych z pojawieniem się niespodziewanego uszkodzenia 
wynikającego np. z procesów degradacji, uwarunkowań środowiskowych, czy działań 
operatora (np. [2, 3, 21, 31, 42]). Przykładowo, procesy zuŜycia są jedną z podstawowych 
przyczyn uszkodzeń (około 70-80% wszystkich uszkodzeń) urządzeń mechanicznych [22, 
41]. Dlatego teŜ, w celu zapobiegania powaŜnym skutkom występujących uszkodzeń 
wprowadza się działania profilaktyczne związane z utrzymaniem w stanie zdatności 
systemów i obiektów technicznych.  

Właściwy dobór strategii utrzymania systemu/obiektu oraz optymalizacja jej 
parametrów są zadaniem trudnym ze względu na konieczność uwzględnienia wielu 
uwarunkowań obejmujących losowość procesów, ograniczone zasoby wspierające procesy 
eksploatacji, oraz kompleksowość badanych systemów technicznych [28, 33]. Dlatego teŜ na 



przestrzeni ostatnich 40 lat moŜna zauwaŜyć wzmoŜone zainteresowanie problemami 
modelowania procesów utrzymania systemów i obiektów technicznych, obejmującymi m.in. 
zagadnienia harmonogramowania planowych wymian obiektu/elementów/systemu, operacji 
kontroli stanu obiektu/elementów/systemu, czy realizacji napraw bieŜących [32, 34].  W 
szczególności pionierskie prace z badanego obszaru modelowania dotyczyły procesów 
utrzymania obiektów technicznych (np. prace [17, 30, 35]). Podstawowym problemem 
analizowanym w tym obszarze było zagadnienie optymalizacji okresu między kolejnymi 
operacjami kontroli stanu obiektu/obsługi profilaktycznej obiektu (np. [18]), co jest równieŜ 
przedmiotem zainteresowania autorów niniejszej pracy.  

Autorzy skupili się na modelowaniu polityki kontroli stanu systemu/obiektu 
technicznego przy uwzględnieniu koncepcji opóźnień czasowych DT (delay-time concept). 
Koncepcja ta została opracowana przez zespół prof. Christera (np. prace [9, 10, 12, 13]). 
Podobnie jak strategia RCM (Reliability Centered Maintenance) [20], koncepcja opóźnień 
czasowych DT bazuje na podziale procesu degradacji obiektu na dwie podstawowe fazy: fazę 
normalnej pracy (obiekt w pełni zdatny) oraz fazę pracy, w której moŜna zaobserwować 
symptomy jego potencjalnego uszkodzenia (obiekt częściowo zdatny). Okres fazy drugiej 
zwany jest opóźnieniem czasowym (h) [7]. Modele bazujące na tej koncepcji głównie są 
wykorzystywane przy optymalizacji okresów między diagnozami stanu systemu/obiektu w 
celu wykrycia symptomów potencjalnego uszkodzenia obiektu. W przypadku identyfikacji 
takich symptomów, obiekt jest profilaktycznie naprawiany lub podlega wymianie, co pozwala 
na poprawę charakterystyk niezawodnościowych obiektu oraz, przy załoŜeniu, Ŝe koszt 
wymiany po uszkodzeniu obiektu jest wyŜszy od sumy kosztu wymiany prewencyjnej i zysku 
z uŜytkowania obiektu aŜ do uszkodzenia, pozwala na obniŜenie całkowitych kosztów 
utrzymania obiektu [36]. Prace poświęcone przeglądowi literatury, w których modele 
opóźnień czasowych są analizowane wraz z klasycznymi modelami obsługi profilaktycznej to 
m.in. [16, 23, 26, 30]. Przegląd literatury dotyczący modeli utrzymania systemów i obiektów 
technicznych bazujących na zastosowaniu koncepcji opóźnień czasowych przedstawiono np. 
w pracach [7, 8, 36, 37]. 

Jedną z pierwszych prac poświęconych tematyce modelowania procesów utrzymania 
obiektów technicznych według koncepcji DT jest [13]. Autorzy w swojej pracy poddali 
analizie problem modelowania utrzymania obiektu technicznego bazując na 
przeprowadzonych badaniach ankietowych wśród managerów odpowiedzialnych za procesy 
utrzymania obiektów technicznych. Badaniu poddano pracowników 19-tu róŜnych 
organizacji, a celem była ocena, które kryteria mają największy wpływ na decyzje 
podejmowane w zakresie wymiany elementów na nowe. 

W kolejnej pracy [4], autorzy przeanalizowali proces utrzymania maszyny 
naprawialnej, która podlega róŜnym procesom kontroli jej stanu, w celu wykrycia 
ujawniających się symptomów potencjalnego uszkodzenia. Autorzy w pracy pokazali jak 
dane historyczne moŜna zastosować do estymacji parametrów modelu utrzymania obiektu 
technicznego z wykorzystaniem metody największej wiarygodności oraz metody Akaike 
(Akaike Information Criterion). W pracy rozpatrzono modele uwzględniające 
przeprowadzanie perfekcyjnej oraz nieperfekcyjnej operacji kontroli stanu obiektu. 

Z kolei w pracy [5] opracowano model utrzymania obiektu technicznego z 
wykorzystaniem dwufazowej polityki kontroli jego stanu (two-phase inspection policy) dla 



elementu pracującego w trybie on-demand (np. w przypadku sytuacji kryzysowej). 
Modelowana polityka kontroli stanu elementu systemu polega na wprowadzeniu dwóch 
częstotliwości przeprowadzanych operacji inspekcji – w początkowej fazie eksploatacji 
wymagana jest wysoka częstość przeprowadzanych inspekcji, w fazie końcowej uŜytkowania, 
inspekcje przeprowadzane są rzadko, aŜ do fazy jego wymiany profilaktycznej. 
Optymalizacja parametrów polityki utrzymania przeprowadzona jest dla dwóch kryteriów – 
gotowości oraz oczekiwanych kosztów utrzymania w cyklu pracy.  

Interesujący model utrzymania obiektu technicznego z wykorzystaniem koncepcji DT 
zaproponowano w pracy [20]. Autor rozpatruje problem optymalizacji okresu między 
kolejnymi operacjami kontroli stanu obiektu w oparciu o kryterium miary czasu – 
określającego oczekiwany czas pomiędzy chwilą ostatniej przeprowadzonej operacji inspekcji 
oraz chwilą uszkodzenia obiektu. Optymalizację modelu oparto na zastosowaniu symulacji 
Monte Carlo.  

Ponadto, w literaturze opracowano takŜe modele utrzymania obiektów technicznych z 
uwzględnieniem dodatkowego załoŜenia – tzw. wymiany profilaktycznej opóźnionej 
(postponed replacement). Przykładem moŜe być praca [33], gdzie autorzy zaproponowali 
model optymalizacji polityki utrzymania obiektu technicznego, w którym element z 
wykrytym symptomem potencjalnego uszkodzenia (defektem) podczas operacji kontroli jego 
stanu, moŜe pracować jeszcze przez określony przedział czasu. Pozwala to na efektywne 
planowanie harmonogramu utrzymania obiektu, lepsze wykorzystanie zasobów wspierających 
oraz lepsze wykorzystanie okresu trwałości takiego elementu. Model przeanalizowano dla 
przypadków, gdy okres opóźnienia czasowego jest zmienną deterministyczną oraz zmienną 
losową.  

Modele utrzymania obiektów technicznych z uwzględnieniem kryterium 
nieuszkadzalności zostały opracowane w [1, 6, 11, 19, 43]. W pracy [11], autor analizuje 
model utrzymania obiektu, w którym podczas operacji kontroli stanu elementu moŜliwe jest 
wykrycie tylko jednego typu defektu prowadzącego do jego późniejszego uszkodzenia. 
Przyjęto załoŜenie, Ŝe operacje kontroli stanu obiektu są perfekcyjne. Skupiono się na analizie 
wpływu długości okresu między operacjami kontroli stanu obiektu na jego charakterystyki 
niezawodnościowe. Następnie model uogólniono, wprowadzając moŜliwość pojawienia się w 
obiekcie róŜnych typów defektów (występujących niezaleŜnie). Dany problem był następnie 
analizowany w pracy [6], gdzie autor wprowadził załoŜenia upraszczające model oraz wyniki 
badań modelu przeprowadzonych numerycznie. Ponadto, model zaproponowany w pracy [11] 
został następnie przedstawiony w pracy [1] dla przypadku wykładniczych rozkładów 
prawdopodobieństwa czasu do uszkodzenia obiektu oraz opóźnienia czasowego. Z kolei w 
pracy [19], autorzy rozwinęli analizowany model utrzymania z okresową kontrolą stanu 
obiektu, wyznaczając jego gotowość w zaleŜności od długości okresu między operacjami 
kontroli stanu obiektu. Autorzy ponadto rozpatrują trzy warianty modelu: przypadek, w 
którym nie moŜna wykryć opóźnienia czasowego (brak moŜliwości technicznych), przypadek, 
w którym opóźnienie czasowe jest pomijalnie małe, więc wykrywane są jedynie uszkodzenia 
obiektu, oraz przypadek, w którym obiekt podlega okresowej wymianie bez kontroli jego 
stanu. Z kolei w ostatniej pracy [43], autorzy rozpatrują model utrzymania obiektu dla 
przypadku występowania wielu typów defektu. W pracy autorzy rozpatrzyli równieŜ 
przypadek, gdy okresy między operacjami kontroli stanu obiektu nie są stałe. 



Modele utrzymania obiektów technicznych z wykorzystaniem koncepcji DT oraz 
strategii utrzymania według stanu CBM (Condition–based Maintenance) są analizowane 
m.in. w pracach [14, 24, 25]. W pracy [14] autorzy analizują problem utrzymania maszyn 
produkcyjnych z wykorzystaniem strategii utrzymania według stanu. Operacji kontroli stanu 
obiektu podlega proces zuŜycia maszyny, przy czym stan zuŜycia jest zapisywany sygnałem: 
(0,1), w zaleŜności czy został przekroczony stan krytyczny zuŜycia wskazujący na zbliŜające 
się uszkodzenie. Następnie w pracach [24, 25] autorzy rozwijają metodę szacowania chwil 
przeprowadzania operacji kontroli stanu obiektu, podlegającego procesom degradacji 
(okresowa inspekcja). Koncepcja DT jest tu wykorzystana do opisu procesu zmiany stanu 
obiektu. Ponadto, uwzględniono nieperfekcyjną diagnostykę stanu obiektu, wprowadzając 
dwa typy prawdopodobieństwa wykrycia defektu – typ I (a failed-dangerous probability of 
type I error), oraz typ II (a failed-safe probability of type II error). 

Ponadto, w obszarze modelowania utrzymania obiektów technicznych moŜna znaleźć 
prace poświęcone zagadnieniu analizy ryzyka (np. praca [38]), implementacji procesów semi-
Markowa (np. praca [15]), czy zagadnieniu bezpieczeństwa (np. praca [39]). Przykład modelu 
utrzymania obiektu technicznego został przedstawiony w pracy [40], gdzie autorzy proponują 
metodę optymalizacji okresu między operacjami kontroli stanu dla windy. 

Przedstawiane dotychczas w literaturze modele analityczne kosztów utrzymania obiektu 
oraz jego gotowości bazujące na koncepcji DT ograniczały się głównie do analizy okresu 
trwającego od chwili uruchomienia nowego obiektu („tak dobrego jak nowy”) do chwili 
przeprowadzenia pierwszej kontroli stanu. W praktyce oznaczałoby to określenie chwili 
pierwszej diagnozy stanu obiektu i brak wytycznych, co do dalszego postępowania w 
przypadku nie wykrycia symptomów potencjalnego uszkodzenia (np. modele DT 
przedstawione w pracy [27]). Zastosowanie koncepcji diagnoz blokowych w rzeczywistych 
systemach eksploatacyjnych polega jednak najczęściej na diagnozowaniu stanu obiektu w 
stałych punktach czasowych (co stały okres). Powoduje to, Ŝe niezbędne jest wyznaczenie 
okresu miedzy diagnozami najlepszego z punktu widzenia minimalizacji kosztów utrzymania 
obiektu w długim horyzoncie czasowym.  

W związku z tym, w artykule skupiono się na opracowaniu matematycznego modelu 
utrzymania obiektu technicznego, który rozwija podejście stosowane dotychczas i pozwala 
analizować sytuację w nieskończenie długim horyzoncie czasowym eksploatacji obiektu 
technicznego z zaleŜnością czasową. Model umoŜliwia znalezienie stałego okresu między 
operacjami kontroli stanu obiektu, optymalnego ze względu na kryterium minimalizacji 
kosztów utrzymania obiektu lub maksymalizacji jego gotowości. W zaleŜności od wyników 
diagnozy podejmowane są niezbędne działania (obsługa i/lub dalsze uŜytkowanie), zaś 
kolejna diagnoza przeprowadzana jest po kolejnym okresie T niezaleŜnie od wyniku 
wcześniejszej diagnozy. W znaczący sposób upraszcza to zarządzanie procesem obsługiwania 
obiektu technicznego.  

Ponadto przedstawiono analizę wraŜliwości opracowanego modelu na wybrane jego 
parametry, co pozwoliło wskazać pewne zaleŜności, które mogą ułatwić poszukiwanie 
optymalnego okresu między operacjami kontroli stanu obiektu ze względu na obydwa 
rozpatrywane kryteria.  

W związku z tym, w kolejnym punkcie opracowania przestawiono problem modelowy 
analizowany przez autorów pracy oraz załoŜenia dotyczące opracowywanego modelu. 



Pozwoliło to na omówienie modelu matematycznego utrzymania obiektu technicznego, 
bazującego na wykorzystaniu Polityki Przeglądów Blokowych BIP (Block Inspection Policy). 
W modelu kryteria optymalizacji obejmują oczekiwane koszty utrzymania obiektu oraz 
wskaźnik gotowości obiektu. W kolejnym kroku zbadana została zgodność opracowanego 
modelu analitycznego z modelem o charakterze symulacyjnym a następnie przeprowadzono 
analizę wraŜliwości modelu oraz przeanalizowano moŜliwości wykorzystania 
przedstawionego modelu do optymalizacji okresu między diagnozami obiektu. Pracę kończy 
podsumowanie.  

 
 

2. Opis badanego problemu oraz podstawowe załoŜenia  
 

2.1. Opis badanego problemu  
W niniejszym opracowaniu analizie poddano obiekt techniczny z zaleŜnością czasową, 

podlegający okresowej kontroli stanu. Przedstawione badanie obejmuje obiekty 
nienaprawialne lub obiekty naprawialne, dla których przeprowadzanie napraw jest 
nieopłacalne z punktu widzenia ponoszonych kosztów. Jednocześnie załoŜono, Ŝe w obiekcie 
technicznym dopuszcza się pojawienie jednego typu uszkodzenia, którego symptomy są 
moŜliwe do zidentyfikowania podczas diagnozy jego stanu.  

W oparciu o literaturę badanego zagadnienia, przyjęto Ŝe obiekt techniczny jest 
utrzymywany zgodnie z załoŜeniami Polityki Przeglądów Blokowych BIP. Przyjęta polityka 
obsługiwania BIP zakłada, Ŝe operacje diagnozy stanu obiektu (o stałym czasie ich trwania) 
przeprowadzane są w regularnych odstępach co T jednostek czasu. Celem przeprowadzanych 
operacji kontroli stanu obiektu jest ocena, czy moŜe on nadal pełnić swoje funkcje. Ze 
względu na swoją prostotę tego typu polityka utrzymania obiektów technicznych jest nadal 
często zalecana przez ich producentów. Przykładem moŜe być przeprowadzanie okresowych 
kontroli ciśnienia hydraulicznego np. w hamulcach ładowarek kołowych. Kontrole tego typu 
przeprowadzane są co 1000 przepracowanych godzin. 

Ponadto przyjęto, iŜ operacje diagnozy stanu obiektu są perfekcyjne, co oznacza Ŝe 
symptomy o potencjalnym uszkodzeniu, które wystąpią w obiekcie, zostaną w pełni 
zidentyfikowane podczas kontroli stanu obiektu. Jednocześnie załoŜono, Ŝe jeŜeli symptomy 
te zostaną zdiagnozowane, obiekt będzie podlegał wymianie na nowy. Ponadto przyjęto, Ŝe 
uszkodzenie obiektu w czasie uŜytkowania jest natychmiast wykrywane przez personel 
obsługujący i obiekt jest wymieniany na nowy przy określonych kosztach uŜytkownika i w 
załoŜonym czasie. Główną zmienną decyzyjną w modelu jest okres między operacjami 
kontroli stanu obiektu T, nazywany dalej w pracy cyklem obsługiwania. Celem modelu jest 
określenie i oszacowanie wskaźnika gotowości obiektu oraz oczekiwanych kosztów jego 
utrzymania dla przypadku losowego charakteru procesu eksploatacji (losowych chwil 
pojawiania się defektów i uszkodzeń). Dla celów modelowania matematycznego, poniŜej 
przedstawiono dodatkowe załoŜenia.  

 
 
 



2.2. ZałoŜenia 
W niniejszej pracy w modelowaniu procesu eksploatacji nienaprawialnego obiektu 

technicznego przyjęto następujące załoŜenia:  
1) wymieniany obiekt jest trzystanowy, tj. moŜe znajdować się: 

• w stanie zdatności funkcjonalnej i zadaniowej (w dalszej części opracowania 
nazywanej pełną zdatnością),  

• w stanie częściowej zdatności (oznaczającej istnienie defektu w systemie, 
definiowanego jako wystąpienie symptomów potencjalnego uszkodzenia obiektu – w 
dalszej części opracowania nazywanego niepełną lub częściową zdatnością), lub  

• w stanie niezdatności (po wystąpieniu uszkodzenia obiektu, definiowanego jako 
utrata zdolności obiektu do wypełniania wymaganych funkcji); 

2) obiekt jest odnawiany (wymieniany na kolejny o identycznej charakterystyce 
niezawodnościowej) w jednej z dwóch sytuacji – gdy wystąpi uszkodzenie (odnowa 
wymuszona) lub gdy zostanie zidentyfikowany stan częściowej zdatności podczas 
diagnozy stanu obiektu (odnowa prewencyjna); 

3) uszkodzenie obiektu jest identyfikowane natychmiast;  
4) operacja wymiany jest podejmowana natychmiast i trwa przez stały okres. Czas 

niezbędny na wykonanie operacji wymiany został określony przez zmienne df i dr w 
podpunkcie 3.1.;  

5) operacja diagnozy stanu obiektu trwa przez stały okres (określony przez zmienną din w 
podpunkcie 3.1.) i rozpoczyna nowy cykl obsługiwania obiektu T (przedstawiony 
schematycznie na rys. 2). 

 
 

3. Model utrzymania obiektu technicznego z wykorzystaniem koncepcji opóźnień 
czasowych    

Analizie poddano obiekt techniczny utrzymywany zgodnie z zasadami blokowej 
kontroli stanu systemu. W związku z tym, obiekt moŜe znajdować się w jednej z trzech 
operacji obsługiwania: naprawa po wystąpieniu uszkodzenia obiektu, planowa kontrola stanu 
obiektu z wymianą, jeŜeli wykazuje on symptomy przyszłego uszkodzenia lub operacja 
diagnozy stanu obiektu bez jego wymiany na nowy (pełna zdatność obiektu). W związku z 
tym załoŜono, Ŝe w przypadku przeprowadzania planowej operacji kontroli stanu obiektu, 
będzie on podlegał wymianie, jeśli zdiagnozowano symptomy jego przyszłego uszkodzenia. 

Dla potrzeb danego opracowania, okres od chwili rozpoczęcia pracy przez nowy obiekt 
do chwili jego wymiany określono jako “cykl odnowy”, podczas gdy czas pomiędzy dwoma 
kolejnymi operacjami kontroli stanu obiektu (lub operacją kontroli stanu i uszkodzeniem 
obiektu) nazwano „cyklem obsługiwania”. Na rysunku 1 przedstawiono graficznie definicję 
podstawowych parametrów modelu opóźnień czasowych, natomiast rysunki 2 i 3 
przedstawiają cykl odnowy dla sytuacji, kiedy pojawiło się uszkodzenie lub symptomy o 
przyszłym uszkodzeniu obiektu.  



 
 

Rys. 1. Chwile czasu pojawienia się uszkodzenia oraz pierwszych symptomów o przyszłym 
uszkodzeniu w obiekcie  

Źródło: Opracowanie własne na podstawie [8] 
 

 
Rys. 2. Długość cyklu odnowy, gdy pojawiło się uszkodzenie badanego obiektu technicznego 

 

 
Rys. 3. Długość cyklu odnowy, gdy podczas operacji kontroli stanu obiektu zidentyfikowano 

symptom potencjalnego jego uszkodzenia (defekt)  
 

Dla przyjętych załoŜeń modelowych, moŜliwa jest estymacja wskaźnika gotowości oraz 
oczekiwanych kosztów eksploatacji w jednym cyklu odnowy (złoŜonym z cykli obsługiwania 
o długości czasu T) w zaleŜności od długości okresu między-obsługowego T. W celu 
wyznaczenia tych charakterystyk, w pracy modelowaniu poddany zostanie jeden cykl odnowy 
obiektu technicznego. W praktyce przyjęte podejście umoŜliwia szacowanie kosztów i 
gotowości obiektu w nieskończenie długim okresie eksploatacji, gdyŜ wyznaczone wartości 
prawdopodobieństw jak i wartości oczekiwanych będą identyczne dla kolejnych cykli odnów, 
ze względu na fakt, Ŝe po zakończeniu analizowanego/modelowanego cyklu odnowy, obiekt 
wymieniony zostanie (profilaktycznie lub korekcyjnie) na nowy o identycznej charakterystyce 
niezawodnościowej. 



Wyznaczenie tych charakterystyk wymaga oszacowania prawdopodobieństw 
przebywania obiektu w poszczególnych moŜliwych stanach w czasie trwania modelowanego 
(pojedynczego) okresu odnowy obiektu: w stanie zdatności funkcjonalnej i zadaniowej, w 
stanie częściowej zdatności (pojawiły się symptomy o przyszłym uszkodzeniu) oraz 
prawdopodobieństwa przejścia do stanu niezdatności (uszkodzenia) w długim horyzoncie 

czasowym (gdy t→∞). Wyznaczenie tych prawdopodobieństw, uwzględniających fakt 
diagnozowania stanu obiektu, pozwoli w kolejnym kroku wyznaczyć oczekiwane wartości 
kosztów obsługi obiektu oraz jego charakterystyki niezawodnościowe. 

 
3.1. Oznaczenia 

W celu opracowania modelu analitycznego wykorzystano następujące oznaczenia:  
h opóźnienie czasowe, oznaczające okres między pojawieniem się pierwszych 

symptomów o potencjalnym uszkodzeniu a wystąpieniem uszkodzenia obiektu 
u  czas do pojawienia się pierwszych symptomów moŜliwego uszkodzenia obiektu 
tu chwila pojawienia się defektu w obiekcie 
tf losowa chwila pojawienia się uszkodzenia obiektu 

ti chwila i-tej kontroli stanu obiektu, gdzie i = 1,2,3,…, ∞ 

ti →∞ chwila i-tej kontroli stanu obiektu dla i→∞ (nieskończenie długi horyzont 
czasowy) 

Ti okres i-tego cyklu diagnostycznego (między operacjami kontroli stanu obiektu) 
F(t) dystrybuanta czasu t do uszkodzenia obiektu technicznego  
fh(h) gęstość prawdopodobieństwa czasu opóźnienia h 
Fh(h) dystrybuanta czasu opóźnienia h 
g(u) gęstość prawdopodobieństwa czasu u, jaki upływa od chwili rozpoczęcia pracy 

przez obiekt „tak dobry jak nowy” do chwili pojawienia się pierwszych 
symptomów o uszkodzeniu 

G(u) dystrybuanta czasu u, jaki upływa od chwili rozpoczęcia pracy przez obiekt do 
chwili pojawienia się pierwszych symptomów potencjalnego uszkodzenia 

R(t) niezawodność obiektu technicznego uŜytkowanego przez czas t 
PI(ti) prawdopodobieństwo, Ŝe podczas i-tej diagnozy stanu obiektu, będzie on ciągle w 

stanie pełnej zdatności  
LI(ti →∞) oczekiwana liczba kontroli stanu w jednym cyklu odnowy obiektu, podczas 

których będzie on w stanie pełnej zdatności 

PR(ti →∞)  prawdopodobieństwo profilaktycznej wymiany obiektu w jednym cyklu odnowy 

PF(ti →∞) prawdopodobieństwo wymiany prewencyjnej obiektu w jednym cyklu odnowy 

LR(ti →∞) oczekiwana liczba wymian profilaktycznych obiektu w jednym cyklu odnowy  

LF(ti →∞) oczekiwana liczba uszkodzeń obiektu w jednym cyklu odnowy  
TM (t1)  oczekiwany czas zdatności (pełnej i częściowej) obiektu w pierwszym cyklu 

obsługiwania  

TM(ti →∞) oczekiwany czas zdatności (pełnej i częściowej) obiektu od chwili rozpoczęcia 
jego pracy do chwili wymiany (długość cyklu odnowy zgodnie z rys. 2 i 3)  

Rh(t1,t2) prawdopodobieństwo, Ŝe w okresie między chwilami t1, t2 w obiekcie pojawią się 
symptomy uszkodzenia, jednak obiekt nie ulegnie uszkodzeniu aŜ do chwili t2  



TI(ti →∞)  oczekiwany łączny czas diagnozowania stanu obiektu w jednym cyklu odnowy 
din czas przeprowadzania pojedynczej kontroli stanu obiektu 

TR(ti →∞) oczekiwany czas wymian profilaktycznych obiektu w jednym cyklu odnowy 
dr czas realizacji pojedynczej wymiany profilaktycznej obiektu 
TF(ti →∞)  oczekiwany czas wymiany obiektu w jednym cyklu odnowy 
df czas realizacji pojedynczej wymiany korekcyjnej obiektu (po uszkodzeniu) 

A(ti →∞) wskaźnik gotowości obiektu w jednym cyklu odnowy 

CI(ti →∞) oczekiwany koszt kontroli stanu obiektu w jednym cyklu odnowy 
cin koszt kontroli stanu obiektu 
CR(ti →∞) oczekiwany koszt wymian profilaktycznych w jednym cyklu odnowy 
cr koszt wymiany profilaktycznej obiektu 

CF(ti →∞) oczekiwany koszt uszkodzenia obiektu w jednym cyklu odnowy 
cf jednostkowy koszt wynikający z uszkodzenia obiektu 

C(ti →∞) oczekiwane koszty eksploatacji w przeliczeniu na jednostkę czasu pracy obiektu 
 
3.2. Prawdopodobieństwo stanu zdatności, zdatności częściowej i niezdatności w pojedynczym cyklu 
odnowy 

Przy załoŜeniu, Ŝe uszkodzenie obiektu jest zawsze poprzedzone wykrywalnymi 
symptomami, dystrybuantę rozkładu prawdopodobieństwa czasu do uszkodzenia obiektu F(t) 
moŜna opisać jako splot zmiennych u i h, zgodnie z u +h ≤ t [27]: 
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��                      (1) 

 
Natomiast funkcję niezawodności jako: ���� � 	1	 
 	����. 
 
Prawdopodobieństwo PI(ti), Ŝe podczas i-tej diagnozy stanu obiektu (włączonego do pracy w 
chwili t = 0) będzie on ciągle w stanie zdatności określić moŜna jako: 
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� ,      gdzie:   ti =T, 2T, 3T, …, iT      (2) 

 
Na tej podstawie moŜliwe jest wyznaczenie oczekiwanej liczby operacji kontroli stanu 

w całkowitym cyklu odnowy obiektu, podczas których będzie on w stanie zdatności LI(ti→∞): 
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Druga z moŜliwych sytuacji, jaka moŜe mieć miejsce w czasie kontroli stanu obiektu, to 

konieczność jego wymiany spowodowana istniejącymi sygnałami o potencjalnym 
uszkodzeniu. W celu zobrazowania moŜliwości wystąpienia wymiany profilaktycznej obiektu 
w czasie modelowanego (pojedynczego) cyklu odnowy, na rysunku 4 przedstawiono 
alternatywne moŜliwości pojawienia się sekwencji zdarzeń powodujących wymianę 
profilaktyczną obiektu w czasie trzech pierwszych cykli obsługiwania, realizowanych w 
ramach jednego cyklu odnowy. 



 
Rys. 4. Schemat długości cyklu odnowy, gdy podczas operacji kontroli stanu obiektu zidentyfikowano 

symptom potencjalnego jego uszkodzenia (defekt) w pierwszym (a), drugim (b) i trzecim (c) cyklu 
obsługiwania 

 
Rysunek 4 przedstawia przykładowe warianty czasów trwania losowych okresów: do 

pojawiania się symptomów uszkodzenia (u) oraz czasu opóźnienia czasowego (h), które w 
rezultacie spowodowałyby wymianę profilaktyczną obiektu w chwili T (rys. 4a), w chwili 2T 
(rys. 4b) lub w chwili 3T (rys. 4c). Prawdopodobieństwo wystąpienia kaŜdego z wariantów (a, 
b, c) moŜna wyznaczyć dla jednego cyklu obsługiwania. Przykładowo dla drugiego cyklu 
obsługiwania (rys. 4b), prawdopodobieństwo, Ŝe symptomy pojawią się w czasie jego trwania 
i nastąpi wymiana profilaktyczna obiektu w chwili 2T moŜna opisać jako: 
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Na tej podstawie moŜliwe jest oszacowanie prawdopodobieństwa wymiany 

profilaktycznej obiektu w czasie nieskończenie długiego cyklu jego odnowy. 

Prawdopodobieństwo PR(ti→∞), Ŝe obiekt naleŜy wymienić profilaktycznie opisać moŜna 
jako sumę prawdopodobieństw, Ŝe podczas kolejnych diagnoz zauwaŜone zostaną w nim 
symptomy przyszłego uszkodzenia:  
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Ze względu na fakt, Ŝe wymiana profilaktyczna jest jednoznaczna z zakończeniem 

analizowanego cyklu odnowy, szereg dany równaniem (5) jest zbieŜny do wartości 
asymptotycznej opisującej prawdopodobieństwo wymiany profilaktycznej w czasie jednego 
cyklu obsługiwania. 

Szacowanie kosztów i charakterystyk niezawodnościowych analizowanego obiektu 
wymaga równieŜ określenia prawdopodobieństwa jego uszkodzenia. Prawdopodobieństwo, Ŝe 



obiekt zostanie uszkodzony w okresie między kontrolami jego stanu zaleŜy od tego, czy w 
okresie tym pojawią się symptomy przyszłego uszkodzenia oraz następujące po nich 
uszkodzenie – przed kolejną kontrolą. Podobnie jak w przypadku wymiany profilaktycznej, 
prawdopodobieństwo uszkodzenia obiektu liczone jest dla kolejnych okresów obsługowych, 
realizowanych w ramach jednego cyklu odnowy, który to cykl kończyłby się wymianą 
korekcyjną. Przykładowe, alternatywne moŜliwości wystąpienia uszkodzenia w okresie  
t = (0, t3) przedstawiono na rys. 5.  

 

 
Rys. 5. Schemat długości cyklu odnowy, gdy pojawiło się uszkodzenie badanego obiektu 

technicznego w pierwszym (a), drugim (b) i trzecim (c) cyklu obsługiwania 
 

Prawdopodobieństwo uszkodzenia obiektu moŜna zatem wyrazić jako: 
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Zmienne PR(ti→∞) i PF(ti→∞) wyraŜają prawdopodobieństwa wymiany profilaktycznej 

oraz korekcyjnej, jak równieŜ określają oczekiwaną liczbę wymian danego typu w 
pojedynczym cyklu odnowy, gdyŜ zgodnie z przyjętymi załoŜeniami, w czasie całego cyklu 
odnowy moŜliwa jest tylko jednokrotna wymiana obiektu, gdyŜ determinuje ona chwilę 
zakończenia cyklu: 

 
�%��� → ∞� � 1 ∗ �%��� → ∞�	       (7)	
�.��� → ∞� � 1 ∗ �.��� → ∞�	       (8) 

 
3.3. Gotowość systemu z opóźnieniem czasowym  

Oczekiwaną długość czasu zdatności obiektu technicznego w pierwszym cyklu 
obsługiwania moŜna opisać funkcją: 
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Pierwszy komponent sumy wyraŜonej równaniem (9) definiuje moŜliwości wystąpienia 
uszkodzenia obiektu w okresie między kontrolami jego stanu, natomiast drugi komponent 
definiuje prawdopodobieństwo wykrycia defektu podczas pierwszej operacji diagnozy stanu 
obiektu i wynikającą stąd konieczność wymiany profilaktycznej obiektu. 

Całkowita oczekiwana długość czasu zdatności obiektu w pojedynczym cyklu odnowy 
moŜe być oszacowana jako suma oczekiwanych czasów zdatności obiektu w poszczególnych 
cyklach obsługowych, gdy ti → ∞: 
 

'0��� → ∞� � ∑ 6� � � ����1	�� 
 ��2
��-*

��
��-* ���� 3	t! ∙ #� �����1 
 �	��� 
 �������

��-* $7 !�"         

(10) 
 

W celu oszacowania oczekiwanej długości okresu odnowy obiektu naleŜy wyznaczyć 
takŜe oczekiwany czas wszystkich operacji obsługiwania w pojedynczym cyklu odnowy.  

Kolejna operacja kontroli stanu obiektu (i-ta) moŜe być przeprowadzona pod 
warunkiem, Ŝe wcześniejsza diagnoza nie ujawniła defektu obiektu i na koniec (i–1) okresu 
między operacjami kontroli stanu obiekt jest nadal zdatny. Dlatego teŜ, oczekiwany 
sumaryczny czas diagnozowania obiektu w czasie jednego cyklu odnowy będzie uwzględniał 
wszystkie operacje diagnozy jego stanu, kiedy nie wykryto sygnałów świadczących o 
przyszłym uszkodzeniu, jak i diagnozę zakończoną wymianą profilaktyczną, a co za tym idzie 

- prawdopodobieństwa PR(ti →∞) oraz PF(ti →∞). Zatem oczekiwany sumaryczny czas 
przeznaczony na kontrolę stanu obiektu w czasie jednego cyklu odnowy moŜe być 
oszacowany z wykorzystaniem formuły (11):  

 

'���� → ∞� � ��8 ∙ ������ → ∞� 3 �%��� → ∞��       (11) 

 
Określenie oczekiwanego czasu wymiany profilaktycznej obiektu w pojedynczym cyklu 

odnowy bazuje na prawdopodobieństwie pojawienia się defektu na koniec cyklu oraz braku 
tego typu zdarzeń podczas wcześniejszych diagnoz stanu obiektu: 
 

'%��� → ∞� � �9 ∙ �%��� → ∞�                         (12) 
 
Ponadto, naleŜy jeszcze oszacować oczekiwany czas napraw korekcyjnych obiektu. 

Czas ten zaleŜy od prawdopodobieństwa pojawienia się uszkodzenia w danym cyklu 
obsługiwania obiektu, przy załoŜeniu Ŝe podczas wcześniejszej operacji diagnozy jego stanu 
nie został zidentyfikowany defekt obiektu:  
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Oszacowane funkcje (10)-(13) pozwalają na wyznaczenie wskaźnika gotowości 

analizowanego obiektu A(ti → ∞)  zgodnie ze wzorem: 
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3.4. Oczekiwane koszty utrzymania obiektu  

Oszacowanie oczekiwanych kosztów utrzymania obiektu wymaga określenia kosztów 
cząstkowych, wynikających z przeprowadzanych kontroli stanu, wymian profilaktycznych i 
uszkodzeń obiektu. Dla pojedynczego cyklu odnowy mogą one być szacowane podobnie jak 
oczekiwane czasy:  

B���� → ∞� � C�8 ∙ ������ → ∞� 3 �%��� → ∞��                           (15) 

B%��� → ∞� � c9 ∙ �%��� → ∞�     (16) 

B.��� → ∞� � c: ∙ �.��� → ∞�		                                           (17) 

 
Na tej podstawie moŜna wyznaczyć oczekiwany koszt utrzymania obiektu w przeliczeniu na 

jednostkę czasu jego pracy C(ti → ∞): 
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3.5. ZbieŜność wyników analitycznego modelu utrzymania obiektu technicznego z innymi 
opracowanymi modelami o charakterze symulacyjnym 

W celu oceny zbieŜności wyników przedstawionych modeli analitycznych z wynikami 
modeli, opracowanych metodami symulacyjnymi (np. [18]), w tym podpunkcie pracy 
przedstawiono porównanie uzyskanych rezultatów dla przykładowych parametrów obiektu 
technicznego. 

Na rysunku 6 przedstawiono oczekiwaną długość pojedynczego cyklu odnowy obiektu 
(TM), uzyskaną w sposób analityczny (równanie (10)) oraz z wykorzystaniem symulacji 
Monte Carlo. Jak widać wyniki charakteryzują się bardzo duŜą zbieŜnością, a maksymalny 
błąd względny dla prezentowanego przypadku wynosi 4% „symulacyjnej długości cyklu”. 
Inne uzyskiwane wyniki charakteryzują się podobną zbieŜnością, niezaleŜnie od zadanych 
parametrów obiektu. 

Poza porównaniem wyników, na rysunku 6 widać, Ŝe oba badane parametry T i h mają 
znaczący wpływ na długość czasu, jaką przepracowuje analizowany obiekt z zaleŜnością 
czasową. Krótsze okresy między kontrolami stanu (mniejsze wartości T) oznaczają, Ŝe udaje 
się częściej zdiagnozować sygnały o przyszłych uszkodzeniach podczas kontroli, a co za tym 
idzie – skracać czas pracy obiektu przez wymiany profilaktyczne (niŜsze wartości TM). 

Zmiana parametru h w badanym przypadku oznacza jednocześnie zmianę długości 
czasu, po jakim pojawia się defekt w obiekcie – parametru u. Przyjęto, Ŝe badane obiekty 
charakteryzują się jednakowym oczekiwanym czasem pracy (h + u = 100 = constant)  a 
zmieniają się jedynie długości poszczególnych „podokresów” u i h. Rosnąca wartość h 
oznacza, Ŝe sygnał o przyszłym uszkodzeniu moŜe być obserwowany wcześniej i przez 
dłuŜszy okres, niŜ w przypadku zmniejszającego się h. W badanym przypadku maksymalne 
wartości h (h = 90) oznaczają, Ŝe sygnał defektu jest obserwowalny w obiekcie około 9/10 
części jego czasu do uszkodzenia. Na rysunku 6 widać, Ŝe w takim przypadku częste kontrole 
stanu obiektu nawet kilkukrotnie skracają potencjalny czas jego eksploatacji poprzez 
wymiany profilaktyczne. Równie niepoŜądany efekt moŜna zauwaŜyć na rysunku 7, 
przedstawiającym wskaźnik gotowości obiektu dla tych samych zmiennych T i h. Częste 



kontrole stanu w połączeniu z długim okresem obecności defektu, powodują spadek 
gotowości obiektu nawet dla przyjętego upraszczającego załoŜenia o równości wszystkich 
czasów jednostkowych (di = dr = df = 1). 

Wyniki te obrazują jak duŜa jest zatem konieczność właściwego określenia czasu 
między kontrolami stanu obiektu dla danych charakterystyk: cech niezawodnościowych 
obiektu, składników czasowych lub kosztowych (rys. 7). Z tego powodu, w kolejnym 
rozdziale przedstawiona zostanie krótka analiza wraŜliwości wyników uzyskiwanych na 
podstawie przedstawionych modeli. 

 

 
Rys. 6. Analityczny (TM_a) i symulacyjny (TM_s) oczekiwany czas zdatności obiektu dla róŜnych 

wartości oczekiwanego czasu opóźnienia (h) i długości okresów między kontrolami stanów (T) 

 



 
Rys. 7. Analityczny (A_a) i symulacyjny (A_s) wskaźnik gotowości obiektu dla róŜnych wartości 

oczekiwanych czasu opóźnienia (h) i długości okresów między kontrolami stanów (T)  
 

4. Analiza wraŜliwości modelu gotowości i modelu kosztowego utrzymania systemu 
z zaleŜnością czasową 

W dalszej części pracy przeprowadzono analizę wraŜliwości opracowanych modeli 
matematycznych. Celem analizy była ocena wpływu podstawowych parametrów czasowych 
modelu na poziom wskaźnika gotowości oraz oczekiwanych kosztów eksploatacji w długim 
horyzoncie czasowym.  

Analizę wraŜliwości przedstawionych modeli kosztów i gotowości rozpoczęto od 
badania oczekiwanej liczby poszczególnego rodzaju zdarzeń (uszkodzeń (równanie 8), 
wymian profilaktycznych (równanie 7), kontroli stanu (równanie 3)) w zaleŜności od 
załoŜonych parametrów T i h. Wyniki przedstawione zostały na wykresach 8-10. 

Jak widać na wykresach (rys. 8-10) oczekiwana liczba zrealizowanych operacji kontroli 
stanu (rys. 8) jest odwrotnie proporcjonalna do liczby uszkodzeń obiektu, co wynika z faktu, 
Ŝe tylko w przypadku uszkodzenia obiektu, cykl odnowy nie kończy się kontrolą. Gdy czas 
trwania defektu jest niedługi (h ≈ 5-15), częste kontrole (T ≈ 5-10) powodują, Ŝe jest ich wiele 
w pojedynczym cyklu odnowy (rys. 8). Z drugiej strony duŜa liczba kontroli przekłada się na 
skuteczność działań kontrolnych, gdyŜ znacząco obniŜa prawdopodobieństwo uszkodzenia 
obiektu (rys. 10). Przypadki te zaznaczono na wykresach elipsą. Ten sam okres między 
kontrolami stanu T zastosowany jednak w przypadku obiektów z długim opóźnieniem 
czasowym (h ≈ 50-90), nie zmienia znacząco prawdopodobieństwa uszkodzenia obiektu, 
które pozostaje niskie nawet przy rzadszych przeglądach (T ≈ 20-30), za to zwiększa 



znacząco liczbę niepotrzebnych kontroli (rys. 8) oraz liczbę profilaktycznych wymian obiektu 
(rys. 9), co zaznaczono na wykresach prostokątem. 

 

 

 
 Rys. 8. Oczekiwana liczba zrealizowanych kontroli stanu obiektu (bez względu na ich wynik) w 

jednym cyklu odnowy dla róŜnych wartości oczekiwanych czasu opóźnienia (h) i długości okresów 
między kontrolami stanów (T) 

 

 
Rys. 9. Oczekiwana liczba wymian profilaktycznych obiektu w jednym cyklu odnowy dla róŜnych 

wartości oczekiwanych czasu opóźnienia (h) i długości okresów między kontrolami stanów (T) 
 
 



 
Rys. 10. Oczekiwana liczba wymian korekcyjnych obiektu w jednym cyklu odnowy dla róŜnych 

wartości oczekiwanych czasu opóźnienia (h)  i długości okresów między kontrolami stanów (T) 

 
Jak widać, dla badanych wartości T i h oczekiwana liczba kontroli stanu, wymiany 

profilaktycznej i uszkodzeń obiektu mają duŜy obszar zmienności, co znaczy, Ŝe są czułe na 
oba analizowane parametry. Podczas gdy długością opóźnienia czasowego obiektu (h) 
najczęściej nie jesteśmy w stanie sterować, moŜna to zrobić z długością okresu miedzy 
kontrolami stanu obiektu T. Do uŜytkownika naleŜy jednak odpowiedź na pytanie, jakie 
kryterium weźmie pod uwagę podczas optymalizacji okresu T. Wybrane wyniki kosztowe i 
niezawodnościowe, osiągane przez badany obiekt przedstawione zostały na wykresach 11-14. 

Wykresy 11-14 przedstawiają koszty utrzymania obiektu oraz jego gotowość dla dwóch 
wybranych przypadków, w których jednostkowy koszt przeprowadzenia kontroli stanu 
obiektu oraz czas kontroli (ci, di) mają stosunkowo duŜe znaczenie dla obiektu w porównaniu 
z kosztem i czasem wymiany profilaktycznej i korekcyjnej (rys. 11, 12) oraz dla przypadku, 
gdy jest on niewielki w porównaniu z kosztami kontroli i uszkodzenia (rys. 13, 14). Na 
wszystkich tych wykresach widać, Ŝe dla kaŜdej długości czasu opóźnienia h, istnieje wartość 
okresu T, dająca wyniki lepsze niŜ inne długości T (na rysunkach wartości te zaznaczono 
łukiem dla badanego zakresu parametru h). Dokładna analiza wyników potwierdza, Ŝe okres 
najlepszy z punktu widzenia minimalizacji kosztów utrzymania obiektu zbliŜony jest do 
połowy długości czasu opóźnienia h. ZaleŜność ta przypomina regułę Shannona, dotyczącą 
próbkowania sygnałów ciągłych. W przypadku kontroli stanu obiektów z opóźnieniem 
czasowym, jeśli kontrola zostanie przeprowadzona co najmniej dwukrotnie w oczekiwanym 
czasie istnienia defektu, szansa na uniknięcie kosztownego uszkodzenia obiektu jest 
największa, a przez to koszty - najmniejsze. 

W przypadku kryterium maksymalizacji gotowości, najlepszy okres T silniej zaleŜy od 
czasów jednostkowych związanych z poszczególnymi zdarzeniami w obiekcie niŜ w 
przypadku minimalizacji kosztów. Gdy jednostkowy czas operacji kontroli stanu obiektu (di) 
jest znacząco mniejszy niŜ jednostkowy czas wymian (dr) (rys. 14), rozwiązanie 
maksymalizujące gotowość obiektu osiągane jest przy częstszych inspekcjach, niŜ w 



rozwiązaniach optymalizujących koszty utrzymania obiektu (rys. 13) przy tym samym 
stosunku kosztów jednostkowych i czasów jednostkowych. 

  

 
Rys. 11. Oczekiwany koszt utrzymania obiektu dla róŜnych wartości oczekiwanych czasu 

opóźnienia (h) i długości okresów między kontrolami stanów (T), przy załoŜeniu: ci = 1, cr = 10, cf = 
100 

 
Rys. 12. Wskaźnik gotowości obiektu dla róŜnych wartości oczekiwanych czasu opóźnienia (h)  

i długości okresów między kontrolami stanów (T), przy załoŜeniu:  di = 1, dr = 10, df = 100  
 
 
 
 



 
Rys. 13. Oczekiwany koszt utrzymania obiektu dla róŜnych wartości oczekiwanych czasu 

opóźnienia (h) i długości okresów między kontrolami stanów (T), przy załoŜeniu: ci = 1, cr = 100, cf = 
1000 

 
Rys. 14. Wskaźnik gotowości obiektu dla róŜnych wartości oczekiwanych czasu opóźnienia (h) 

i długości okresów między kontrolami stanów (T), przy załoŜeniu:  di = 1, dr = 100, df = 1000 

 
Przedstawione przykłady dowodzą, Ŝe najlepszy czas między kontrolami stanu obiektu 

musi być wyznaczany indywidualnie przy kaŜdej zmianie parametrów niezawodnościowych, 
kosztowych lub czasowych obiektu oraz z uwzględnieniem wybranego kryterium 
optymalizacji. Jedynie w niektórych przypadkach moŜe się zdarzyć, Ŝe ten sam okres T będzie 
dawał wyniki najlepsze z punktu widzenia obu analizowanych kryteriów. 
 
 
5. Podsumowanie 

W pracy przedstawiono modele analityczne opisujące gotowość i koszty utrzymania 
obiektu z zaleŜnością czasową. Modele te mogą zostać wykorzystane do poszukiwania 
optymalnego okresu między kontrolami stanu obiektu T dla zadanych parametrów 
kosztowych oraz charakterystyk niezawodnościowych.   



Przedstawiane dotychczas w literaturze modele analityczne kosztów utrzymania obiektu 
oraz jego gotowości bazujące na koncepcji DT ograniczały się głównie do analizy okresu 
trwającego od chwili uruchomienia nowego obiektu („tak dobrego jak nowy”) do chwili 
przeprowadzenia pierwszej kontroli stanu. Modele przedstawione obecnie dają podstawę do 
analitycznego poszukiwania długości T optymalnej z punktu widzenia nieskończenie długiego 
horyzontu czasowego eksploatacji obiektu z zaleŜnością czasową. W artykule przedstawiono 
równieŜ krótką analizę wraŜliwości uzyskanych modeli dla wybranych parametrów obiektu, 
która pozwoliła stwierdzić, Ŝe długości okresu T, najlepsze z punktu widzenia maksymalizacji 
gotowości obiektu nie zawsze są równe okresom najlepszym z punktu widzenia minimalizacji 
kosztów utrzymania obiektu. Jednocześnie przeprowadzone badanie pozwala stwierdzić, Ŝe 
dla róŜnych parametrów badanego obiektu istnieje tylko jedno, globalne minimum funkcji 
kosztów lub maksymalizacji gotowości. Dzięki temu poszukiwanie optymalnego (z punktu 
widzenia wybranego kryterium) T moŜna zrealizować stosunkowo łatwo za pomocą znanych 
metod optymalizacji, np. metod bezgradientowych optymalizacji funkcji jednej zmiennej. Jest 
to znaczące ułatwienie w stosunku do moŜliwości optymalizacji bazujących na podstawie 
modeli symulacyjnych.  

Praktyczne zastosowanie opracowanego modelu moŜe być ograniczone ze względu na 
przyjęte załoŜenie o tzw. perfekcyjnym wykonaniu operacji kontroli stanu obiektu. W 
praktyce często występuje sytuacja, w której przeprowadzona diagnoza moŜe prowadzić do 
błędnej oceny czy i jaki rodzaj defektu pojawił się w systemie. MoŜe być to związane z 
wieloma czynnikami, takimi jak umiejętności pracownika realizującego diagnozę, czy jakość 
wykorzystanych narzędzi/urządzeń diagnostycznych. Ponadto, decyzja w zakresie 
prawidłowego utrzymania obiektu moŜe mieć wielowymiarowy charakter i zaleŜeć od 
problemów związanych np. z definicją czy i jaki rodzaj sygnału o przyszłym uszkodzeniu 
moŜe wystąpić w obiekcie oraz późniejszą właściwą interpretacją uzyskanych wyników 
diagnozy. Tego typu problemy mogą doprowadzić do podejmowania róŜnych decyzji przez 
pracowników utrzymania odnośnie tej samej sytuacji eksploatacyjnej. Dlatego teŜ, tego typu 
zagadnienia będą analizowane przez autorów w ich późniejszych pracach badawczych.  
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