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1. Introduction

Thin-walled load-carrying structures are characterized by high 
stiffness and strength compared to their specific weight. Owing to 
these properties, thin-walled elements are widely used in many indus-
trial branches, particularly in the aerospace and automotive industry. 
This especially pertains to thin-walled profiles with complex shapes 
of the cross section which are used as stiffening elements. The dis-
advantage of such structures is that they can lose stability even un-
der operational load [8, 15, 16]. When the buckling of a thin-walled 
element is local and elastic, the structure does not get damaged, and 
the element itself can be safely operated in the post-critical state [5, 
15, 16, 23]. Given the above, the data regarding the critical load at 
stability loss of a thin-walled structure is of vital significance to the 
structure’s operation.  Unfortunately, the methods for determining the 
critical load of real structures are not unequivocal, which adds up to 
the difficulty with respect to a rational design of such structures.  This 
being the case, an alternative tool enabling determination of critical 

load is performing a numerical analysis by the finite element method 
[13, 15, 16]. Critical load is determined using a nonlinear eigenprob-
lem analysis based on the minimum potential energy of the system. 
The numerically determined critical load can be to a certain extent 
regarded as determination of the critical force due to the fact that such 
computations are performed for an ideal structure which does not take 
account of geometric defects occurring in real structures. This means 
that the numerical models of thin-walled structures with complex 
cross-sectional shapes should be validated in experimental tests. Such 
a procedure will lead to a development of adequate discrete models 
enabling analysis of the complex problem of stability loss and post-
critical behaviour of thin-walled structures [4, 6, 9, 10, 16, 26].

In the design of modern thin-walled structures used in state-of-
the-art aircraft or automotive structures, traditional engineering ma-
terials (metals) are replaced by advanced composite materials. Given 
the structure of composites, this predominantly pertains to composite 
materials known as laminates [2, 3, 14, 17, 25, 27, 28, 29], or laminar 
composites. These materials exhibit a high strength to specific weight 
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ratio, which makes them widely used in load-carrying structures. An 
additional advantage of composite materials is the fact that we can 
shape their mechanical properties as desired by selecting a specified 
set of material properties and laminate lay-up arrangement. The lit-
erature on thin-walled load-carrying structures made of composite 
materials is rather scarce, the majority of publications being de-
voted to theoretical issues, while there are very few publications 
reporting experimental results. 

The purpose of this study is to investigate the behaviour of 
a thin-walled, channel-section carbon/epoxy composite profile 
under axial compression in both critical and weakly post-critical 
state. The study involves determination of the critical load of a 
real structure as well as analysis of the critical and post-critical 
states by the finite element method. The study also presents a 
methodology for solving the problem of buckling and nonlinear 
stability of thin-walled structural elements made of composite 
materials. 

2. Object of the study

The study was performed on a short thin-walled channel-
section profile under axial compression. The investigated pro-
file is a standard thin-walled structure consisting of perpendicu-
lar walls in the form of flat plates which are joined on longer 
edges  [5, 6, 23]. The  structure was produced by autoclave and 
it was made of a carbon/epoxy composite denoted as M12/35%/
UD134/AS7/143. The composite lay-up consisted of 8 layers in 
a symmetric arrangement relative to the central plane described 
by the configuration [0/-45/45/90]s. The channel-section profile 

had the overall dimensions of 80x40 mm, a wall thickness of 0.148 
mm and a length of 143 mm – Fig.1.

Basic mechanical properties of the produced composite material  
were determined in experimental tests according to the relevant ISO 
standard [19, 20, 21]. Thereby determined mechanical properties of 
the carbon/epoxy composite allow us to define a model of the mate-
rial with orthotropic properties in a two-dimensional state of stress 
(Table 1).

3. Methods and scope of the study

The study involved both experimental and numerical investigation 
of the critical and weakly post-critical state of a thin-walled composite 
structure under compression. The experimental tests conducted on the 

produced thin-walled composite columns enabled observing the real 
behaviour of the structure in a critical state and its operation following 
the stability loss. The purpose of the parallel-run numerical analysis 
was to develop adequate, experimentally validated FEM models for 
investigating the problem of stability (critical state) of thin-walled 
composite structures; in other words, models that would accurately 
reflect the behaviour of a real structure.  

3.1. Experimental

The experimental tests were performed on a thin-walled compos-
ite profile with a channel section  for a load range of approx. 150% 
of the critical force determined in the numerical simulation. The ex-
periments were performed in room temperature on the Zwick Z100 
universal testing machine with a maximum load range of 100 kN, at a 
constant speed of the upper cross beam set to 2 mm/min. In the tests, 
the profile ends were simple-supported to ensure articulate support 
of individual profile walls which had the form of plate elements. To 
prevent the impact of boundary conditions on the structure, both ends 
of the profile were provided with soft material pads to level poten-
tial inaccuracies of the end sections of the profile. The specimen was 
aligned using special pads enabling precise setting of the profile’s end 
sections relative to the bolts of the testing machine. The test stand 
with the mounted specimen is shown in Fig.2.

The experiments involved measuring variations in the compressive 
force and strains using strain gauges located lengthwise the column on 
the opposite sides of the web in the region of the highest expected 
deflection. The obtained post-critical equilibrium paths describing the 
relationship between load and difference in strain, P – (ε1−ε2), enabled 
determination of the critical load as well as assessment of the struc-
ture’s behaviour in a weakly post-critical range.  

3.2. Approximation methods for determining critical load in 
experiments 

Inaccuracies occurring in experimental tests due to various inde-
pendent factors such as geometric defects of the structure, design of 
the test stand, load and boundary conditions hamper accurate determi-

Fig. 1. Thin-walled channel-section column: a)geometric model, b) physical 
model of the structure

Fig. 2. Test stand used in the experiments 

Table 1. Mechanical properties of carbon/epoxy composite 

young’s modulus 
[GPa] Poisson’s ratio ν12 kirchhoff’s modulus 

G12 [GPa]

0° (E1) 90° (E2)
0.32

±45°

130.71 6.36 4.18

a) b)
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nation of critical load. In such cases, it is necessary to use approxima-
tion methods which enable assessing the critical load based on ex-
perimental results. The assessment of the critical force was performed 
by two independent approximation methods: Koiter’s method and the 
P – w2 method [18]. 

The application of Koiter’s method consisted in approximation of 
the post-critical equilibrium path describing the relationship between 
the specimen’s load and the difference in strains measured on the op-
posite sides of the profile wall.  Here, the experimentally determined 
post-critical equilibrium path, P–(ε1−ε2), in a weakly post-critical 
range is approximated with a quadratic function expressed as [18]:

 P P w P w Pcr cr cr=
∝
∝

+
∝
∝

+2

0

2 1

0
 (1)

where: α0, α1, α2 are unknown parameters of the function, P is the ap-
plied force, Pcr is the unknown critical load, and w ≈(ε1−ε2) denotes 
the increase in deflection measured perpendicular to the profile wall. 

In Koiter’s method, the critical load is a point of intersection of 
function (1) and the vertical axis of the coordinate system describing 
the post-critical behaviour of the structure, P−(ε1−ε2). The accuracy of 
the determined critical load depends on selection of an approximation 
range, where, in the case of stable behaviour of the structure, the di-
rection coefficient of the second-order polynomial must be positive. 

With the P−w2 method, the critical load is also determined 
based on the post-critical equilibrium path; however, the assess-
ment of the approximate value of critical force is done based on 
the relationship between load and the square of deflection perpen-
dicular to the plane of the profile wall. In this study, the deflec-
tion w was approximated by a difference in the results obtained 
with the strain gauges (ε1−ε2). The post-critical equilibrium path  
P−w2 was approximated by a linear function expressed as [18]:

 P P w Pcr cr=
∝
∝

+1

0
 (2)

where: α0, α1  are unknown parameters of the function, P is the ap-
plied force, Pcr is the value of unknown critical load, and w2≈(ε1−ε2)2  
denotes the increase in deflection measured 
perpendicular to the profile wall. 

The critical load is a point of intersection 
of approximation function (2) and the verti-
cal axis of the coordinate system describing 
the post-critical behaviour of the structure, 
P–(ε1−ε2)2.

The approximation results obtained with 
the above methods are not always unequivocal. 
The degree of linearity of the approximated 
curve is inextricably linked to the range of data 
used for determining critical loads. In addition, 
the results significantly depend on the number 
of points described by specified coordinates 
subjected to approximation. 

In the experiments, the key factor describ-
ing the accuracy of approximation was a cor-
relation coefficient, R2, the value of which af-
fects the degree of  convergence between the 
approximation function and the applied range 
of the approximated experimental curve. The 
higher the correlation coefficient is, the high-
er the accuracy of the applied approximation 
process can be observed. In the applied approx-

imation for the experimental equilibrium paths of the structure, the 
minimum correlation coefficient was set to R2 ≥ 0.95.

3.3. Numerical analysis

The study of stability and post-critical state was also conduct-
ed numerically by the finite element method using the commercial 
ABAQUS® simulation software. The scope of the numerical compu-
tations involved performing analyses of both critical and weakly post-
critical states up to a value of approx. 150% of the lowest determined 
critical force. The analysis of the critical state involved solving a lin-
ear eigenproblem, leading to determination of the lowest critical load 
and the corresponding mode of stability loss. The eigenproblem is 
solved using the extreme potential energy conditions, i.e. the system’s 
equilibrium is equal to the minimum potential energy [1]. This means 
that, in static systems, the second variation of potential energy must 
be positive. The second stage of the computations involved a nonlin-
ear static analysis performed on a model with initial geometric imper-
fection corresponding to the lowest buckling mode with the amplitude 
equal to 0.1 of the profile wall thickness. This enabled determination 
of the post-critical equilibrium path of the structure describing the 
relationship between load and profile wall deflection in the normal 
direction P-w for a weakly post-critical range. The geometrically 
nonlinear problem (large displacements) was solved by the Newton-
Raphson method [1].

The discretization of the numerical model was performed using 
SHELL elements having  6 degrees of freedom in each node. We used 
8-node S8R elements described by a second-order shape function and 
reduced integration. The technique of reduced integration is one of 
the oldest approximation methods for solving problems regarding dis-
placement and stress in elements. Reduced integration enables reject-
ing false modes of finite elements deformation owing to the use of 
higher order polynomials to describe the element shape function [7, 
11, 12, 22, 24, 30]. The discretization process was performed using 
a structural mesh of finite elements, with the side of the element set 
to 2 mm. With the applied discretization methods, it was possible to 
uniformly divide individual walls of the profile, thereby obtaining a 
numerical model consisting of 5760 finite elements and 17585 nodes. 
A general view of the numerical model is shown in Fig. 3b.

Fig. 3. Discrete model of a channel-section column: a) boundary conditions, b) discretization of the geo-
metric model 

a) b)
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The finite element used in the discretization process was a lami-
nar element enabling defining the laminate structure based on the el-
ement’s thickness.  In the developed numerical model, the material 
is assigned orthotropic properties in two-dimensional state of stress, 
described by the experimentally determined mechanical properties of 
the composite material (Table 1).

The boundary conditions formulated for the numerical model 
ensured articulated support of the compressed composite columns 
– Fig. 3a. The boundary conditions were ensured by applying zero 
displacements to the nodes located on the edges of the lower and up-
per sections of the column, perpendicularly to the plane of each wall 
(displacements ux = 0 and uy = 0 ). In addition, the nodes from the 
bottom end of the column were blocked to prevent vertical displace-
ment (uz = 0), while the nodes belonging to the edge of the top end of 
the column were described by the same displacement uz=const via 
coupling the displacements relative to the axis of the column. The nu-
merical model was subjected to load applied to the edge of the  upper 
section of the column, ensuring that the column was under uniform 
compression in the axial direction. 

4. Results and discussion

The experiments on the axially compressed thin-walled 
channel-section column provided information enabling the as-
sessment of strains in the real structure in a function of external 
load. The results enabled performing qualitative and quantita-
tive analyses of the pre-critical and critical states based on the 
recorded test parameters. The critical state was identified based 
on the obtained buckling mode and its corresponding critical 
load. The experimentally determined critical values served as a 
basis for verifying the FEM numerical results. 

The investigation of the pre-critical and critical behaviour 
revealed that the lowest critical load corresponds to the local 
mode of stability loss of the structure resulting in formation of 
one half-wave on the walls and on the web of the channel-sec-
tion profile. The lowest buckling mode obtained in the experi-
ments and the numerical simulations is shown in Fig. 4. 

The experimental and numerical results of buckling modes 
of the investigated channel-section column under compression 
show complete agreement. The measurements of strains per-

formed using resistance strain gauges enabled determination of the 
post-critical equilibrium path describing the relationship between the 
compressive force and the difference in strains P–(ε1 − ε2). The ob-
tained characteristics served as a basis for determining the critical load 
by two independent approximation methods: Koiter’s method and the 
P−w2 method. The key problem with such an approach is to select an 
adequate measuring range for describing the post critical path, which 
directly affects the results. With inadequate approximation procedures 
the experimental critical loads significantly differ from the numeri-
cal findings. In addition, the approximation range should be selected 
such so as to maintain the highest possible correlation coefficient R2 
in order to ensure sufficient accuracy of matching the approximation 
function to the experimental curve. In the simulations, the range of the 
approximated experimental curve in all investigated cases covered a 
part of the experimental post-critical path from the intersection point 
of  force – strain to the end of the curve determined in the experiments 
for a weakly post-critical state (Koiter’s method) or for a linear state 
(P−w2 method), at the same time maintaining a high value of the cor-
relation coefficient (R2 ˃ 0.95).

As for the Koiter method, we examined the 
experimental post-critical equilibrium path ex-
pressed as P−w (where deflection is determined 
according to w≈(ε1−ε2)), and then performed 
approximation using a third-order polynomial. 
The critical load was determined here as a point 
of intersection between the approximation func-
tion and the chart’s vertical axis (axis of load). 
The critical load determined by Koiter’s method 
is 3108.2 N – Fig. 5. 

As for the P−w2 method, we analyzed the 
post-buckling equilibrium path expressed as 
P-(ε1−ε2)2 and approximated by a linear func-
tion. Also here, the critical load is determined as 
the ordinate of a point of intersection between 
the straight line of approximation and the verti-
cal axis in the chart (axis of load). The critical 
load determined by the P−w2  method is 3125.8 
N – Fig. 6.

The critical load determined by the above 
approximation methods was compared with the 
lowest eigenvalue determined numerically in 
the critical behaviour analysis. The critical load 
of the numerical model is 3008 N. All values 

Fig. 4. Lowest buckling mode in a channel-section column: a) experiment, b) FEM

Fig. 5. Critical load determined by Koiter’s method

a) b)
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of the critical load determined by the applied research methods are 
listed in Table 2.

The values of the critical load describing the buckling of a thin-
walled channel-section column determined by the approximation and 

numerical methods show high agreement.  The highest differ-
ences do not exceed 4%, which means that there is a high quan-
titative agreement between the applied research methods, and 
at the same time this confirms that the proposed procedure for 
calculating the critical load of a real structure was correct. 

The post-critical equilibrium paths P-w (compressive force 
– highest deflection perpendicular to the wall of the profile) de-
termined for the weakly post-critical range are compared, too. 
The experimental results shown in Fig. 7 show both quantitative 
and qualitative agreement with the numerical results determined 
by the finite element method. The results confirm the adequacy 
of the developed  numerical model for investigating the critical 
and post-critical behaviour of channel-section composite pro-
files under compression. 

5. Conclusions

The study investigated the behaviour of a thin-walled 
channel-section column subjected to uniform compression. The 
critical load was determined based on the experimental results 
of the post-critical equilibrium paths of the structure obtained 
by two independent approximation methods: Koiter’s method 
and the P−w2 method. The experimental results were compared 
with the critical load determined by the finite element method. 
It was found that the results of critical load show a very high 
agreement, with the greatest differences not exceeding 4%. This 
confirms the possibility of using the proposed procedure to de-
termine the critical load for real structures. Accurate determina-
tion of the critical load of thin-walled structures is extremely 
vital due to operational reasons, as it prevents the structure from 
undesired loss of stability. 

The results reveal a high sensitivity of the approximation 
parameters on the results accuracy. In particular, this pertains to 
selecting an appropriate approximation range and a high value 
of the correlation coefficient R2 to ensure agreement between 
the experimental characteristics of the structure and the approxi-
mation function. 

The results reveal a high qualitative and quantitative agree-
ment between the experimental results and the numerical find-
ings. This concerns both the mode of stability loss of the struc-
ture, critical load, as well as the post-critical equilibrium paths 
P–w in the early post-critical range. Therefore, the results pro-
vide vital information regarding the modelling of thin-walled 
composite structures and at the same time they confirm the 
correctness of the developed numerical models with respect to 
the eigenproblem and nonlinear statistical analysis in the post-
critical range. 

Fig. 6. Critical load determined by P-w2 method

Fig. 7. FEM post-critical equilibrium paths 

Table 2. Critical load – comparison of experimental and numerical results 

FEm [N] koiter’s meth-
od [N]

koiter’s/ FEm 
difference [%]

P-w2 method 
[N]

P-w2/ FEm differ-
ence [%]

3008 3108.2 3.3 3125.8 3.9
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Badania stateczności i stanów pokrytycznych ściskanych cienkościennych 
profili kompozytowych 

 
 

Słowa kluczowe: metoda elementów skończonych, stateczność konstrukcji, kompozyty, 
stan krytyczny, konstrukcje cienkościenne 
 

 

Streszczenie: Przedmiotem badań jest cienkościenny profil o przekroju ceowym, wykonany  

z kompozytu węglowo-epoksydowego, poddany osiowemu ściskaniu. Zakres badań obejmował 

analizę stanu krytycznego i słabo pokrytycznego metodami doświadczalnymi i numerycznymi.  

W wyniku badań prowadzonych na fizycznym modelu konstrukcji wyznaczono pokrytyczną ścieżkę 

równowagi, na podstawie której z wykorzystaniem metod aproksymacyjnych określono wartość 

obciążenia krytycznego. Równolegle prowadzono obliczenia numeryczne z wykorzystaniem metody 

elementów skończonych. Zakres obliczeń obejmował liniowa analizę zagadnienia własnego,  

w wyniku której określono wartość obciążenia krytycznego modelu numerycznego konstrukcji. Drugi 

etap obliczeń obejmował nieliniową analizę stanu słabo pokrytycznego konstrukcji  

z zainicjowaną imperfekcją geometryczną, odpowiadającą najniższej postaci wyboczenia konstrukcji. 

Wyniki obliczeń numerycznych porównano z wynikami badań doświadczalnych, potwierdzając 

adekwatność opracowanego modelu numerycznego konstrukcji. Zastosowanym narzędziem 

numerycznym był program ABAQUS
®
. 

 

 

Research of buckling and post buckling states of the compression thin-walled 
composite profiles 

 

Keywords: finite element method, stability of construction, composites, critical state, thin-
walled structures 

 
Abstract: The object of this study is a thin-walled channel-section profile made of a carbon-epoxy 

composite subjected to axial compression. The study included analysis  

of the critical and  weakly post-critical behaviour using experimental and numerical methods. As a 

result of the research conducted on a physical model of the structure, we determined a post-critical 

equilibrium path, which was then used to determine the critical load by approximation methods. 

Simultaneously, numerical calculations were performed by the finite element method. Their scope 

included a linear analysis of eigenvalue problems, the results of which led to determination of the 

mailto:p.wysmulski@pollub.pl
mailto:p.rozylo@pollub.pl
mailto:k.falkowicz@pollub.pl


critical load for the developed numerical model. The second step of the calculations consisted in 

performing a nonlinear analysis  of the structure with geometrically initiated imperfection 

corresponding to the lowest buckling mode of the investigated profile. The numerical results were 

compared with the experimental findings, revealing that the developed numerical model of the 

structure was correct. The numerical simulations were performed using the ABAQUS® software. 

 

1. Wstęp 

 

Konstrukcje cienkościenne należą do grupy ustrojów nośnych, charakteryzujących się 

wysoką sztywnością oraz wytrzymałością w stosunku do ich masy własnej. Cechy te 

powodują szerokie zastosowanie cienkościennych elementów konstrukcyjnych w wielu 

dziedzinach przemysłu, a w szczególności w przemyśle lotniczym czy motoryzacyjnym. 

Dotyczy to przede wszystkim cienkościennych profili o złożonych kształtach przekroju 

poprzecznego, wykorzystywanych jako elementy usztywniające pokrycie. Wadą tego typu 

konstrukcji jest możliwość utraty stateczności nawet w warunkach obciążeń eksploatacyjnych 

[8, 15, 16]. W przypadku, gdy wyboczenie elementu cienkościennego ma charakter lokalny 

oraz sprężysty, nie prowadzi to do zniszczenia konstrukcji, a element konstrukcyjny może 

bezpiecznie pracować w stanie pokrytycznym [5, 15, 16, 23]. W związku z powyższym 

znajomość wartości obciążenia krytycznego, przy którym następuje utrata stateczności 

konstrukcji cienkościennej, należy do zagadnień o pierwszorzędnym znaczeniu w warunkach 

eksploatacyjnych. Niestety metody wyznaczania wartości obciążenia krytycznego  

w przypadku konstrukcji rzeczywistych nie są jednoznaczne, co dodatkowo komplikuje 

proces racjonalnego projektowania tego typu ustrojów. W takich przypadkach alternatywnym 

narzędziem, umożliwiającym wyznaczenie wartości obciążenia krytycznego są analizy 

numeryczne z wykorzystaniem metody elementów skończonych [13, 15, 16]. Wartość siły 

krytycznej określana jest z wykorzystaniem liniowej analizy zagadnienia własnego, bazującej 

na kryterium minimum energii potencjalnej układu. Wyznaczona numerycznie wartość 

obciążenia krytycznego może w takich przypadkach stanowić pewne oszacowanie siły 

krytycznej, ze względu na fakt, że do obliczeń przyjmowana jest konstrukcja idealna, bez 

uwzględnienia imperfekcji geometrycznych, występujących w konstrukcjach rzeczywistych. 

Oznacza to, że opracowane modele numeryczne konstrukcji cienkościennych, często 

charakteryzujących się  złożonymi kształtami przekrojów poprzecznych, powinny być 

walidowane wynikami badań doświadczalnych. Taka procedura umożliwia opracowanie 

adekwatnych modeli dyskretnych, pozwalających analizować złożone zagadnienia utraty 

stateczności oraz pracy konstrukcji cienkościennych w zakresie pokrytycznym [4, 6, 9, 10, 16, 

26]. 

 W nowoczesnych konstrukcjach cienkościennych, dotyczących zaawansowanych 

technologicznie konstrukcji m.in. lotniczych czy motoryzacyjnych, tradycyjne materiały 

inżynierskie (metale) są zastępowane nowoczesnymi materiałami kompozytowymi. Dotyczy 

to przede wszystkim, ze względu na budowę kompozytu, materiałów kompozytowych 

określanych jako laminaty [2, 3, 14, 17, 25, 27, 28, 29], czyli kompozytów warstwowych. 

Materiały te cechuje przede wszystkim wysoka wytrzymałość w stosunku do ciężaru 

własnego, co decyduje o ich zastosowaniu w strukturach nośnych. Dodatkową zaletą 

materiałów kompozytowych jest możliwość kształtowania ich właściwości mechanicznych, 

poprzez określony dobór cech materiałowych oraz zastosowanie odpowiedniej konfiguracji 

ułożenia warstw laminatu. Literatura dotycząca cienkościennych kompozytowych konstrukcji 

nośnych jest ograniczona, przy czym  dominują zazwyczaj prace o charakterze teoretycznym, 

natomiast niewiele publikacji dotyczy prezentacji wyników badań doświadczalnych.  

 Przedmiotem badań w niniejszej pracy jest analiza stanu krytycznego oraz zachowania 

w stanie słabo pokrytycznym ściskanego osiowo cienkościennego profilu o przekroju 

ceowym, wykonanego z kompozytu węglowo-epoksydowego. Badania obejmują  



wyznaczenie wartości obciążenia krytycznego konstrukcji rzeczywistej, oraz analizy stanu 

krytycznego i pokrytycznego z wykorzystaniem metody elementów skończonych. 

Przeprowadzone badania pokazują metodykę postępowania, prowadzącą do rozwiązania 

zagadnienia wyboczenia oraz nieliniowej stateczności cienkościennych elementów 

konstrukcyjnych wykonanych z materiałów kompozytowych. 

 

2. Przedmiot badań 
 

Przedmiot badań stanowił krótki, cienkościenny słup o przekroju ceowym, poddany 

próbie osiowego ściskania. Analizowana konstrukcja stanowiła typową strukturę 

cienkościenną, składającą się z prostopadłych ścian, stanowiących płaskie elementy płytowe, 

połączone na dłuższych krawędziach [5, 6, 23]. Konstrukcję wykonano techniką 

autoklawową z kompozytu węglowo-epoksydowego o oznaczeniu 

M12/35%/UD134/AS7/143. Struktura kompozytu złożona była z 8 warstw w symetrycznym 

układzie względem płaszczyzny środkowej o konfiguracji [0/-45/45/90]s. Wymiary 

gabarytowe profilu ceowego wynosiły 80x40 mm, grubość ścian 0,148 mm oraz długość 

profilu 143 mm – rys.1. 

 

a) b) 

 
 

Rys. 1. Słup cienkościenny o przekroju ceowym: a)model geometryczny, b)model fizyczny 

konstrukcji 

  

Dla wytworzonego materiału kompozytowego wyznaczono eksperymentalnie 

podstawowe właściwości mechaniczne wg normy ISO, przedmiotowej w tym zakresie [19, 

20, 21]. Określone doświadczalnie właściwości mechaniczne kompozytu węglowo-

epoksydowego umożliwiają definicję modelu materiału o właściwościach ortotropowych w 

płaskim stanie naprężenia – tab.1. 

 

Tabela 1. Właściwości mechaniczne kompozytu węglowo-epoksydowego 

Moduły Younga  

[GPa] 

Liczba 

Poissona 12 

Moduł 

Kirchhoffa G12 

[GPa] 

0° (E1) 90° (E2) 
0,32 

±45° 

130,71 6,36 4,18 

 



3. Metodyka i zakres badań 

 

Prowadzone badania dotyczyły analizy stanu krytycznego oraz słabo pokrytycznego 

ściskanej cienkościennej konstrukcji kompozytowej metodami eksperymentalnymi  

i numerycznymi. Badania eksperymentalne na wytworzonych cienkościennych słupach 

kompozytowych umożliwiły obserwację rzeczywistego zachowania się konstrukcji w stanie 

krytycznym oraz jej pracy po utracie stateczności. Prowadzone równolegle symulacje 

numeryczne miały na celu opracowanie adekwatnych modeli MES zweryfikowanych 

doświadczalnie, umożliwiających modelowanie zagadnienia stateczności (stanu krytycznego) 

kompozytowych konstrukcji cienkościennych, w wierny sposób odwzorowujących 

zachowanie konstrukcji rzeczywistej.  

 

3.1 Badania eksperymentalne 

Badania eksperymentalne dotyczyły osiowego cienkościennego profilu 

kompozytowego o przekroju ceowym w zakresie obciążenia wynoszącego ok 150% wartości 

siły krytycznej wyznaczonej w obliczeniach numerycznych. Badania prowadzono na 

uniwersalnej maszynie wytrzymałościowej Zwick Z100 o  maksymalnym zakresie 

obciążenia 100 kN w temperaturze pokojowej, przy stałej prędkości przemieszczania górnej 

trawersy wynoszącej 2 mm/min. W trakcie badań końce słupa były swobodnie podparte, 

zapewniając w ten sposób realizację przegubowego podparcia dla poszczególnych ścian 

profilu, będących elementami płytowymi. W celu wyeliminowania wpływu warunków 

brzegowych na pracę konstrukcji, na obydwu końcach zastosowano podkładki z miękkiego 

tworzywa, umożliwiające niwelację ewentualnych niedokładności przekrojów końcowych 

słupa. Próbkę osiowano za pomocą specjalnych wkładek, umożliwiających precyzyjne 

ustawienie przekrojów końcowych słupa względem sworzni maszyny wytrzymałościowej. 

Widok stanowiska badawczego z zamocowaną próbką do badań eksperymentalnych 

przedstawia rys.2. 

 

 
 

Rys. 2. Stanowisko do badań doświadczalnych 

 



W trakcie badań rejestrowano przebieg wartości siły ściskającej oraz odkształcenia, 

mierzone za pomocą tensometrów oporowych, umieszczonych w kierunku wzdłużnym słupa 

po przeciwnych stronach środnika w miejscu spodziewanych największych ugięć. 

Otrzymane w wyniku pomiarów pokrytyczne ścieżki równowagi, określające zależność 

obciążenia od różnicy odkształceń P – (ε1-ε2) umożliwiły określenie wartości obciążenia 

krytycznego oraz ocenę pracy konstrukcji w zakresie słabo pokrytycznym. 

 

3.2 Aproksymacyjne metody wyznaczania wartości obciążenia krytycznego na 

podstawie badań doświadczalnych 

Występujące w trakcie prowadzonych badań doświadczalnych wszelkiego rodzaju 

niedokładności powodowane różnymi niezależnymi czynnikami, jak m.in. imperfekcje 

geometryczne konstrukcji, budowa stanowiska badawczego czy realizacja obciążenia  

i warunków brzegowych utrudniają precyzyjne wyznaczenie wartości obciążenia 

krytycznego. W takich przypadkach niezbędne jest wykorzystanie metod aproksymacyjnych, 

umożliwiających oszacowanie wartości obciążenia krytycznego na podstawie uzyskanych 

pomiarów w prowadzonych badaniach eksperymentalnych. W niniejszej pracy do oceny 

wartości sił krytycznych zastosowano 2 niezależne metody aproksymacyjne: metodę Koiter’a 

oraz metodę P –w
2
 [18].  

Zastosowanie metody Koiter’a polegało na aproksymacji pokrytycznej ścieżki 

równowagi, opisującej zależność pomiędzy obciążeniem próbki, a różnicą odkształceń 

mierzonych po przeciwległych stronach ścianki profilu. Wyznaczona eksperymentalnie 

pokrytyczna ścieżka równowagi P–(ε1-ε2) w zakresie słabo pokrytycznym jest w tym 

przypadku aproksymowana funkcją kwadratową o następującym równaniu [18]: 

 

   
  (1) 

 

gdzie: α0, α1, α2  – stanowią nieznane parametry funkcji,  – oznacza wartość przyłożonej 

siły, cr – wartość nieznanego obciążenia krytycznego oraz wartość w≈(ε1-ε2)  

oznacza przyrost ugięcia, mierzony prostopadle do ściany profilu.  

W przypadku metody Koiter’a obciążenie krytyczne określane jest jako miejsce 

przecięcia funkcji (1) oraz pionowej osi układu współrzędnych pokrytycznej charakterystyki 

konstrukcji P-(ε1-ε2). Dokładność określenia wartości obciążenia krytycznego jest 

uzależniona od dobru zakresu aproksymacji, gdzie w przypadku statecznej charakterystyki 

konstrukcji, współczynnik kierunkowy wielomianu stopnia drugiego musi być dodatnio 

określony. 

W przypadku metody P-w
2
 obciążenie krytyczne jest również wyznaczane na 

podstawie pokrytycznej ścieżki równowagi, jednakże oszacowanie przybliżonej wartości siły 

krytycznej bazuje na charakterystyce obciążenia od kwadratu ugięcia na kierunku 

prostopadłym do płaszczyzny ściany profilu. W prowadzonych badaniach wartość ugięcia  

w aproksymowano różnicą wskazań tensometrów (ε1-ε2). Pokrytyczną ścieżkę równowagi   

P-w
2
 aproksymowano funkcją liniową w postaci [18]: 

 

   
(2) 

 

gdzie: α0, α1 – stanowią nieznane parametry funkcji,  – oznacza wartość przyłożonej siły, 

cr – wartość nieznanego obciążenia krytycznego, natomiast wartość w
2
≈(ε1-ε2)

2
 

 oznacza przyrost ugięcia mierzonego prostopadle do ściany profilu. 

 



Obciążenie krytyczne określa się jako punkt przecięcia funkcji aproksymacji (2)  

z pionową osią układu współrzędnych pokrytycznej charakterystyki konstrukcji P–(ε1-ε2)
2
. 

Rezultaty otrzymywane na drodze aproksymacji powyższą metodą nie zawsze są 

jednoznaczne. Stopień liniowości przebiegu aproksymowanej krzywej jest ściśle uzależniony 

od zakresu danych, biorących udział w procesie określania obciążeń krytycznych. 

Dodatkowo wynik znacząco zależy od ilości punktów o określonych współrzędnych, 

poddanych etapowi aproksymacji. 

W prowadzonych badaniach kluczowym wyznacznikiem, decydującym o dokładności 

procesu aproksymacji był współczynnik korelacji R
2
. Wartość tego współczynnika  

decydowała o poziomie zbieżności przebiegu funkcji aproksymującej z wybranym zakresem 

aproksymowanej krzywej doświadczalnej. Wyższa wartość współczynnika korelacji 

zapewniała w tym przypadku większą dokładność zastosowanego procesu aproksymacji.  

W zastosowanych procesach aproksymacji doświadczalnych pokrytycznych ścieżek 

równowagi konstrukcji przyjęto minimalną wartość współczynnika korelacji na poziomie  

R
2 

≥ 0.95. 

 

3.3 Obliczenia numeryczne 

Badania stateczności oraz stanów pokrytycznych prowadzono równolegle metodami 

numerycznymi z wykorzystaniem metody elementów skończonych. W procesie obliczeń 

numerycznych zastosowano komercyjny program ABAQUS
®
. Zakres prowadzonych obliczeń 

obejmował analizę stanu krytycznego oraz stanu słabo pokrytycznego, do wartości ok. 150 % 

wyznaczonej najniższej wartości siły krytycznej. Obliczenia dotyczące stanu krytycznego 

obejmowały rozwiązanie liniowej analizy zagadnienia własnego, prowadzącego do 

wyznaczenia wartości najniższego obciążenia krytycznego oraz odpowiadającej mu postaci 

utraty stateczności. W rozwiązaniu zagadnienia własnego wykorzystuje się warunki na 

ekstremum energii potencjalnej -  stan równowagi układu odpowiada minimum energii 

potencjalnej [1]. Oznacza to, że dla układów o charakterze statecznym druga wariacja energii 

potencjalnej musi być dodatnio określona. Drugi etap obliczeń obejmował nieliniową analizę 

statyczną, prowadzoną na modelu z zainicjowaną imperfekcją geometryczną, odpowiadającą 

formie najniższej postaci wyboczenia, o wartości amplitudy wynoszącej 0,1 grubości ścianki 

profilu. Pozwoliło to na wyznaczenie pokrytycznej ścieżki równowagi konstrukcji, 

określającej zależność obciążenia od ugięcia ścianki profilu na kierunku normalnym P-w  

w zakresie słabo pokrytycznym. Rozwiązanie zagadnienie geometrycznie nieliniowego  

(duże przemieszczenia) przeprowadzono z wykorzystaniem przyrostowo-iteracyjnej metody 

Newtona-Raphsona [1]. 

Proces dyskretyzacji modelu numerycznego przeprowadzono z wykorzystaniem 

elementów powłokowych SHELL, posiadających 6 stopni swobody w każdym węźle. 

Zastosowano typ elementu o oznaczeniu S8R, stanowiącego element 8-węzłowy, z funkcją 

kształtu drugiego rzędu oraz zredukowanym całkowaniem. Technika zredukowanego 

całkowania jest jedną z najstarszych technik aproksymacji rozwiązań stanu 

przemieszczeniowo-naprężeniowego w elemencie. Zredukowane całkowanie pozwala na 

usuwanie fałszywych form deformacji elementów skończonych dzięki zastosowaniu 

wielomianów wyższych rzędów w opisie funkcji kształtu elementu [7, 11, 12, 22, 24, 30]. W 

procesie dyskretyzacji zastosowano strukturalną siatkę elementów skończonych, przyjmując 

wymiar boku elementu równy 2 mm. Przyjęta metoda dyskretyzacji zapewniała 

równomierny podział poszczególnych ścian profilu, prowadząc do rozmiaru modelu 

numerycznego składającego się z 5760 elementów skończonych oraz 17585 węzłów. Widok 

ogólny modelu numerycznego przedstawia rys. 3b. 

 

 



a) b) 

  

 

Rys. 3. Model dyskretny słupa o przekroju ceowym: a) warunki brzegowe, b) dyskretyzacja 

modelu geometrycznego 

 

 Zastosowany w procesie dyskretyzacji typ elementu skończonego stanowił element 

warstwowy, umożliwiający definicję struktury laminatu po grubości elementu.  

W opracowanym modelu numerycznym zdefiniowano model materiału ortotropowego  

w płaskim stanie naprężenia, przyjmując wyznaczone eksperymentalnie właściwości 

mechaniczne materiału kompozytowego (Tabela 1). 

Sformułowane dla modelu numerycznego warunki brzegowe odpowiadały realizacji 

przegubowego podparcia ściskanych słupów kompozytowych – rys.3a. Realizację warunków 

brzegowych przeprowadzono poprzez zadanie zerowych przemieszczeń węzłom leżącym na 

krawędziach dolnego i górnego przekroju końcowego słupa, odpowiednio na kierunkach 

prostopadłych do płaszczyzny każdej ściany (przemieszczenia ux = 0 i uy = 0 ). Dodatkowo 

węzłom należącym do krawędzi dolnego końca słupa zablokowano możliwość przemieszczeń 

na kierunku pionowym (uz = 0), natomiast węzłom należącym do krawędzi górnego końca 

słupa przypisano równe przemieszczenie uz=const, poprzez sprzęgnięcie przemieszczeń w 

kierunku osiowym słupa. Obciążenie modelu numerycznego zrealizowano w formie 

obciążenia rozłożonego, przyłożonego do krawędzi górnego przekroju końcowego słupa, 

zapewniając równomierne jego ściskanie na kierunku osiowym.  

 

4. Wyniki badań - dyskusja 

 

Przeprowadzone badania doświadczalne osiowego ściskania cienkościennego słupa  

o przekroju ceowym dostarczyły niezbędnych informacji, pozwalających na ocenę stanu 

odkształcenia konstrukcji rzeczywistej w funkcji obciążenia zewnętrznego. Otrzymane wyniki 

badań umożliwiają dokonanie jakościowej i ilościowej analizy stanu dokrytycznego oraz 

krytycznego w oparciu o zarejestrowane parametry próby. Identyfikację stanu krytycznego 

przeprowadzono na podstawie uzyskanej postaci wyboczenia oraz odpowiadającej jej 

wartości obciążenia krytycznego. Wyznaczone w sposób doświadczalny wartości krytyczne 

stanowiły podstawę weryfikacji wyników obliczeń numerycznych MES. 



Badania stanu dokrytycznego i krytycznego wykazały, że najniższa wartość 

obciążenia krytycznego odpowiada lokalnej postaci utraty stateczności konstrukcji, 

przejawiającą się powstaniem jednej półfali na poszczególnych ścianach i środniku profilu 

ceowego. Otrzymaną w prowadzonych badaniach eksperymentalnych i obliczeniach 

numerycznych najniższą postać wyboczenia konstrukcji przedstawia rys. 4.  

 

a) b) 

  
 

Rys. 4. Najniższa postać wyboczenia słupa o przekroju ceowym: a) badania 

eksperymentalne, b) obliczenia numeryczne MES 

 

Otrzymane w badaniach doświadczalnych oraz obliczeniach numerycznych formy 

deformacji ściskanego słupa o przekroju ceowym wykazują całkowita zgodność jakościową 

postaci wyboczenia konstrukcji. Prowadzone pomiary odkształceń z wykorzystaniem 

tensometrów oporowych umożliwiły wyznaczenie pokrytycznej ścieżki równowagi 

konstrukcji, określającej zależność siły obciążającej od różnicy odkształceń P–(ε1 – ε2). 

Uzyskana charakterystyka stanowiła podstawę wyznaczenia wartości obciążenia krytycznego 

z wykorzystaniem dwóch niezależnych metod aproksymacyjnych: metody Koiter’a oraz 

metody P–w
2
. Kluczowym problemem takiego podejścia jest odpowiedni dobór zakresu 

pomiarowego, koniecznego do opisu ścieżki pokrytycznej, co bezpośrednio przekłada się na 

otrzymywane wyniki. W przypadku nieodpowiednio dobranych procedur  aproksymacji, 

wartości obciążeń krytycznych znacznie odbiegają od wartości oszacowanych w symulacjach 

numerycznych. Dodatkowo dobór zakresu aproksymacji powinien być podyktowany 

zachowaniem możliwie wysokiego współczynnika korelacji R
2
, oznaczającym zachowanie 

dostatecznej dokładności dopasowania funkcji aproksymującej do krzywej doświadczalnej.  

Z przeprowadzonych symulacji określono, że zakres aproksymowanej krzywej 

eksperymentalnej we wszystkich badanych przypadkach obejmował część doświadczalnej 

ścieżki pokrytycznej, zaczynającą się od punktu przegięcia linii siła – odkształcenie, do 

końca krzywej wyznaczonej w badaniach eksperymentalnych w stanie słabo zakrytycznym 

(metoda Koiter’a) lub liniowej (metoda P-w
2
), przy jednoczesnym zachowaniu wysokiej 

wartości współczynnika korelacji (R
2
 ˃ 0,95). 



W przypadku metody Koiter’a analizie poddano doświadczalną ścieżkę pokrytyczną 

w postaci P-w (gdzie wartość ugięcia wyznaczano wg zależności w≈(ε1-ε2)), a następnie 

aproksymowano wielomianem trzeciego stopnia. Wartość obciążenia krytycznego wyznaczał 

w tym przypadku punkt przecięcia się funkcji aproksymującej z osią pionową wykresu (osią 

obciążenia). Wyznaczona wartość obciążenia krytycznego z wykorzystaniem metody 

Koiter’a wynosiła 3108,2 N – rys.5.  

 

 
 

Rys. 5. Wyznaczenie wartości obciążenia krytycznego metodą  Koiter’a
 

 

W przypadku metody P-w
2
 analizie poddano pokrytyczną ścieżkę równowagi  

w postaci P-(ε1-ε2)
2
, którą aproksymowano funkcją liniową. Również w tym przypadku 

wartość obciążenia krytycznego określała rzędna punktu przecięcia prostej aproksymującej  

z osią pionową wykresu (osią obciążenia). Wyznaczona za pomocą metody P-w
2
  wartość 

obciążenia krytycznego wyniosła 3125,8 N – rys.6. 

 

 
 

Rys. 6. Wyznaczenie wartości obciążenia krytycznego metodą  P-w
2 

 



Wyznaczone metodami aproksymacyjnymi wartości obciążenia krytycznego 

porównywano z najniższą wartością własną, wyznaczoną w numerycznej analizie stanu 

krytycznego. Otrzymana numeryczna wartość siły krytycznej dla modelu numerycznego 

wyniosła 3008 N. Wyznaczone wartości obciążenia krytycznego z wykorzystaniem 

wszystkich zastosowanych metod badawczych zestawiono w tabeli 2. 

 

Tabela 2. Wartości obciążenia krytycznego - zestawienie wyników doświadczalnych  

i numerycznych 

MES 

[N] 

Metoda 

Koiter’a 

[N] 

Różnica 

Koiter/ 

MES [%] 

Metoda 

P-w
2
 

[N] 

Różnica 

P-w
2
/ 

MES [%] 

3008 3108.2 3.3 3125.8 3.9 

 

Otrzymane metodami aproksymacyjnymi oraz numerycznymi wartości sił 

krytycznych, przy których zachodzi zjawisko wyboczenia cienkościennego słupa o przekroju 

ceowym, charakteryzują się bardzo wysokim poziomem zbieżności. Maksymalne różnice, 

które nie przekraczają 4% oznaczają bardzo wysoką zgodność ilościową zastosowanych 

metod badawczych, potwierdzając jednocześnie poprawność zaproponowanej procedury 

określania  wartości obciążenia krytycznego konstrukcji rzeczywistej.  

Zestawiono również pokrytyczne ścieżki równowagi P-w (siła ściskająca – ugięcie 

maksymalne w kierunku prostopadłym do ściany profilu) wyznaczone w zakresie słabo 

pokrytycznym. Przedstawiona na rys. 7 charakterystyka doświadczalna wykazuje zgodność 

ilościową i jakościową z krzywą wyznaczoną w symulacjach numerycznych wykonanych 

metodą elementów skończonych. Prezentowane wyniki potwierdzają adekwatność 

opracowanego modelu numerycznego, umożliwiającego symulację stanu krytycznego oraz 

pokrytycznego ściskanych słupów kompozytowych o przekroju ceowym.  

 

 

 
 

Rys. 7. Pokrytyczne ścieżki równowagi MES-eksperyment  



5. Podsumowanie 

 

W pracy badano zachowanie cienkościennego słupa o przekroju ceowym poddanego 

równomiernemu ściskaniu. Podjęto próbę wyznaczenia wartości obciążenia krytycznego, na 

podstawie otrzymanych eksperymentalnie pokrytycznych ścieżek równowagi konstrukcji  

w oparciu o 2 niezależne metody aproksymacyjne: metodę  Koiter’a oraz metodę P-w
2
. 

Wyniki badań porównano z wartością obciążenia krytycznego wyznaczoną z wykorzystaniem 

metody elementów skończonych. Stwierdzono bardzo wysoką zgodność wartości obciążenia 

krytycznego, wyznaczonego poszczególnymi metodami - maksymalne różnice nie 

przekraczały 4%. Potwierdza to możliwość wykorzystania zaproponowanej procedury do 

określania wartości obciążenia krytycznego konstrukcji rzeczywistych. Precyzyjne 

wyznaczenie siły krytycznej w przypadku konstrukcji cienkościennych należy do zagadnień 

niezwykle istotnych ze względów eksploatacyjnych, gdyż pozwala zabezpieczyć konstrukcję 

przed niepożądanym zjawiskiem utraty stateczności.  

Przeprowadzone badania zwracają uwagę na wysoką czułość parametrów 

aproksymacji na dokładność uzyskiwanych wyników. W szczególności dotyczy to 

odpowiedniego doboru zakresu aproksymacji oraz konieczności zapewnienia wysokiego 

współczynnika korelacji R
2
, zapewniającego zgodność doświadczalnej charakterystyki 

konstrukcji z funkcją aproksymującą.  

Prowadzone badania wykazały wysoką jakościową oraz ilościową zgodność wyników 

badań eksperymentalnych z wynikami obliczeń numerycznych. Dotyczy to zarówno postaci 

utraty stateczności konstrukcji, wartości obciążenia krytycznego, jak również pokrytycznych 

ścieżek równowagi P–w w zakresie słabo pokrytycznym. Otrzymane wyniki dostarczają 

zatem istotnych informacji, dotyczących techniki modelowania cienkościennych struktur 

wykonanych z materiałów kompozytowych, potwierdzając jednocześnie adekwatność 

opracowanych modeli numerycznych, zarówno w obliczeniach zagadnienia własnego, jak  

i nieliniowej analizie statycznej w zakresie pokrytycznym. 
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