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Zum Bernsteinschen Kquivalenzsatz

yon

H. A. Jung (Koln)

A, B seien beliebige Mengen. Eine Abbildung ¢ wird in dieser Note
als Relation zwischen 4 und B aunfgefafit: ¢ C AXB. Ein ¢’ C ¢ heibt
Teilabbildung von ¢. .

Die Abbildung ¢ heilt gesdttigt bei A, wenn |p(A’)| = |4'| fir jedes
endliche A’ C A gilt; ¢ heilt gesdttigi bei B, wenn ¢-! bei B gesiittigh ist:
lp~X(B’)| = |B’| tiir jedes endliche B’ C B.

J. Konig bewies (in [2], vgl. auch St. Banach [1]) die folgende Ver-
schérfung des Agquivalenzsatzes von Bernstein (ohne Benutzung des
Auswahlpostulates):

@, set eineindeutige Abbildung von A in B, g, eineindeutige Abbildung
aus”A auf B. Dann gibt es eine eineindeutige Abbildung ¢’ von A auf B
mit @ C v @,.

Wir beweisen allgemeiner, ebenfalls ohne Benutzung des Auswahl-
postulats:

SATz 1. ¢, p, seien eineindeutige Abbildungen aus A in B. Es gibt
genau dann eine eineindeutige Abbildung ¢’ von A auf B mit ' C ey u g,
(9" Teilabbildung von g, p,), wenn @, @, bei A und bei B gesitiigt ist.

Zugleich ergibt sich:

SATZ 2. @1, @, seien eineindeutige Abbildungen aus A in B. Bs gibt
genaw dann eine eineindeutige Abbildung ¢' von A in B mit ¢’ C oy v gs,
wenn @y g, bei ATgesdttigi ist.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen in Satz 1 und Satz 2
ist selbstverstéindlich. Zum Beweis, daB diese hinreichend sind, setzen
wir voraus, daB ¢, und @,, weiter 4 und B elementfremd sind. (Der all-
gemeine Fall 148t sich durch einfache formale Abinderungen darauf
zuriickfithren.)

4, B und ¢; v, definieren einen gerichteten Graphen & mit der
Eckenmenge 4 v B, der Kantenmenge ¢, u g,. Die Begriffe Weg, Kom-
ponente und Faktor werden vorausgesetzt. y(a) bzw. §(b) bezeichne die
Zahl der von aTausgehenden bzw. nach b hinfithrenden Kanten in @
(aed, beB). Bs ist ein Faktor @ von @ zu konstruieren mit 7(a)= 1,
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3()=1 (aed, beB)baw. (bei Satz 2) 7(a)=1,8(0) <1 (sed, beB).
Wir konstruieren @ komponentenweise. K sei also eine Komponente von &,

Da ¢, v @, bel 4 gesdittigh ist, gibt es keine ¢ e A mit y(a) = 0. Fiir
ein a, aus K gelte y(ao) = 1. An q, liege eine Kante von ¢, (0.B.d.A.).
Gibt es nun ein ¢, in K, woran keine Kante aus ¢, st68t, so erschopft
ein Weg von a, nach a; alle Ecken und Kanten von K; also ist die Zahl
der @ in K groBer als die der b in K, somit ¢, v ¢, nicht geséittigt bei 4.
An jedes @ von K stoBt also eine Kante von ¢;. An jedes b von X stoBt
eine Kante von ¢, da ein Weg von @, nach b eine ungerade Zahl von
Kanten enthilt, die abwechselnd zu ¢, bzw. @, gehoren. Die Kanten
in K von g, bilden also einen Faktor der Bedingung.

Fir jedes o von K gelte y(a) = 2. Ist fiir ein b von K d(b) = 0, so
besteht K nur aus dieser Ecke, und ¢, v ¢, ist nicht gesittigt bei B.
In K gebe es zwei Ecken b, 7 b, mit 6(b;) = d(b,) = 1. Ein Weg von b,
nach b, erschopft alle Ecken und Kanten von K. Wie oben (fiir A) folgt,
daB ¢; v ¢, nicht bei B gesiittigt ist. Im Fall von Satz 2 bilden die Kanten
von ¢, in K einen Faktor der Bedingung. Gilt fiir alle b von K 8(b) = 2,
so definieren die Kanten von ¢, in K einen Faktor der Bedingung. SchlieB-
lich gebe es genau ein by e B in K mit y(b,) = 1. An b, stoBe eine Kante
aus ¢ (0.B.d.A.). Die Kanten von ¢, in K bilden dann einen Faktor
der Bedingung. Damit sind Satz 1 und Satz 2 bewiesen.
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On regular extensions of operator systems

by
W. M. Zawadowski (Warszawa)

The aim of this note is to propose a slightly improved version of
the extension theorem given by W. Stowikowski in this journal, [8].

L. An operator system is an ordered pair (S, X), where

a. § is a semigroup with the unit element,

b. X is a commutative group,

¢. with each element A ¢S there is associated a subgroup G4C X,
and with each pair 4 €S, # ¢ G4 there is associated an element y e X,
which is called the composition of A and @, y = Aw», and

the map 4d: G4—~X is a homomorphism of G4 onto the whole
group X.

We do not assume the cancellation law for S.

An operator system (S, X) is linear, if X is a linear space, and
# ¢ G4 implies Az e G4, and A(Ax) = A4z for every scalar A.

We may always reduce the theory of linear operator systems (S, X)
to the theory of ordinary operator systems considering X a group, and
enlarging S to include all the operators of multlphoatlon by a scalar.

An operator system is regular, if

1. G4=X for every 4 S, and

2. A(Bx)= (AB)#x, which means that if either member of this
equality makes sense then the other does too and both are equal.

In regular operator systems composition is always feasible, and the
semigroup operation iy compatible with the operation of superposition
of the maps 4: G4—~X.

The notion of operator system was first introduced by Stowikowski
in [6] and then described in detail in [8], but it lurks in all the papers
cited. We follow the terminology of Stowikowski, but we do not require
here a priori that the semigroup S be commutative, and we do not as-
sume a priori that the semigroup operation in S is identical with the
superposition of its elements considered as maps 4: G4—~X, as it is done
in [5]. Dropping these two requirements we avoid some inconvenient
conditions on domains G4. An important example of a linear operator
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