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Sur les familles d’ensembles infinis de nombres naturels

par

W. Sierpinski (Warszawa)

F étant une famille donnée d’engembles, le probleme se pose de
trouver les conditions pour qu'il existe au moins un ensemble ayant
avee tout ensemble de la famille F un et un seul élément commun, re-
spectivement un nombre fini non nul d’éléments communs.

Dans le cas ot Ia famille F est formée d’ensembles non vides disjoints,
Pexistence d’un ensemble ayant un et un seul élément commun avee
tout ensemble de cette famille résulte de ’axiome du choix. Or, la question
se pose d’étudier le cas ol les ensembles de la famille ' ont deux 4 deux
au plus un élément commun, respectivement un nombre fini d’éléments
conmmuns.

Nous nous occuperons ici seulement des familles F d'ensembles
infinis de nombres naturels.

TatoREME 1. 11 ewiste une famille dénombrable ¥ densembles infinis
de nombres naturels ayani deux & dewr au plus un dément commun e telle
quil nlemiste aucun ensemble qui ait avec tout ensemble de la famille F un
et un seul élément commun.

Démounstration. Soit p, le n-idme nombre premier. Soit
B, = {2,92,2,..}, Hy=4{3,3,3%..}.

On sait que tout nombre naturel » peut &tre mis d’une seule maniére
sous la forme n = 2%7%(2l,—1), olt k. et I, sont des nombres naturels.
Posons, pour n=1,2,3,...,

Frye = {zk", 31”7 Pty Pi-}-z; pgb+2; -}

Nous démontrerons que la famille F = {B, B,, ...} satisfait & notre thé-
oréme. :

Les ensembles F, et B, sont disjoints. Or, il est évident que chacun
‘des ensembles E, et F, a avec chaque ensemble Hppo (n=1,2,...) un et
un seul élément commun. Si Pon admet que les ensembles Fypo €6 Epie
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ont deux éléments communs, on devrait avoir ks = k, et I, — ln, ce qui
donmne n = m. Done, il n’existe pas dans la suite Ej, E,, ... des ensembles
distinets qui afent plus d’un élément commun. Les ensembles de la famille 7
ont done deux & deux au plus un élément commun.

Admettons maintenant que & soit un ensemble qui a avec tout en-
semble de la famile F' un et un seul élément commun. B contient done un
nombre 2* de Pensemble B, et un nombre 3' de Pensemble H,. Mais alors,
vu la définition de ensemble B, pour n = 2¥"21—1), B contient deux
Sléments 2° et 3, de Vensemble Bz, ce qui est impossible.

Notre théoréme se trouve ainsi démontré.

Il est & remarquer qu’on peut démontrer la Proposition suivante:
$i F est une fomille dénombrable densembles indénombrables de nombres
réels, ayant dewn & dewnw aw plus un Hément commun, il existe toujours un
ensemble ayant avec tout ensemble de la famille B un o un seul élément
COmMMUN,

Or, on peut aussi démontrer qu'il exviste une famille ' de puissance
du continu d’ensembles ayant la puissance du comtinu de mombres réels,
qui ont dewx & deux au plus un élément commun, et telle qu’il n’existe aucun

ensemble ayant avec tout ensemble de la famille ¥ un ef un seul élément
conmun.

THEOREME 2. ¥ dtant une famille dénombrable d'ensembles infinis de
nombres naturels ayant deww & dewx au plus un élément commun, 4l exisie
toujours un ensemble qui a avec tout ensemble de la famille ¥ au moins un
et au plus deuw éléments communs,

Démonstration. Soit F = {&, B,,...} une famille dénombrable
d’ensembles infinis de nombres naturels ayant deux 4 deux au plus un
élément commun. Nous définirons une suite infinie Ty Ny ... de nombres
naturels de la maniére suivante. Soit n, le plus petit nombre de B, et n, —
le plus petit nombre de H, autre que #,. Soit maintenant % un nombre
naturel >1 et supposons que nous ayons déja défini les nombres
M1y Npyeny Ny Si4 eb § sont des nombres naturels tels que 1 <j<k et
3 3 14, il existe au plus un ensemble By, qui contient les nombres #; et Nge
Le nombre des ensembles By, qui existent est évidemment < %2, Si en-
semble E;, contient un ou deux éléments de la suite Nys Mgy eory Ny BOIG Npyy
le plus petit d’entre eux. Si Ey41 ne contient ancun élément de la suite
Ty Mgy <oy By &lors Byyy, ayant au plus un élément commun avee chacun
des ensembles E,,, (dont le nombre est < %?), contient des nombres qui
n’appartiennent 4 aucun de ces ensembles: soit Ng+1 16 plus petit d’entre
eux. La suite infinie de nombres naturels 1y Ny .. €86 ainsi définie par
induction. Soit B = {n, n,, w}. L’ensemble B satisfait an théoréme 2.
En effet, on a évidemment ny, ¢ B, pour ¥ =1,2, ..., donec E a au moins
un élément commun avee tout engemble de la famille F.
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Admettons maintenant qu’il existe un ensemble K, qui a an moins
trois éléments avee F, soit ny, ng et 7., olt p < ¢ < #. D'aprés la définition
du terme n, de la suite n, 0y, ..., le nombre », n'appartient pas & Pen-
semble B, ,6 qui contient n, et n,. Or, on a févidemment B, , = Bs,
puisque, d’aprés la propriété de la famille 7, il existe au plus un engemble
de cette famille contenant les deux nombres distinets #, et 7. Or, comme
1y € By = By, o0 aboutit & une contradietion. Done, I’ensen'fble B aan
plus deux éléments communs avee tout ensemble de la famille F.

Le théoréme 2 se trouve ainsi démontré.

TeEOREME 3. F élant une famille dénombrable d'ensembles infinis
de nombres naturels ayant deux & deux un nombre fini (ouw nul) & éléments
communs, il ewiste toujours un ensemble qui a avec tout ensemble de la fo-
mille B un nombre fini non nul d'éléments communs.

Démonstration. Soit F = {E,, B,,...}. Nous définirons par in-
duction une suite infinie #,, ., ... de nombres naturels comme il suit.
Soit n, le plus petit nombre de l’ensemble F,. Soit maintenantl k un
nombre naturel donné et supposons que nous ayons déja défini les
nombres Ny, My ...y . D'aprés ’hypothése sur la famille #, les en-
sembles By Eyry, BoBriv, ..y ExBry. sont finis, donc lest leur somme S
aussi et, ’ensemble By, étant infini, il est de méme de ensemble
Ery1— 8 = Bypy— (By+ By + ... + By). Nous définirons nge epmme le
plus petit nombre de cet ensemble. On aura évidemment ., ¢ E; pour
1=1,2,..,k et npy1 € Epyy. )

Soit E = {ny, Ny, ...}. L’ensemble F a done au moins un élément
commun avee¢ tout ensemble de la famille F (puisque n;e E; pour
2=1,2,..). Or, s0it 4 un nombre naturel donné. Comme‘a nHléE,--pour
i<k, auncun des nombres iy, Miws, .. D'appartient & E; et 11’ en
résulte que F a avec B; un nombre fini d’éléments communs. L.enj
semble F satisfait done aux conditions du théoréme 3, qui est ainsi
démontré. .

Le probléme se pose maintenant comment c’est pour les familles
non dénombrables d’ensembles infinis de nombres naturels ayant deux
% deux un nombre fini (ou nul) d’éléments communs. On peut dé.montrer
sans peine exigtence de telles familles ayant la puissa.nfe du continu: par
exemple, la famille Fy de tous les ensembles A (x) = {2 (2E4@w+1)}ﬂ=1,?,,__,
ol # est un nombre réel > 0. (Voir mon livre Cardinal and ordz_?z,t.zl
numbers, Warszawa 1958, p. 77.) Or, dans’ ce cas, il est facile de déﬁmr
un ensemble ayant un et un seul élément commun avee tout ensemble
de la famille Fy: tel est, comme on le voit sans peine, ’ensemble B de
tous les nombres 4% 42, oit k = 0,1, 2, ... En effet, pour tout ensemble
A(x) de la famille F, seulement le plus petit nombre de I’ensemble A (),
soit 2(2Ex+1), appartient & E.

Fundamenta Mathematicae, T, XLIX. 11
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Or, nous démontrerons & l'aide de Paxiome du choix le théoréme
4 suivant:

TusorEME 4. Il ewiste une famille F' ayant la puissonce du contin
d’ensembles infinis de mombres naturels, telle que tout couple d’ensembles
distincts de la famille B a un nombre fini (ouw nul) d'édléments communs
et qu'il W'ewiste aucun ensemble ayant avec tout ensemble de la famille F
un nombre fint non nul d’éléments communs.

Démonstration. La famille @ de tous les ensembles de nombres
naturels ayant la puissance du continu, il existe, d’aprés le théoréme
de Zermelo, une suite transfinie du type @, 8 = {Ees<, formée de tous
les ensembles de la famille @, et nOUS POUYONS SUPPOser que ¢ est le plus
petit nombre ordinal tel que p = 2%. Nous définirons maintenant par
induction transfinie une suite transfinie d’ensembles {Hs comme il suit.
On sait qu'il existe des ensembles de nombres naturels qui ont avec tount
ensemble de la famille #, (définie plus haut) un nombre fini non nul
d’éiéments communs: soit H; le premier terme de la suite transtinie §
qui est.un tel ensemble. Soit maintenant « un nombre ordinal donné < P
et supposons que nous ayons déja défini tous les ensembles He, ot E< .
Fil n’exigte aucun ensemble de nombres naturels qui ait avec tout en-
semble de la famille F, et aussi avec tout ensemble He, ol £< a, un nombre
fini non nul d'éléments communs, posons F = Fo+ {He}sco. La famille #
satisfait évidemment au théordme 4. il existe dans la suite § des ensem-
bles qui ont avec tout ensemble de la famille Fo+{Hgeca un nombre
fini non nul d’éléments communs, nous définirons H, comme le premier
terme B, de la snite § qui est un tel ensemble. 1l existe des ensembles H, e
pour tout nombre ordinal « < ¢, soit F = Fy+{H }sc,. Nous aurons
H,=F, pour a<p et la suite des nombres ordinaux He (@< @) sera
évidemment croissante. Nous allons démontrer que la famille ¥ satisfait
au théoréme 4.

En effet, admettons quil existe un ensemble E de nombres naturels
qui & avec tout ensemble de la famille F un nombre fini non nul d’élé-
ments communs. I’ensemble F appartenant évidemment 4 la famille D,
il est un terme de la suite transtinie & et il existe un nombre ordinal
<o telque F=F,etona u#py, pour g< @, puisque E, = H,¢F
pour a < g.

Puisque o est le plus petit nombre ordinal de puissance 2% et que
la suite {u;}ee, est croissante, il existe un plus petit nombre ordinal o < @
tel que u, > u. D’aprés la définition de ensemble H,, H, = E,, est le
premier terme de la suite § qui a un nombre fini non nul d’éléments
communs avec tout ensemble de la famille F,+ {Hy)ec,. Or, I’ensemble
E = ¥, est un ensemble de la snite § qui a un nombre fini non nul d’élé-
ments communs avee tout ensemble de de la famille 7 +-Fo+ {Helicw
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done, & plus forte raison, avee tout ensemble de la famille Fo+ {H}eco:
comme p < 4o, cela contredit & la définition de I’ensemble H, =&, -
Nous avons ainsi démontré qu’il n’existe ancun ensemble B de nombres
naturels qui ait avec tout ensemble de la famille F un nombre fini ou nul
d’éléments communsz. Le théoréme 4 se trouve ainsi démontré.

La question se pose il est possible de définit effectivement une
famille F satisfaigant au théoréme 4.

Regw par la Rédaction le 3. 3. 1960

Addition pendant la correction des épreuves. D’aprés une remarque que
je dois & M. A. Hajnal, notre théoréme 4 peut étre sans peine déduit du théoréme 3
de la page 35 du travail de E. W. Miller, On a property of families of sets, Comptes
rendus des séances de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie, Classe III,
30 (1937), pp. 31-38.
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