icm

Sur la vitesse de la croissance des suites infinies
d’entiers positifs 1I

(Espace des vitesses)

par
J. Popruzenko (Lodz)

Dang [3], j’ai établi certains résultats concernamt la comparaison
des suites infinies d’entiers positifs par rapport & la vitesse de leur crois-
sance, sahg avoir défini la notion de vitesse elle-méme. C’est précisément
cela qui est le but du présent travail: je vais attacher & toute suite d’en-
tiers positifs, qui soit tend vers 1’infini, soit est sta,tlonnalre, un étre
mathématique dit ,vitesse® de cette suite.

Puis, la totalité de ces étres définie, je démontre qu’elle peut &tre
congidérée comme un espace topologique d'une nature singuliére.

1. Pour aborder ces questions, introduisoms, suivant une idée de
Hausdorff ([1], p. 247), la notion de convergence transfinie basée sur
une relation d’ordre donnée. .

Soient 9 un espace abstrait, s, = 9, ¢ une relation d’ordre partiel
existant dans 97, et soit o '

(1'1) {a5}£<wa (wa CD,) b4
oll w, est un nombre ordinal initial, une sumite transfinie formée d'414-

ments de 9.

DermrioNn I La suite (1.1) sera dite convergente aw sens faible

selon la relation o vers un élément b da N, en symbole Hm ¢;= b
E<a,
{selon p), lorsque l'on a

(1.2) G0y 0 ... 000 . 0B (& < wg),
et lorsqu’il n’existe aucun élément ¢ de <} tel que 1’o_ﬁ ait
{1.3) agpcob pour 0<¢<w,.
DigFrNirIoN II. La suite (1.1) sera dite convergente au sens fort selon

la relation o vers un élément b de ; en symbole Lim a; = b‘ (selon p),
<md it
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lorsquelle satistait 4 (1.2) et lorsqu’il existe pour tout ¢e, cob, un
indice &= £, satisfaisant & la condition

(1.4) co aec .

En comparant les conditions (1.3) et (1.4), on voit que foute suite
convergente au sens fort l'est aussi au sens faible.

Cela posé, soit b un élément queleonque de 9 ot soit
(1.5) WMy = E {p 9, pob}.
Lrespace 9, est alors, lui aussi, partiellement ordonné par g, el 'on
constate aussitdt que, dans les espaces 97 et 97y, les deux circongtances
suivantes ont lieu:

1° L’ensemble de toutes les suites (1.1) satisfaisant aux conditions
de 1a Détinition I est identique & celui de toutes les suites formées d’élé-
ments de 97 et qui sont hien ordonnées selon la relation ¢ en type
d’ordre w, et non bornées (dans Despace 9f) selon la méme relation.

2° L’ensemble de toutes les suites (1.1) satisfaisant aux conditions
de la Définition IT est identique & celui de toutes les suites formées d’élé-
ments de 9, qui sont bien ordonnées par g en type w, et qui satisfont,
dans s, & la condition () de [3], Théoréme II, p. 239, & savoir: {8} e<a,
étant une telle suite, il existe pour tout g9, un indice &= &, pour
lequel god; .

Supposons maintenant que la relation o satisfasse & la condition:

(a**) & flant un nombre ordinal < w,, 8

Uy Q0 ... QOp Q... b
il existe un élément o de N tel que

0<n <4y,

@0 Q... 0O Q... 0D
quels que soient les léments a, et b de 9.
Pour de telles relations on a le

(00 <é),

Tritortve L. 1. II n'existe, dans Vespace N, aucune suite convergente
selon la relation o et qui soit @un type dordre confinal avee w,.

2. Too.n élément b de U pour lequel Vensemble I, (formule (1.5))
n'est pas vide est point-limite Fune suite non dénombrable de la forme (1.1)
convergente au sens faible selon o.

Supposons (o**) remplacé par la condition plus restrictive que voici:

) (A'“f) M étan.t.un ensemble au plus dénombrable COL et b ¢ O satis-
faisant & la condition M ob, il eviste un élément ¢ de U el que Mocob.
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Dans ce cas, on peut obfenir un renseignement sur la dépendance
mutuelle des suites. convergentes de deux espdces considérées. On peut
démontrer notamment le

TetorEME IL. Soit o assujetti & la condition (A*); 50it 8, = Wy,

Alors:

1. Lorsque toutes les swites convergentes au sens faible vers b (selon o)
sont de type w,, Pune delles converge au sens fort.

2. Réciproguement, lorsqu'il existe une suite de type w, qui converge
vers b aw sens fort (selon o), et lorsque. s, est un aleph régulier, toute suite
convergente vers b au sens faible (selon ) est de fype w,.

Ces Théorémes sont des conséquences des Théordmes I-TT de la 1-&re
partie de ce travail ([3], p. 238 et 239).

Démonstration du Théordme I. L’assertion 1 est évidente
d’aprés (a**).

Soit  un élément de 9 pour lequel ensemble 9, n’est pas vide:
il est alors indénombrable d’aprés sa définition méme, car la condition
{x**) se généralise de suite & tout § dénombrable.

La relation ¢ qui, par hypothése, satisfait dans 97 3 la condition («**),
satisfait dans 9 & la condition (o*) de [3], p. 238; le Théoréme I de [3]
egt done vrai dans Pespace 9(,. Alors, comme nous ’avons vu, toute
suite d’éléments de 9, satisfaisant & ce Théordme converge vers b con-
formément & la Définition Y. Par conséquent, le point b satisfait aux
conditions de Passertion 2 du présent Théoréme, qni se trouve ainsi
démontré.

Démonstration du Théoréme II Toute relation o, qui satisfait
dans 9 & la condition (A**), satisfait & (A*) dans Despace 97, ([3], p. 238).
En s’appuyant sur ce fait et en faisant recours aux circonstances 1° et
2° précédemment constatées, on obtient la démonstration de notre Théo-
réme II par une application itérée du Théoréme II de [3], p. 239, qui
est vrai dans l'espace 97,.

Les Théorémes I et II se trouvent ainsi démontrés.

2, DeFmsrrioxy ITL. Nous dirons que deux éléments de 97, a et a’,
sont équivalents par rapport & la relation ¢, en symbole:
(2.1)

’

a~e (selon o),

lorsqu’ils satisfont aux deux conditions suivantes:
(4 90,
(2 e). .
On vérifie aisément que la relation (2.1) est réflexive, symétrique
et trausitive, en conséquence de quoi elle détermine, d’une fagon bien

* yoazyea
2* aprzxa’pe
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connue, une décomposition de L'espace I en classes d’équivalence. Dé-
montrons qu'elle jouit des trois propriétés suivantes.

(i,) Lorsque @ gb, on a aussi a’gb’.

Conséquence immédiate de (2.1), 1* et 2%

(i;) Lorsque Lim a;=a (selon g¢) et lorsqu’un élément b satisfail

£<ew,
& la condition ypae ygb (y € N), alors b= Em o (selon o).
“a

En effet, d’aprés (i), les formules azoa, et agpa entrainent a;pa,
et afpa; puis, @’aprés Ihypothése faite sur b, a;pe entraine azed. On
a alors
(2.2) ajeaip... o .. 0b  (§<wl).

x satisfaisant & @b, on a d’aprés cette méme hypothése xea, donc
(Définition IT) w ey, d’olt en vertu de (i,): zoag,.

Ceei, rapproché de (2.2), démontre (ip).

(is) Soient w, & wg, (n < wa) des nombres initiaus réguliers satisfaisant
& Pinégalité w, < wp,, A un ensemble CN, et soit

(2.3) g=Limp, (selon o),
n<a,
o
(2.4) pp=Timaf® (selon g) (< s af?eA).
E<mﬁﬂ

Alors q est un point-limite aw sens fort de Vensemble A.

On démontre (i;) par induetion, en construisant une suite convenable
d’éléments de A.

En premier lieu, si on considére (2.3) et (2.4) pour =0 et =1
et si I'on pose &= 0, on pourra déterminer aussitét wn nombre ordinal &,
de sorte que 'on ait

(2.5) o) 008l (& <awp).

Ceci étant, soit w un nombre ordinal satisfaisant 3 Vinégalité
2<y < w,.

Supposons que les nombres ordinaux £¢<w,3 et les éléments al

‘c
de A soient définis pour tout £ < 4 de fagon & sat1sfa1re aux conditions:
1 afeaflo..eaflo... powmr ¢<u
20 pc,gag) pour <l <7q.

D’aprés (2.5), ceci est vral pour 7 ==2,

Considérons la suite {py}r<,. Comme, d’aprés (2.3), ProPy, il existe
d’aprés (2.4) un nombre ordinal £ < g, tel que p;ga‘"’ pour £ &M,
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Comme % < w,, et comme wg, 2> w, (tOUs ces nombres initiaux étant
supposés réguliers), il existe un nombre ordinal £0 < wp, tel que & < g,
done aussi p; e, pour ¢ < .

En posant &, = le premier nombre ordinal £° < g, ayant cetie propriéié,
on retrouve les conditions 1°-2° réalisées pour ¢ < 1;+1

La. suite {a"”},,<,,,a est ainsi définie par induction et on vérifie
facilement que le af? =g (selon g). Comme af) ¢ A, ceci démontre

n< .

la propmété (i3).

3. Revenons & l'espace 9 du début ([3], p. 235).

La relation abstraite ¢ y étant réalisée par les formules (1.1)-(1.2)
(ibidem, loec. cit.), les propriétés (A**) et (x) ([3], p. 235) coincident.
Or, comme nous le savons, («) est vrale dans I’espace N ([3], p. 235;
[4], p. 203). On en conclut que les Théorémes I-IT le sont aussi.

Démontrons que, dans le cas ol N =9, la condition 1* 4 elle geule
suffit pour déterminer la méme notion d’équivalence que l’on obtienst
dans le cas général &4 'aide du couple des conditions de la Définition ITL.

Nous le démontrerons, en se servant d’une remarque de M. Mar-
czewski ([3], p.235), par lintermédiaire de la définition arithmétique,
posée an début de [3]. Or, comme la Définition ITT résulte manifestement,
dans le cas envisagé, de cette derniére, il suffit de démontrer que la double
implication
(3.1) y>azyYy>db (yeN)

pour les élements a == (ay, @y, ..., gy ...) €6 b= (b, byy .., by, ...) de N
entraine 1’inégalité

(3.2) 0 <lim¥ <fm¥ < oo.

=
00 b =00 bl'

En effet, 1a formule (3.1) exclut Pégalité lim (a;/b;) = 0, car P’existence
{00
d’une suite extraite {7} telle que Lm (a5,/b5,) = 0, done {a;} << {b;},
k->e0

entrainerait celle d’une suite d’entiers positifs {p;} satisfaisant & la
condition {ay} < {p;} < {bg}, d'olt, en posant p;==a; 7 pour ¢ == 4 eb
P = (P1; P2y eeey Piyoon)y OR UTALL p €W, p> @ et p non > b, contrairement
& Pimplication ,, —* de (3.1).
D’une fa¢on analogue, la formule y_m(a,-/bi) = oo conduirait 4 une
00
contradiction avec l'implication , <« de (3.1).

L’équivalence des trois définitions en question — de la Définition III,
de (3.1) et de (3.2) — est ainsi établie.
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Celn étant, désignons par M la famille de toutes les classes d’équi-
valende produites dans 9f par la relation a~a (selon >). ‘

DesrvrioN IV, 8i VeM et eV, nous appelons‘ V wvitesse de la
tendance vers Vinfini do la suite a, ou — tout court — vitesse de a.

Comme pour tout a9 sa vitesse est déterminée de fagon un.i,voque,
ot comme deux.éléments @ et b tels que @ > b ne sont jamais équlyalemg
(car anon > a), on déduit du Théoréme I, 2 la conséquence suivante:

(i) IT emiste ume infinité non’ dénombrable de vitesses distinctes.

Toutes ces vitesses (celles des divers termes de la suite (1.1)) différent
4 lenr tour de la ,vitesse-zéro®, représentée par la classe des suites
stationnaires.

On établit dans Lespace M un ordre partiel en posant, pouwr deux
Sléments V et U de M, V > U lorsqu'il existe deux éléments a eV of
b e U remplissant ¢ > b, et dans ce cas seulement.

La relation > ne dépend pas d’aprés (i) du choix particulier des
éléments a et b (de ¥V, resp. U) et Pon apercoit de suite qu’elle est transitive
et non réflexive.

Soit {Vele<s, Ume suite transfinie de vibesses.

DiFInTioN V. Nous dirons que la suite {Vi}ico, converge selon la
relation > vers ume vitesse U €M, en symbole:

(3.3) Lim Ve=U  (selon >),
£<wg
lorsqu’il existe une suite {dg}eco,, O age Vi ot un élément b e U tel

que Limaz=>5 (selon > ).
<oy

On déduit du Théoréme I, 1 la. conséquence suivante:

(32} Il n'existe aucune suite infinie &' éléments de M qui soit convergente
au sens de la Définition V.

Quant & Dexistence, dans M, de suifes transfinies convergentes on
ce sens, nous ne la savons pas démontrer sans hypothéses supplémentaires;
car nous ne savons s'il existe dams 9 au moiny une suite convergente
au sens fort.

En tout cas, on démontre que:

(Js) La limite d'une swite transfinie d'éléments de M qui est convergente
aw sens de la Définition V est définie de fagon univoque.

On déduit cela de la Définition V en sappuyant sur la Propriéeé (i)
et sur Péquivalence démontrée de la condition. (3.1) avec la Définition IIL

Soit X un sous-ensemble de M. Désignons par &' Pensemblo formé

des ¢léments-limites de toutes les suites remplissant (3.3) ol V,eX
(ensemble dérivé de <).
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Démontrons pour la fonction %’ la formule d’zddition:

(3.4) (%) = 3o,

n=1 n=l

Posons Y Xn=X et soit UeX’. Par hypothdse, on a alors la

el
formule (3.3) avec Vye X (&< w,).

TI en résulte qu'il existe un nombre initial wg X w,, UNe fuite croissante
de nombres ordinaux §&,->w, (1< wg) et un indice naturel =, tels que
VE" € Xn,; car, comme w, n'est pas confinal avec w,, il existerait dans
le cas contraire un nombre ordinal £° < w, tel que Veé¢ X, pour & > £°
et n=1,2,.., en contradiction avec notre hypothése.

D’aprés les Définitions II et V et la propriété (js), on a done
Lim V5ﬂ= U (selon >), ot Ue%, .

n<wg .
Ceci démontre I'inclusion

(Do) c Yo,
n=1 =1
L’inclusion inverse étant une conséquence évidente de la monotonie de
la fonction X', la formule (3.4) se trouve ainsi démontrée.

Dés & présent, admettons que 2% = x,,

Dans cette hypothése, on déduit sans peine des Théorémes I-II que
tout élément de W est point-limite d’une suite convergente au sens fort
selon la relation >, d’oil la conséquence:

{3.5) M=M.

Puis, comme on a maintenant dans la Définition V, ainsi que dans
les formules (2.3)-(2.4), a=f,=1, on détermine pour un U X" un
systéme de représentants af® (£ < o,, 7 < ;) analogue 4 celui gui figure
dans (i;) (ce qui n’est possible que grace & (i,)) et, en passant anx vitesses
des suites aé'ﬂ’), on déduit de (i;) la relation U «<Y’, d’ott
(3.6) xXrCx.

Enfin, posons .

(3.7) =X+ .

Daprés (j1)-(js) et (3.4)-(3.7), nous venons de démontrer le Théoréme

suivant, qui est le but principal de toutes ces considérations:

TaEoREME IIL. Soit 2% —x,. Alors:

1. On a M =2%, e M’'=DM.

2. 8i Don introdust pour X CM la ]‘ermeture_DT par la formule {3.7),
M devient un espace topologique de Kuratowski o X satisfast aux conditions

Suivantes:
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I 5’,‘ XAn= i N, pour toute swite {Xn} de sous-ensembles de M;
] fn=1

II. &= X pour tout X au plus dénombrable, et il ewiste d’ensembles

non dénombrables pour lesquels A=K =1;

oL =%

Remarquons que, en vertu de la condition I, tout ensemble 1/’,' de M
est fermé, d’oir il résulte que le (06)-systéme étendu.sur la fam?lle .de
tous les ensembles fermés de M ([2], P- 84) se rédxflt _:‘x. cettc? famxlle
elle-méme; et pourtant, comme M’ 5 0, lespace M n’est pas discret.
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An abstract form of the measure theoretic method
of exhaustion

by
W. Stowikowski (Warszawa)

In many instances of partially ordered sets X it is very desirable
to obtain a least upper bound of some Z C X, especially in the case where
it is unique, as the least upper bound of some countable subset of Z.
If this is possible, the order completion of X, when it exists, is in a sense
Rq-accessible.

Such is the situation in the case where X is the family of all
measurable functions on a measure space (X, M, u), which is of vital
importance to the theory of stochastic processes. A similar situation
exists for some classes of partially ordered linear spaces of Kantorovitch
as well as in many other instances.

In this paper this common situation is described in an abstract form
and a theorem is proved which is named the Principle of Exhaustion.
This theorem can be of some use in dealing with particular problems
of the kind.

In particular, from the point of view of the measure theory, this
theorem can be regarded as an abstract formulation of the so called
method of exhaustion (e. g. see [1], p. 76). It may appear surprising that
this method, which is a very frequent tool in the measure theory, turns
out to be due entirely to partial ordering. On the other hand, if a measure
defined on a ¢-field B is regarded as an order-preserving mapping of B
(partially ordered by inclusion) into the real line (with the usual ordering)
(see [2]), then it can be seen that this generalization is quite natural.
It is very interesting that the Radon-Nikodym theorem can be obtained
directly by the application of the Principle of Exhaustion as it is stated
in [1]. It should be noticed, however, that there is a proof of the Radon-
Nikodym theorem, where the Principle of Bxhaustion is omitted
(see e. g. [3]).

Let X be an arbitrary abstract set. X is called partially ordered,
if there is a relation # < y in X which is transitive and semi-antisymmetric,
i. e. such that » <y and y <z imples z =y.
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