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Sur le prolongement des homéomorphies

par
R. Duda (Wroclaw)

1. A. Kirkor a montré que 4 et B étant des ensembles compacts,
homéomorphes, de dimension nulle et situés sur des sphéres a n>1
dimensions, toute homéomorphie entre leurs compléments 4 ces sphéres
se laisse prolonger aux sphéres tout entiéres. Sa démonstration (non pub-
lide) fait un emploi essentiel des propriétés de polyédres. 11 a posé done le
probléme de la validité du théoréme en question pour les espaces plus
généraux que les sphéres.

11 sera démontré ici que ce théoréme se laisse généraliser aux con-
tinus localement connexes arbitraires X et ¥ qui ne sont pas coupés
localement (au sens qui sera précisé plus loin) par leurs sous-ensembles
A et B compacts de dimension nulle (voir le théoréme 3). L’hypothése
que A et B ne coupent localement X et Y respectivement est si forte
que celle de 'homéomorphie entre 4 et B devient superflue: elle résulte
de la démonstration. Cependant, cette hypothdse n’est quune condition
suffisante pour D'existence du prolongement k*(X)= Y dune homéo-
morphie h(X—4)= Y—B quelconque. En effet, A = B étant composé
&un seul point p qui coupe un segment rectiligne X — Y, lidentité
{de méme que toute homéomorphie) entre X—A et Y—B se laisse pro-
longer & celle entre X et Y.

Le probléeme d’une condition & la fois suffisante et nécessaire est
done ouvert, de méme que celui des généralisations aux espaces qui ne
sont pas des continus localement connexes.

11 est toutefois & observer que I'hypothése de la dimension nulle
de A et B est essentielle, méme en admettant que ces ensembles sont
homéomorphes et non-denses dans X et ¥ respectivement. Soient en
effet X le solide de révolution du cercle (x—1):-+9* < 1 autour de I'axe
des y, 4 le segment 0 < 2 < 1 de laxe de 4, Y la gphére massive #*+ y*
+22 < 1 et B le segment —1 <y < 1 de 'axe des y. Alors X—A et Y—B
sont homéomorphes, de méme que A et B, ni 4 n’est une coupure locale
(voir plus loin, p. 179) de X, ni B de ¥, et on & ¥4 =X, de méme que
Y—B = Y. Cependant, X n’est pas homéomorphe & ¥. A plus forte rai-


Artur


176 R. Duda

gon, aucune homéomorphie entre X—A et ¥—B ne se laisse prolonger
& celle entre X et Y.

La méthode de la démonstration’ qui suit est empruntée au travail
d’Antoine [1]. Les modifications portent sur la notion de ses ,surfaces
de définition® déterminant les ensembles parfaits -de dimension nulle et

ont pour but de la rendre applicable aux continus localement connexes -

pour y déterminer les ensembles compa,ets de dimension nulle, pas né-
cessairement parfaits.

J’ai choisi cette méthode malg'ré qu ’elle soit plutét primitive et qu’elle
comporte de longs caleuls, mais elle meé semble avoir Pavantage d’8tre
naturelle et intuitive géométriquement.

- Ties notations sont celles de la monogra.phle de Kuratowski [2].

2. X étant un contmu, soit {4;} une suite de ses sous- ensembles
compacts {non-vides) assujettie pour ¢ =1, 2 e a.ux condltmns

1) A;, CInt(4y),

(2) tout 4; n’a qu'un nombre fini de eompo-éa.ntés' Ay
atd)

=D Ay,

=1
(3) quel que soit Ay, il existe un A;y,; tel que
A4, CInt (Aif) . '
- Toute suite {4;} ainsi définie sera dite une suite déterminant I’ensemble
-
(4) 4=1[]a..
- =1
On a, d’aprés (3) et (4), A = 4 (en vertu du théoréme de Cantor
sur la partie commune d’une suite descendante d’ensembles compacts).
Levme 1. 88 X est un continu localement comnewe ¢ A= AC X
¢ existe dans X une suile {4;} détérminant Vensemble A.

Démonstration. La suite {4,} satisfaisant aux conditions (1)-(4)

sera définie par linduction & 1’aide du théoréme de Hahn- Mazurklewwz- .

Sierpiniski ([2], IT, p. 185). Soit en effet X — 2 Oimy 00 Oy est un con-

- . iy m=1
tinu de diameétre §(Cyn) < 6(X)/2 pour m = 1, 2, ..., n,. Désignons par 4,
la sorme de tous les Oy, pour lesquels O, A = 0 On a donc A C Int(4y),
car la distance d; entre A et la somme de tous les autres 01,,, est positive
(distance entre deux ensembles compacts disjoints):

dy=p(4,X—4;)>0.
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A; étant supposé défini de fagon que 4 CInt(4y), ¢’est-a-dire que
(5) _ di=o(4, X—4,) >0,
Mier
soit X = Z’ Cizimy O Cip1qn est un continu de diamétre
m=1

(6) 3(Cipim) <d&;/2 pour m=1,2, .., %41,

et désignons par 4., la somme de tous les Cypym tels que Cizim-4 %0,
Alors
(7) ACInt(4;y,) pour tout ¢=1,2,..,

la distance d;.; entre A et le sous-ensemble X—A;y,; de la somme de
tous les autres Cprin 6étant positive. La suite {A;} satisfaisant aux con-
ditions (5) et (7) est ainsi définie.

Reste & en déduire les conditions (1)-(4).

Soit Qi(a) C X la sphére ouverte de centre a et de rayon. di/2. No-
tons que
(8) aed;y, entraine Q;a)C4; pour ¢=1,2,..,

En effet, d’aprés la définition de Ay, on a a&e Ciqp pouUr un
k=1,2, .., 01, A0 g(a, A) < 8(Cu1z) < dif2 en vertu de (6), et par
conséquent 2 eQ;(a) entraine o(z, 4) < ole, a)+ ¢(a, 4) < dyf24-dif2=d;,
dott w e X—X—A; en vertu de (5), done » e A;. On a ainsi (8), ce qul
équivaut & la condition (1). Elle se trouve done satisfaite. :

On a en outre d’aprés les définitions de Ay eb dina

disi= @(4; X—Ap) SO(Ciam) <2 pour un m=1,2, .., 0%+1

en vertu de (6), d’ou hmdi_ 0. Par conséquent, l'ensemble A étant

compact, il existe pour tout zeX—A un tel i que d; < o(z, 4), don
zeX—A;, en vertu de (5) eb (6) Ainsi e A; pour tout i=1,2,

entraine x e 4, c’est-a-dire que f [ A;CA. La réeiprogue est une con-

‘ séquence immédiate de (7) et (1) L’égahté (4) est donc également sa-

tisfaite.

Il en est de méme de la condition (2), puisque le nombre n; étant,
pour tout i=1,2,.., fini par définition, celui des continus Ci com-
posant 4; I'est 3 plus forte raison; en désignant done par A, 4e) ..., Ainiiy
les composantes de A;, on a n (i) <%y < oo,

Enfin, tout Ay, ot j =1, 2, .., n(i), étant ouvert dans 4; en vertu
de (2), on a (voir [2], I, p. 31 (i) :

n(i).
(9 : Int(4y) = Y, Int(As)

j=1
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et tout Oy C 4;; C A; ayant par définition des points communs avee 4
on a A-Ay=0 pour tout j=1,2, ..., n(s). ’
Fizons j. Comme A est couvert par les continus A;.,; ol

k=1,2,..,n(i+1), la derniére inégalité entraine A;.,, A% 5£0 tout
au moins pour une valeur de k. Il en résulte par suite de la connexité
de 1a Agi1r que )
(10) Aipr1x CAy,
puisque les continus 4,; sont disjoints deux & deux. Leurs sous-ensembles
Int(4;;) ’étant donc aussi, la conséquence

(i)
(11) Ag1xC A CInt(Ay) = D) Int(Ay)

j=1

de la condition (2) lue pour i+1 et & au lieu de ¢ et j, de (1) et de (9)
montre en verfsg de (10) que T'on a A;;; CInt(dy) pour cette valeur
de k. La condition (3) est donc aussi réalisée, ce qui achéve la démon-
stration. o

Lemwe 2. Admettons que X est un continu, A= A C X, dim(4) = 0,
que {A;} est une suite déterminant A et que A, o j=1,2,..,0(), est
la j-éme composante de son i-éme terme. ’

On a alors .
(12) lim max &6(44) =0,

00 F=1.2,...,n(i)
(13) il existe pour tout k=1, 2, vy (1) un tel §=1,2, ..., n() que
Ast1x CInt(dy) .

Démonstration. En supposant que la limite (12) soit égale & un
d > 0, considérons pour tout =1, 2, ... Pensemble compact 8; C 4; qui
est la, somme de tous les A tels que 6(4;) > d (donc somme ({’m Iilom-
bre f:uu\de continus). Toute composante de §; aurait & plus forte raison
le diamétre an moins égal & d, quel que soit ¢=1,2,... La suite {S;}
étant descendante en vertu de (1) et (2), toute composante ¢ de 1’811-

Ll

sembl i i i
mble ig 8; est la partie commune d’une suite descendante de com-

posa.n'tes de 8;, ot i =1, 2, ..., dans lesquelles elle est contenue. N’étant
ga,s d’;lde en vertu (}u théo?éme de Cantor, le continu ¢ serait done aussi
¢ diamétre égal olt supérieur 3 4 (par suite de la continuité de la fone-

tion 8). Cependa ; ; T
)- Cependant, 8; C 4, enn‘ainei]_]l&CA en vertu de (4), d'otr 0 C 4,

contrairement 3 I’ A i .
établie., 4 Phypothése que dim(4)= 0. La condition (12) est aingi
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La condition (13), qui est réciprogue de (3), résulte aussitot de (11),
puisque tout A;iix, en tant qu'un continu, ne peut &tre contenu que
dans un seul sommande Int(4;;) de Int(4;), ces sommandes étant séparés
deux & deux en tant que sous-ensembles de composantes distinctes.

8. Convenons de dire que l’ensemble A est une coupure locale de X
ou qu'il coupe X localement lorsqu’il existe une région (c’est-a-dire en-
semble ouvert et connexe) R C X telle que R—A n’est pas connexe (*).

TatorEME 1. Admettons que X est un continu localement connexe,
Y est un continu, A= ACX, B=BCY, dim(4)=dim(B)=0, que
A nlest pas ume cowpure locale de X ni B de ¥, que h{(X—A)= Y—B est
une homéomorphie et que {A;} est une suite déterminant VensembleA.

Il existe alors une suite {B;} déterminant B e une correspondance
biunivogque | (terme par terme et composante par composante) entre A; et By,
telle que
(14) f(Ay) =By powr tout 4=1,2,.. e j= 1,2,..,n(),

(15) A¢+1 % C Aiy’ entraine BH—l % C Bﬁ .
Démonstration. Posons pour tout 1 =1, 2, ..
(16) MX—4;)= Y—B;.

On a donc en vertu de (4) et h étant biunivoque par hypothése,

oo

Y-B=h(X—4) =1 5] (X—45)) = Zm’ B(X—A4s) = D (Y—By),

=1

¢’est-a-dire
©a
(17 B=[]B.
=1

La condition (4) est done satisfaite pour la suite {B;}.
On a X—Int(d;)C X—4,, daprés (1), d’oi, en appliquant (16)
% 4+1 au lieu de 4,

(18) (XA} = W[ X — (X—X—4A;)] = h{ X —Int(4)]
Ch(X—A4i41) = ¥—Biys.

On a en méme temps X—4; C X —TInt(4,;), ot X—4;C X —Int(4,)
CX—A;,;CX—A Qaprés (1) et (4) et, par suite de la bicontinuité de
h, Y—Int(B;) =Y —(Y—Y—B;) =Y—B;=h(X—4;) = h(X—4;) CY—Bis,

(%) Cette définition peut étre considérée comme celle du séparatewr local. Or les
notions de séparation et de coupure coincident pour des 4 compacts ot des régions B
des continus localement connexes (cf. (2], 1I, p. 187, 8).
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en vertu de (16) et (18). Ainsi By, CInt(B;), ce qui est la réalisation de
la condition (1) pour {B;}. o

Pour montrer que cette suite satisfait également & la condition (2),
notons d’abord que A;;—4 est connexe.

On 2, en effet, 4-Fr(4;) = 0 pour = 1 d’aprés la définition de 4
et pour 7= 2,3, ... en vertu de (7), d’ou & plus forte raison

(19) - 4-Fr(d4)=0,

Ay étant une composante de A; par définition. En méme f,_émps; Phypo-
thése que dim(A)= 0 entraine que

(20)

Aij"‘A = -A'i}') :

A étant par définition un continu composé de plus d’'un point. En sup-
posant donc que '
(21)
(22)

Ady—A=M+N,
M-N+H-N=0 et M=£0£N,

on aurait d;= 3 +N d’aprés (20), dott -§ £ 0, et -N—4 C M+N
d'apreés (21), d'ot M-N—A =(M-N—A)- (M +N)CH.N-M+ . NN =0
en vertu de (22), c’est-d-dire M-N C 4. Il en résulte en vertu de (19)
que M-N CInt(4y). o
" Texisterait done une composante R de Int(4;;) telle que R- M - N == 0.
Le continu X éﬁa;nt‘loea,lement connexe par hypothése, B est un en-
semble ouvert et on aurait par suite de Pinégalité qui précede

(23) R-M+#0£R-N.
Comme ensemble ouvert et connexe (car une composante), B est
une région; ’hypothése que 4 ne coupe pas X localement entraine done

que Vensemble R—A4 est connexe. M et N étant disjoints de 4 en vertn
de (21), on en conclut en vertu de (23) que (R—A)-M 5= 0 £ (R—4)- ¥,
et B C 4;; entraine d’aprés (21) que R—A = (R—A)- M +(R—A)-N. Cette
décomposition de l'ensemble connexe E—A en deux sommandes non-
vides est toutefois impossible, car ils sont contenus dans les ensembles
M et N respectivement, qui sont séparés d’aprés (22).

La connexité de I’ensemble Ay—A étant ainsi établie, définissons
By—B pour i=1,2, ... et j=1,2,.., n(4) par Péquation

(24) h(4y4—4) = B;—B,
qui entraine la connexité de B;;—B. En définissant done Bj; par Pégalité

(25) . Bij= By—B,
By est un continu.
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On a X=X—A4;+> Ay en vertu de (2)
L=

somme finie sont disjoints. En vertu de la conséquence 4 C.4; de (4),
on a done pour tout ¢=1,2,..

et les sommandes de cette

ti)
X—A = X—Ai+ ) (Ay—4),
ia
d’ott par homéomorphie h dapres (24) et (16)
ki)

> (By—B).

(26) Y-B=Y-B;+
. j=1 .
En ajoutant B aux deux membres, on & done Y= (Y-B)+B= Y—-B

+‘7§)(B,-,-—B) +B; cette somme est également finie et ses sommandes
=1
sont disjoints. it

On a par conséquent B; = > (By—B)+B, d’ol en vertu de (25)
i=1 .

(1)

(27) B;= Z By+B,
=1 .

(i)

et comme (26) entraine ¥ = ¥—B;+} 21 By; {puisque ¥ étant un con-
i=

tinu et dim(B) étant nulle par hypothése, on.a ¥Y—B = ¥), il vient, en
multipliant par B, o i
B—B.T-B;+B- ) Bs=B-D By
j=1 =1
(puisque B C Biyy d’aprés (17) et By, CInt(Bi) = Y—Y—Bi(;i’aprés la
n,

- .
condition (1) établie pour {Bi}). On a ainsi dans (27) BC}é By, d’ou
n(z)

D By
=1
11 s'agit & présent de montrer que les continus B;; sont disjoints
deux & deux. Remarquons & ce but que le continu ¥ est localement conneve.
En effet, I'ensemble X—A l'est comme sous-ensemble ouvert du
continu X, qui est localement connexe par hypothése; par conséquent,
Y B Vest aussi d’aprés Phypothése que h(X—4) = .Y—B est une homéo-
morphie. Les points en lesquels le continu ¥ pourrait ne pas étre locale-
ment connexe devraient donc se trouver dans B, ce qui est cependant

(28) Bi=
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impossible, puisque B contiendrait alors, d’aprés un théordme de Moore-
Urysohn-Zarankiewicz (voir [2], II, p. 176), des countinus de dimension
positive, contrairement 4 1’hypothése que dim(B)= 0.

On a en outre A -Ay =0 pour tout 4=1,2,... et pour deux
valeurs quelconques j; et j, de j telles que 1 <j; <j, < #n(4), car Ay
et 4;, sont des composantes (de 4;); il en résulte d’aprés (19) que
(Bijy—B) - (Bijy—B) = h(dip—A) - h(Ay—A4) = h[(4i;;—A) - (Ay—A4)] = 0,
la fonetion % étant une homéomorphie. On a par suite

(29) By, -By, CB.

Or supposons que l’on ait, pour un triple de telles valeurs des in-
dices 4, 7, et j, Vindgalité B, - By, # 0. Vu que,

(30) BC By CInt(By)

en vertu de (17) et de la condition (1) établie pour {B;}, il existerait done,
en vertu de (29), une ecomposante B de ensemble ouvert Int(B;) telle
que Bii;'Biig'R¢0y d’or Biil'R #*0 —/{Bﬁg'R. Par suite de la con-
nexité locale de ¥, cette composante est aussi un ensemble ouvert. By,-R
et Byj,-R sont donc des sous-ensembles ouverts (relatifs) des continus
By;, et By, respectivement. Comme tels, ils contiennent des continug
(composés de plus d’un point), d’oir .

(31) Bij,- (R—B) # 0 # By,- (R—1),

puisque dim(B)= 0 par hypothése. En méme temps, 1’hypothése que
B n’est pas une coupure locale de ¥ entraine la connexité de I’ensemble
ER—B, qui est en outre localement connexe comme sous-ensemble ouvert
(puisque B = B par hypothése) du continu localement connexe Y. II s’en-
suit en vertu du théoréme de Mazurkiewicz-Moore-Menger ([2], II, p. 184),
que R—B est localement connexe par arcs. Soit donc I un arc tel que
LCR—B et

(32) L By, #0#L-By;

27

qui existe en vertu de (31). Or BEC Int(B;) entraine R—B C Int(B;)—B
i) (i)

C B,~——B=gl (By—B) d’aprés (28), d’ot LC Y (By—B) et par suite

wi) 7=

L =7§1 L-(B;—B), ce qui est impossible, les sommandes de cette somme

étant séparés d’apres (29) et an moins deux d’entre eux n’étant pas vides
d’aprés (32).
Il est ainsi établi que les sommandes (28) de B; sont disjoints. Comme

des continus, ils sont done des composantes de B;, qui satisfait par con-
séquent & la condition (2).
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Pour montrer que les continus By satisfont & la condition (3),

rappelons que cefte condition pour Ay enfraine l'existence d’un % tel

que Aii1xCInt(dy), dont Ai1x—ACInt(dy)—4 = Int(4y)- (X'——A)

= Inb(4y) Int(X—A4) = Int[4dy- (X—A)]= Int(4;—A4). Il en résulte
par ’homéomorphie A que d’aprés (24)

(33)  Bis1x—BC h[Int(Ay—4)] CInb[h(4y—A4)] = Int(By—B),

d’ott Byy1xC By daprés (25), done B-BiyxCB-ByCBC Int (B;)

(‘ - .
:E)Int(Bm) en vertu de (30) et (28), puisque les continus By, sont
di;’]fzints et leur nombre est fini en vertu de la condition (2) éfablie
pour {B;}. On a done By Int(Bim) =0 pour tout m #j et par qonséquent
B-B;i1xC Int(By). On en conclut par V'addition membre & membre
4 (33) que 'on a

Bis1g = (Bis1x—B) +B-Bit1 5 C Int(By—B) + Int(By;) = Int(By) ,

Sest-a-dire Ia condition (3) pour {B;}. La démonstration que {B;} est
une suite déterminant 'ensemble B est ainsi achevée. .
Reste 4 montrer que la fonction f définie par la condition (14) satls\-
fait & (15). Or Ai+1kCA.ij entraine en effet Ai+lk—AC.Ai;—fA., d’ou
Bij1x—BCBy—B en vertu de (19) ef, par passage» aux fe.rmetures,
Bz C By en vertu de (25), les ensembles By étant des continus.

4. ({4s))} o i=1,2,.. et j=1,2,..., n(i) étant Ja suite doublo
des composantes des termes de la suite {4} déterminant lensemble
ACX, considérons une suite partielle simple {d:;u} telle que
(34) A s+ CAijw
pour tout i= 1,2, .., done qui est descendante et contient exac.ztement
une composante de chaque A;. Vu que dim(4)=0, le}lr partie com-
mune se réduit en vertu du lemme 2 (voir (12)) & un point et, en vertu

de (4), ce point appartient & 1’ensemble 4. . )
Toute suite A;js de ce genre sera dite suite déterminant le point

(35) (a) = ﬂ A; HO! ol aed.
=1
Réciproquement, & tout point a e A vient correspondre une suite
{4;»}, et une seule, qui le détermine. En effet, on a d’aprés (4) ¢ <.4i
pour tout =1, 2, ... et il existe d’aprés (2) un se_ul ‘Ai, tel que a € Ay;.
En le désignant par A4;;u, la suite {4;;q) satisfait & (34) et on a (35)
en vertu de (12).
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Ainsi la fonction
(36) 8(a) = {4ijn}

qui fait correspondre & tout point e 4 la suite déterminant ce point
est biunivoque. Etant donné dans ¥ une suite {B;} déterminant len-
semble B, soit

(37) ' T(b) = {Bijw} ou DbeB

la fonction analogue.

THBOREME 2. Les hypothéses du théoréme 1 (samf celle sur h, qui est
ici superflue) édtant maintenues et la suite {B}, de méme que la fonction f,
satisfaisant & la thése de ce théoréme, la fonction

(38) gla)=T7{8(a) ot aed

est une homéomorphie entre A & B.

Démonstration. La fonction g est biunivoque comme superposi-
tion des fonetions qui le sont. _

D’aprés le théoréme 1, {B;} est une suite déterminante, donc satis-
faisant & (12) d’aprés le lemme 2, et la suite {B;;;} satisfaif, en vertu
de (18), & (34), ces formules étant entendues pour B au lieu de A. Elle
est donc une suite déterminant un pomt; b e B qui satisfait aux égalités

H Biju eb (37). On a par conséquent d’aprés (14) et (37)

= T™4{Bijo}) = T ((HAijw)) = T {4} = T —lfS (a),

Qo1 b = g{a) pour a e A en vertu de (38). Ainsi @ ¢ A entraine g(a) ¢ B
c'est-a-dire que 'on a ¢g(4)C B. Réciproquement, B;;,;C B; entraine
AgxC Ay pour Ag= f (By) par suite de la biunivocité de f. Le rai-
sonnement analogue au précédent, et dans lequel ces formules jouent le
role de (15) et (14), conduit donc & la conclusion que b eB entraine
g-(b) € A, cest-a-dire” que ¢g-(B)C A4, dou gg—‘(B)Cg(A), c'est-a- dn"e
BCyg(4). Il est ainsi démontré que

(39) g(4)=

Reste done & établir la continuité de la fonction g. Notons & ce
but que

(40) 9(A-Aij) =B Bijy - ,

En effet, aecAd-A4;;; entraine A4;;,eS(a) daprés (36), dou
f(4isw) € f8(a), cest-d-dire B;;u; e Tg(a) en vertu de (14) et (38) et
par conséquent g(a) € B-B; ;4 A’aprés (39). Réciprogquement;, g(a) € B-B; )
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entraine Bj ) € Tg(a) = [8(e) Qaprés (37) et (38), ot 17YB; ju)) e S (a)
= 8{a), c’est-a-dire 4,4 e S(a) d’aprés (14) et par conséquent ae A - A;
d’aprés (36).
Considérons &4 présent l’ensemble EC A formé d’une suite conver-
gente {a;} et de son point«limite.a=’]cjma,k‘ Il g’agit de montrer que
: —>0Q

(41) iim g(az) = !I(IPID ) -

Soit {4;;m»} la suite déterminant le point @ ¢ E. Par conséquent,
la suite {f(4:;5)} = {Bijm} détermine, comme il a été constaté au
début de la démonstration, le point b = g(a). Or a; ¢ E-4;;; entraine
glax) e g(E- Ay ), don, la fonction g étant biunivoque et la suite {B; i}
étant descendante, : : :

,Zilzlog(ak) e Limg (B A; ) = Limg(B)-B; j) = g(B)- Lim B; j5
— 00 ;100 =0

=9(B) [[Biso=9(B) 0) = 9(B)- gla) = () = g (fima) .

- I’égalité (41) est ainsi établie, e. q.f. d.

THEOREME 3. Admettons que X est un continu localement conneze,
Y un continu, 4 = ACX, B=BCY, dim(d)=dim(B)=10, que 4
n'est pas une coupure locale de X ni B de Y et que h(X—A) = Y—B est
homéomorphie. ’

Il existe alors une homéomorphie W (X)= Y qui est wn prolonge-
ment de h.

Démonstration. Il existe dans X, en vertu du lemme 1, une suite
{4;} déterminant ’ensemble A. 1! exigte donc, dans ¥, en vertu du théo-
réme 1, une suite {B;} déterminant I’ensemble B et une fonection bicon-
tinue f assujettie & (14) et (15), d’ol 1existence, en vertu du théoréme 2,
d’une homéomorphie g(4)= B définie par (38). Posons

g(z) pour xed,
h(z) pour weX—A4.

Aingi définie, la fonction % est biunivoque, puisque g et h sont des
homéomorphies et les ensembles de leurs valeurs sont disjoints.

Reste & établir la continuité de h*. Soit donc p un point de X. Si
peX—A4, on a W*(p)= h(p) d’aprés (42). L’ensemble X—A étant ouvert
et b étant une homéomorphie, p en est un point de continuité. Si p € 4,
on a h*p)=g(p) e B d’aprés (42) et H étant un entourage ouvert de
g(p) dans Y, il existe en vertu de la thése (12) du lemme 1 un tel
t=1,2,.. que
(43) B4CH

(42) W (@) =
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pour un § =1, 2, ..., (i), ot By ¢ Tg(p) conformément & (37). L'identité
(4dy—A)+A-A;= Ay entraine d’aprés (42) que h(4y—A)+g(4A-A4y)
= h*(.Aij), d’oir (BI,—B)+BB1]= h*(,Ag;) d’aprés (24) et (40), ¢'est-
a-dire : :
(44) By = h*(4y).

En méme temps, p e 4 entraine p e 4-4;; pour les mémes valeurs
de i et j en vertu de (40), d’ol p « Int(4y;) en vertu des propriétés (7)
et (9) des 4;;, établies dans la démonstration du lemme 1. Il existe done
dans X un entourage ouvert G de p tel que G C Ay, ce qui entraine
@) Ch*(44) CH en vertn de (43) et (44). L’ensemble ouvert HC ¥
étant arbitraire, existence d'un tel G C X équivaut 4 la continuité de h
en p (cf. par exemple [2], I, p. 73), c. q.f. d. ’
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On successive settings of an arc on the circumference
of a circle
by

S. Swierczkowski (Warszawa)

Summary of results. Let (g, ¢) be a system of polar coordinates
on the plane and p = p, the equation of a circle ¢. We consider an ar-
bitrary natural N and such an angle v that all points p,= (g, 2y), where
xz=0,1,.., N, are different. Let us suppose that ¢ is a directed circle,
say in the counter-clock-wise sense. Thus each two points p,, p, € O define
an arc with the initial point p, and the endpoint p,. We shall denote
this (open) arc by <z, ¥>. For 1 < @, y < N let us say that p, immediately
follows pg it p, ¢ <z, y> for 1 <2< N. Let Dq, be the point which im-
mediately follows py and p,, that immediately followed by p,.

TEEOREM. The difference y—uw, where p, immediately follows p,,
takes the values ar, —ay, ay—ay (the last one only in the case N < a,+a—1).

This theorem is a conjecture of H. Steinhaus. Let us denote by (z, y)
the length of <z, y>.

CoROLLARY 1. The lengths (@, y), where p, immediately follows p,, take
the values (ap, 0), (0, a.), (ax,a,) and the last value s attained only for
N <ap+ap—1.

This corollary eagily follows from the above theorem. We shall de-
duce from it the following corollary, conjectured by J. Oderfeld:

CoROLLARY 2. If the length of € is 1, (0,1) = 2= 4(y5—1) and fn
18 the greatest Fibonacci number (1) which does not exceed N, then zm, zm—1, gm—~2
are the possible values of (v, y), where p, immediately follows ..

In the proof of our theorem we shall apply some ideas due to
P. Erdds and V. 365 Turdn, who have proved it independently. Another
proof (based on the theory of continued fractions) has been obtained

by P. Sziisz. These proofs, however, have not been published.

1. In this section we shall prove our theorem. For convenience let
us write [z, y] instead of “p, immediately follows p,” and [z, z,y] for
Dse &, Y.

O fi=fh=1and f,=f,_,+f,_, for n=23,4, ...
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