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Théoréme 4. & diant une famille croissante d'ensembles clair-
semés situes dans un espace métrique queloonque, la somme 8 de tous
les ensembles de la famille @ est un ensemble Fg.

Démonsgtration. Distinguons deux cas, comme dans la dé-
monstration du théoréme 1. Dans le cas 1), S est un ensemble Iy,
puisque, comme on saib, tout ensemble clairsené est un Fot).

Dans le cas 2), § est un ensemble clairsemé. BEn effet, toub
d’abord, comme dans la démonstration du théoréme 1, on voit
que Ey, B, ... étant une suite infinie queleongue (1’0116@111})1@;; de @,
i1 existe un engemble E de &, tel que E,CE pour n= 1,2,..

Admettons maintenant que l'ensemble § n’est pas clairsemé;
il contient done un sous-ensemble (non vide) dense en goi. Or, comme
on sait, tout ensemble dense en soi contient un soug-ensemble dense
en s0i dénombrable; il existe donc un sous-ensemble D de 8, dense
en soi et dénombrable. Soit D={py,Py,...}. Comme pn e 8, il existe
wn ensemble E, de @ tel que p, € B,. Or, comme nous avons vi,
il existe (dans notre eas) un ensemble B de & tel que E,CH pour
n=1,2,...,, et cn a DCE. Or, c’est impossible, B (en tant qu’ensemble
de la famille ®) étant clairsemé et D étant dense en soi.

Notre théoréme est ainsi démontré.

1) Cela peut &tre démontré comme il suit. F étant un ensemble queleonque
contenu dang un espace métrique, désignons. par B, I'ensemble de tous les points
de B dans lesquels F n’est pas un Fg. Je dis que B, n’a pas des points isolés. En
effet, admettons que p, soit un point isolé de B, Il existe done une sphere K
au centre p, et telle. que B E—{p}=0, et on a EE~{pC(E—E)IK, d’on
on conclub que I’ensemble BE—{p,} est localement (c.-a-d. en chaque point)
Y Fy; daprés un théoréme de M. D. Montgomery (Fund. Math. 25, p. 530)
il en résulte que I’ensemble EEK—{p,}, done aussi 'ensemble EK, cst un I,
contrairement & I'hypothése que p,e Fy.

Si E est un ensemble clairsemé, Iensemble E, (en tant que dépourvu de
points isolés) est nécessairement vide; I'ensemble 5 est done localement un Fg,
&’ol on conclut, d’apres le théoréme cité de M. Montgomery, que B est un Fy,
¢ q.f. d.
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Sur Popération lim ®(w,y) ).
y=-o00
Par

‘Waclaw Sierpidski (Warszawa).

M. N. Lusin a-démontré dans son livre connu?) ’existence
d’une fonction de classe 2 de Baire de deux variables réelles, &(z,y),
telle que la fonction (Q'une variable réelle @)

) f(#) = limn Oz, y)
y=+too .

(o1 im @ désigne Lopération de Cauchy-Hadamard qui consiste
4 prendre la plus grande limite d’une fonction) est non mesurable B.

 Le but de cette Note est de faire quelques remarques & propos
de ce résultat. '

En premier lieu je prouverai gu’on ne peut remplacer dans

1a proposition de M. Lusin la classe 2 par la classe 1. En effet, je
démontrerai le

Théoréme 1, Si Bx,y; est une fonetion de classe <1 de deuw
wariables réelles, lo fonction (1) est de classe <3%).

Ensuite je démontrerai le

Théoréme 2. Si O(z,y) est une fonction de Baire de deux va-
riables réelles, la fonction (1) est mesurable L.

Je déduirai le théoréme 2 d’une proposition plus générale
‘concernant certaines familles de fonctions de plusieurs variables
Téelles.

1) Le résumé de cette Note fut publié dans les Acta Pontif. Acad. Scientia~
Tum Vol. IV, 1940, p. 203-204. .

2) Legons sur les ensembles analyliques et leurs applications, Paris 1930,
Pp. 318-319. '

3) Cf. F. Hausdorff, Mengenlehre 1935, pp. 273-274.
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Or, je démontrerai qu’il ewiste des fonctions de Baire de classe
de trois variables réelles (w,y,2), telles quil mangue wugo'zm-a’hm
complétement de methode pour ddcider si la fonction (d’une variable
réelle)

2 #)=lm Iim &(2,y,?)
(@) flo) = bm T 0(s,y,
est mesurable L ou nomw.

Démonstration du théoréme 1. Désignons, pour @ réel
et n naturel donnés, par f.(#) le nombre SI;D D(w,y), c.-d-d. la borne

y=n

supérienre de l’ensemble de tous les nombres P(w,y) ol y=n.
On véritie sans peine, pour a réels donnés, la formule

(3) Elfalw)>al=3 E[®(@,y)>a,y>n]
.ox y oxy
Si @(w,y) est une fonction de classe <1, lensemble

E[®(x,y) >al,
Y
et par suite D'ensemble

E [®(@,y)>a, y>ni=F [P(@,y) >0l [ ly=n]
Y *y x4

est un Fy. (plan), et la formule (3) prouve que l'ensemble (linéaire}

Elfa{z)>a] (en tant que projection dun Fo plan) est un Fo. La

x

fonction f,(z) est done de classe <2 (pour n=1,2,...).. -

Or, d’aprés (1) et la définition de fn(#), on a évidemment
(pour x réels)
(4) o f(a)=1m fp(a);

n=oco

la fonetion f(x) est donc de clagse <3 et le théoréme 1 est démontré.

F(#1, %y ..., Bm) étant une fonection réelle de m variables réelles,
nous dirons qu’elle est une fonetion P,, si, quel que soit le nomhre
réel @, 1'ensemble

(5) E @, 3..s0m) >a]

X1yXagees Xy
est un ensemble (projectif) Py, dans Vespace R, & m dimensions ¢).

4} Pour la définition des ensembles P, voir p. e. Fund. Math. 13, p. 238.
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Sur Vopération... b3

Lemme 1, 8i les fonetions fr(by,@sy...,Tm) sont des fonctions Pn
pour k=1.2,..., €t si .

{6) f(“’nf”zr--)mm):]l?i_ﬂ (@1, @y ooy Tm)

pour tout point (By,&%y,...,%m) de Ry, la fonclion f(#,®,,....,%n) est
dyalement une fonction P,.

Démonstration. D’aprés (6) on vérifie sans peine, pour «
réels, 'la formule

(7) E U(m:mzs---amm)>a]=2 ]_7 E

P=1 k=p’ %y, Xps0rXpyy

[fk($1;$2, ...,{lv’m) >a- %]‘

Xy Xz Xy
Les fonctions fu(®y,®...,%m) étant des fonetiors P,, les en-

sembles E {fk(ml,mz,...,mm)>a+%] sont, pour % et p naturels,
XyyXayeenX iy

des ensembles P,. Or, la somme et le produit d’une infinité dénom-

brable d’ensembles P, étant, comme on le sait, un ensemble Pp,

1a formule (7) prouve que les ensembles (5) sont des. P, et la fonetion

(@, %y ..., 7m) est une fonction P, c. q.f. d.

Lemme 2. 8i O(,,0y,...,T,) €st une fonction P, la fonction
{8) F@1y Wy eny @mt) = Lt P2y, By «ovy )
Xp=too
est une fonction P, ®).
Démonstration. Posons, pour %k naturels
{9) Frl@y, By vy Cmy) = supk D1y .ees Tm)3

*mm
d’aprés (3) on trouve

‘(10) f("l?m Tgy '-'Hrr‘nﬁl) =lim fk(mlymm '--’mm—1)~
k=00

Soit maintenant ¢ un nombre réel donné.
-vérifie sans peine pour k=1,2,... la formule

Drapres (9) on

(A1) F [Fultos oy eensBme) > @] =23 [ (D@, %ay .eryBm) > Gy Tm=k].

XpyeenXy ) X XpyeoXp

5 Of. C. Kuratowski, Topologie I (Monografie Matematyczne t. III),
Warszawa-Liwéw 1933, p. 267, ligne 1.
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Or, D(%1,@y,...,%m) €tant une fonetion P,, lensemble

E [O(@,0 ..y Bud) >0, ¥m 2 k]

FyXayeein

est (pour & naturel donné) un P,, aingi que sa projection (11). Les:

fonctions fi(@y, B, ... Bm—1) S00b done des fonctions P, pour k=1,2,..,

et il résulte de la formule (10) et du lemme 1 que f(wy, Ty, oy Bma)

est une fonction Py, c. q.f. d.
Tl résulte tout de suite des lemmes 1 et 2 le

Théoréme 3. Quel que soit le. nombre naturel m, les fonetions

obtumues des fonctions P, (@un mombre fini quelconque de variabics:

réelles) par Dapplicaiion d>un nombre fini de fois (dans n’importe quel
ordre) des opérations ]ikm et EIEI, somt des fometions Pp.
y=+oo
La phrage de M. Lusin‘ (1. e., p. 320, lignes 8 et 9) qu’,on
peut écrire de cette maniére toutes les fonctions projectives” en
partant des polyndmes, qui semble dtre en contradiction avec le
théoréme 8, doit &tre congue dans ce sens quwil faut appliquer

{(un nombre fini de fois) non seulement les opérations lim et lim,

- s ' . . & y=+w

mais aussi Popération hrfo; Cette derniére se réduit d’ailleurs & ’opé-
=t

ration lim par la formule im ¢=—Tm (—®), mais il est & remarquer
_y=+w y=-oo y=+o
que si @ est une fonetion P,,  —® peut ne pas Pétre.
Les fonctions de Baire (en tant que mesurables B) étant des
fonctions P,, et les ensembles P, (comme analytiques) étant mesu-
rables L, on obtient du théoréme 3 le

Théoréme. 4. Les fonctions obtenues des fonctions de Baire
d'un nombre fini quelconque "de variables réelles par Vapplicalion.
@un nombre fini de fois (dans n’importe quel ordre) des opérations
lim et lim sont mesurables L.

k y=-+o .
Le théoréme 2 n’est qu'un cas particulier du théordme 4.

Vu que lim &=—Tim (—®), on peut remplacer dans le théordme 2
p=-too y=+o0

(dans la formule (1)) lim par im. On peut aussi démontrer que:

, =+ y=-+co -

Pon peut remplacer dans le théordme 4 lim par Iim. Or, on ne sait
) . y=too"  y=roo

pas si I'on peut adjoindre dans le théoréme 4 aux opérations lim

et Iim Popération lim. Cela résulte du
p=too y=teo

icm

Sur Vopération... bb

&

Théoréme 5. E cétant un ensemble P, linéaire quelcongue,
4l emiste une fonction de Baire de classe <2 de trois variables réclles,
D(2,y,2), telle qu'en posant

(12) fl@)=lim Tim &(z,y,%),
z=1}-00 g==+-00

on a

(13) _ Elf@)=0]=E.

Démonstration. Soit B un ensemble P, situé sur I'axe OX.
Il existe, comme on le sait, pour tout » naturel un ensemble C4
(complémentaire analytique), soit Hy, situé dans le plan XO0Z entre
les droites z=u et 2=n-1 et dont la projection sur axe OX est
Tensemble B. L'ensemble H=H,- H,+... est eccore un (4 situé
dans le plan X0Z dont la projection sur Paxe OX ccincide avee E.
Le complémentaire K de H par rapport an plan XO0Z est donc un
ensemble analytique, et il existe, pour tout » naturel, un ensemble Gs
dans espace & 3 dimensions, soit Qn, situé entre les plans y=n et
y=n-+1 et dont la projection sur le plan X0Z est Pensemble K.
I’ensemble Q=@ ,+Q,+ ... est, comme on le voit sans peine, encore
un G5 dans Pespace & 3 dimensions dont 1a projection sur le plan X0Z
est ensemble K. :

Soit @ (2,y,2) la fonction caractéristique de Tensemble @;
Q étant un Gs, O(,y,2) est une fonction de classe 2. Je dis qu'on
a la formule (13). -

En effet, on vérifie sans peine que Tin: @(,7,2) est 1a fonction”

caractéristique de lensemble K et on gn ci’éduit, d’apres (12), que
f(#)=0 pour we F et f(w)=1 pour znon ¢ E, d’olr la formule (13). .

Grice & un résultat de M. Kuratowski qui a défini par des
moyens tout & fait élémentaires, un ensemble linéaire CPCA (com-
plémentaire d’un P,) tel qu'on ne peut décider si cet ensemble est
mesurable ou non %), on pourrait définir effectivement une fonction
&(z,y,2) de classe 2, telle qu’il manque actuellement de méthode
pour décider si la fonction (12) est mesurable I ou non.

Or, vu le théoréme 2 (généralisé aux fonctions de trois variables
réelles), vu que lim @ =—Lm (—®) et vu le théoréme 4, on conclut
sans peine que squJELm,y, ?) e%ttze fonction de classe <C1,la fonction (12)
est mesurable L.

6) Comptes rendus du Congrds Int. des Math. Zirich 1932, t. 'II, pp. 117-118.
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