Sur la décomposition ‘des espaces métriques
en ensembles disjoints.

Par

Wacltaw Sierpifiski (Warszawa).

Le but de cette Note est de démontrer pour les espaces mé-
triques quelconques (séparables ou non) le théoréme suivant, et
d’en tirer ensuite quelques conséguences. N

Théoréme, Tout espace métriqgue M dont tout ensemble ouvert
non vide contient >m3=x, points est somme de m ensembles disjoints
dont chacun contient >m points de tout ensemble ouvert non vide CM.

Démonstration. Un point p d’un ensemble E contenu dang

un espace métrique M est dit point d’ordre n de E, si chague sphére -

ouverte de centre p et de rayon suffisamment petit contient préei-
sément n points de E. (On démontre sans peine que tout point p
d'un ensemble H est d’un ordre n déterminé: & savoir n est le plus
petit de tous les nombres cardinaux HU, oh U est une sphére ouverte
quelcongue de centre p).

TUn ensemble BCM est dit homogéne d’ordre n, si tout point
de E est un point d’ordre n de E1).

Lemme 1. 8i M est un espace méirique dense en soi et U umn
ensemble ouvert non vide CM, il ewiste une sphére ouverte 8, 04=SCU,
qui est un ensemble . homogéne.

Démonstration. Soit n le plus petit de tous les nombres
cardingux S olt 8§ est une sphére ouverte non vide CU. Il existe
donc une sphére ouverte CU, telle que S=1. 8i l'ensemble & n’était
pas homogéne, il existerait une sphére ouverte non vide §,C8

telle que 831, done S;<, contrairement & la définition du nombre 1.
Notre lemme est ainsi démontré.

*) Cette notion est due & G. Cantor: Acta Math. 7 (1885), p. 118; of. aussi
W. Sierpinski, Fund. Math. 1, p. 28.
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Lemwme 2. Tout espace méirique M de puissance n>x, dont
chaque point est dordre m, est somme de n ensembles disjoints et tels
que tout entourage de tout point de M contient n points de chacun de
ces ensembles.

Démonstration. Soit M un espace métrique de puissance
n=n, et dont tout point est d’ordre n. Soit F la famille de toutes
les sphéres ouvertes dont le centre est un point de M et le rayon =1/n,
ol n=1,2,... La famille F' est évidemment de puissance 1t-8,==xuf;=Ra
et, tout point de M étant d’ordre 1, toute sphére de la famille F' est
un ensemble de puissance n=8s. Or, comme 1’a dénomtré M. Kura-
towski?), si F={Hsl<o, est une suite transfinie du type w. d’en-
sembles de puissance ., il existe une suite transfinie du type we
d’ensembles disjoints de puissance Re, {Hglecw, telle que H:CE;
pour é<wq. Or, H;, en tant qu'un ensemble de puissance Ky, st
(@aprés Dégalité xh=—=x,) somme de . ensembles disjoints de puwis-
§ance Kq; 80it Hy=), Hezy. Posons P,=23 Hgy pour 7<<w.. Comme

n<wgy <oy

H:,CH:CE; pour é<we, 7<was, Uensemble P, contient &, points
de chague sphére de centre p et de rayon 1/m, pour p e M, n=1,2,...
Tout entourage de tout point de M contient done n points de chacun
des ensembles Py, pour #<<w.. Or, les ensembles Py (7<<wg) sont
évidemment disjoints. Le lemme 2 est ainsi démontré.

Soit M un espace métrique donné dont tout ensemble ouvert
non vide contient >m points; soient

(1) Byy By eevy Bio y Beoddn oeey By wen

une suite transfinie formée de toutes les points de M, et
(2) 815,85y ..,805 oty .eny By e

une suite transfinie formée de toutes les sphéres ouvertes non vides
dont les centres sont des points de M. Nous définirons par I'induction
transfinie une suite transfinie de sphéres

(3) Ty Ty .ony
comme il suit.

Ty Totty s Ty

2) Voir JFund. Math. 34 (1947), p. 35, lemme 1.
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Trespace M est évidemment dense en soi; d’aprés le lemme 1
il existe donc une sphére ouverte non vide SCM, telle que Pensemble §
est homogene, soit d’ordre n. Si p-est un point de 8, il existe une
sphére S*C8 de centre p; et §* est un ensemble homogéne d’ordre 1t
et de puissance n. I1 existe done dans la suite (2) le premier terme §;
tel que Sz est un ensemble homogéne d’ordre 5. Soit T'y=8.

Soit o un nombre ordinal <1 et supposons que nous avong

déja défini toutes les sphéres Tg, ont &< a. Soit Ha= )_—,' Tg (o B dé-

signe 1a fermeture de lensemble E). Si M CEa, la défunhon de lm
guite (3) est achevée (et elle est alors du type a). Si M— —He =0,
Pensemble M —H, est ouvert non vide et, comme plusg haut, Laprés
Ie lemme 1, nous concluons qu’il existe dans la suite (2) le premier
terme Sy tel que S, est un ensemble homogene de pmssanee b,,.
Nous™ poserons To= 8.

La suite (3) est ainsi.définie par linduction transfinie. Soit ¢
son type; les ‘sphigres -T¢ (6<®) sont évidemment dJS]omtes et on a

M CZ T;. L'ensemble Tg est homogene dordre Tp>m==y,. D’aprés
1e 1emme 2 on a done T;—- Z K;,” , Ol Ky (1< wy) sont des ensembles

disjoints dont: chacun connent T§>m points de chaque entourage
d'un point quelconque de T:. Posons K,,-—Z,; Ky pour n<<wy. Je
dis que les engembles K, (7<w,) satisfont & notre théoréme.

Les ensembles Kz (§<19, < w,) étant disjoints, les ensembles
Ky (n<wy) le sont également. Soit U un ensemble ouvert non vide
CM. Comme UCMCZ' T et U est ouvert non vide, il existe un

point p de l’ensemble Z Te ‘tel que peU, et il existe un nombre

ordinal »<<?d, tel que p eT,, Or, Yengemble K,, contient T,zm
points de chaque entourage d'un point quelconque de T, done m
points de U. L’ensemble KﬂCK,,,,7 contient done m points de U.
Notre théoréme est ainsi démontré.

Pour m=g, notre théoréme donne immédiatement le

Coroliaire 1. Toui espace méirique M dmse €n 801 est somne
dune suite infinie d’ensembles disjoints denses dans M.
J’ai donné ailleurs ®) une démonstmtlon directe de ce corollaire.

?) Proceedings of the Benares Mathematical Society New Series Vol. VII
(1945), pp. 29-31; of, E. Hewltt Duke Math. Journ. 10 (1943), pp. 309-333.
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Vu que les ensembles condensés coincident avec les ensembles

dont tout point est un point d’ordre >4, il résulte tout de suite

de notre théoréme (pour m==y;) que:

Corollaire 2. Tout espace méirique condensé, M, est somme

dune mﬂmte mclenombmble d’emsembles d@syomts condenses et denses
_ dans M. : e
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