140 C. Kuratowski.
L’ensemble A des valeurs de la fonction a(f) est done disjoint
de I’ensemble B des valeurs de la fonction b(t). Chacun d’eux contient
des points communs avec tout ensemble parfait (non vide). Les
ensembles 4 et J—A sont donc dépourvus de sous-ensembles par:
faits (non vides) 6). :

.En outre, en posant dans la formule (7): f(¢)=[a(t), b(t)], on
déduit du théoréme du N5 et des formules (9) et (10) que Ven-
semble A4 est projectif,

%) Voir F. Bernstein, Lei : . ,
P. 267. ein, Leipz. Ber. 60 (1908), p. 320. Cf. Topologie I,

icm

Sur les ensembles presque contenus les uns dans les
autres.

Par
Wacltaw Sierpifiski (Warszawa).
1. B et H étant deux ensembles (formés d’éléments quel-
conques), nous dirons que ensemble # est presque contenw dans H

et nous écrirvons .
E=CH,

si Pensemble E—H est fini (ou vide)?).
On démontre facilement les 4 énoncés suivants:
S ECH, on a E«CH,

ExCGE et on & E«CH

1

(2) Ni G=CH,
[puisque E—H C{B—G)+(G—H)],

(38) S E=CH pour i=1,2,..,0, 0% E1+E2+...+E,,,*CH
(o8 (Bt By oo E)—E = (B H) -+ (B H) 4 ot (B E,

(4) Si ExCH,; on & ExCHHy..Hn
[puisque B—H,Hy... Hy=(E—H)+ (B—Hy)+ ...+ (E—Hn)}

Théoréme T:- By, By,... et Hy,Hy,... ctant deus suites infinies
densembles, telles que EyxCHy pour 4 et k naturels, il existe un en-
semble X tel que B»CX=CH pour i ¢ k noturels.

Démongtration. Posons

X =B Hy+ BHHy ..+ BHH,  Hi ..

pour 1=1,2,.. i,

(5)

Comme ExCHy pour ¢ et k naturels, on 2, Qapres (1) eb(4):
ExCEHH,...H, pour i=1,2,., dong dapres  (5), (1) eb

1) Cf. W. Sierpinski, Fund. Math. 33 (1945), p. 9.
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(2): B;#CX powr i=1,2,... D’autre part on a, pour % naturel:
E[HIHE...HiCEg pour 131,27...,Z“~1 et E1H1H2...H1CHk pour
i=k, done, d’aprés (3): .

XCE + Byt .. By~ Hy,

et, comme E;xCH, pour et % naturels, on trouve sans peine, d’aprég
(1), (2) et (3): X=CH, pour k=1,2,..

On a done Ex»CX«CH; pour i et k naturels et notre théoréme
est démontré.

Pour les suites infinieg de nombres naturels le théoréme 7'
a été démontré (sur une autre voie) par M. F. Rothberger?)
qui a attiré lattention sur une analogie de ce théordme i une
proposition de F. Hausdorif dite ,Erster Einschaltungssatz”3)
Or, le probléeme P se pose:

Probléme P: F, et F, édlant deux familles @ensembles telles
que ExCH pour EeF, et H eF,, ewiste-t-il towjours un ensemble X
tel que E=CX+CH pour E eF, et H eF,?

Le feu professeur W. Niklibore a modifié, ce probleme en y
remplagant la condition E=CH par E—H< 1. Appelons P; le pro-
bléme ainsi modifié.

Je démontrerai que la réponse au probléme P; (done, & plus
forte raison, aussi au probléme P) est négative.

En effet, soit, pour ¢ naturel, E; 'ensemble de tous les nombres
naturels de la forme 2-1(2j—1), o j =1,2,... et posons F, ={E,By,...}.
Soit F, la famille de tous les ensembles H de nombres naturels tels
que, quel que soit le nombre naturel 4, Pensemble E—H a au plus
un élément. (On démontre facilement que la famille sz st de puis-
sance du continu). On a évidemment E—H<1, done FxCH pour
EeF,, HeF, Je dis qwil n'existe aucun ensemble X tel que
E«CX=CH pour E eFy, HeF,

Admettons, en effet, qu'un tel ensemble ¥ existe. On a done
ExCX pour i=1,2,... et, E} étant un engemble infini, il en résulte
que EX==0 pour i=1,2,... Il existe domc pour tout ¢ naturel un
nombre naturel n; tel que n;e E; X et, comme E,E,=0 pour ==k,
les nombres n,my,... sont tous distincts. Llensemble R={ny,ny...}
est donc infini et on a RE;={n} powr i=1,2,... (c.-a-d. RE, est

?) Annals of Math. 45 (1944), p. 400, Lemms 3 b.
3} Fund. Math. 26 (1936), p. 244.

icm

Ensembles presque contenus - 143

formé d’un seul élément, n;). N désignant lensemble de tous les
nombres naturels, on a E,—(N—R)={n;}, done, pour H=N—R,
F_H=1, pour i=1,2,..., ce qui donne, vula définition de la famille
F,, HeF,. Or, on n'a pas X=CH, puisque ¥—H=X—(N—R)=R
ot R est un ensemble infini. I’hypothése qu’il existe un ensemble X
tel que ExCXxCH pour Ee¢F,, H eF,implique done une contra-
diction, ¢. g. £. d.

La solution négative du probleme P rapprochée de I'hypothese
du continu, impligue qu’on ne peut pas remplacer dans le théo-
reme T' leg suites dénombrables d’ensembles par les suites transfi-
nies du type 2, {Ejsco b {Hekeco. Ce résultat peut étre également
obtenu sans faive appel & Phypothése du continu, mais la démon-
stration est alors beaucoup plus compliquée.

En 1936 F. Hausdorff a démontré en admettant l'axiome
du choix, mais sans faire appel 4 ’hypothése du continu 4), I'existence
de deux suites transfinies {aflsco et {bf}ico de suites infinies
formées de nombres 0 et 1,

o =(df, a5, ...

) et bE=(b, 0, - Y
olL . . X )
G < Rl (<. n<DE L e DR D

(as<<b, Olt @=(ay,ts,...) &t b=(bybs...) désignan‘F ‘qu’on. a‘a,,<b,,
pour # suffisamment grand et Gn==b, pour une infinité fl’}ﬂd.lces ),
et telles quil nexiste aucune suite « vérifiant la. condition

af vz w <b7 pour £<Q et <.

Soit, pour tout nombre ordinal £< Q, E: Vensemble de tous
les nombres naturels n tels que az=1 et soit H; Densemble de tous

£
les nombres naturels n tels que br=1. _
Comme af &< as< Ws< b pour £<y<Q, on trouve sans peine

Hee CHys CHys CHy et By—Be=He—Hy=%

pour &<Caj<< .
Je dis quil n’exisbe aucun ensemble X tel gue

(2) Bex CXxCHy pour £<&, 17 <.

4) Ihidem.
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Admettons, en effet, qu'un tel ensemble X existe et posons,
pour #=1,2,.., r,=L1lsineX et r,=0,si n e X, Soit &£ un nombre
ordinal donné <Q; d’aprés (2) les ensembles Hgp—X et X—Hyy
sont finis et, vula définition des ensembles Fryy, Heyy et X, i1 Dexiste
quw'un nombre fini de nombres naturels # tels que aj =1 et I, =1,
respectivement tels que x,=1 et W =0. Vu la définition de la
relation =< et vu que afx<<ait! et P s<b?, 11 en résulte que
@<z < b* contrairement & la propriété des suites transfinies {af}eco
et {b}zc0. .

Il est done démontré sans faire appel & D’hypothése du con-
tinu qu’on ne peut pas remplacer dans le théoréme T les suites du
type o par les suites du type Q.

2. M. Lusin %) appelle mutuellement orthogonausz deux ensembles
qui ont un nombre fini (ou nul) d’éléments communs. II appelle
deux familles F, et F, d’ensembles mutuellement orthogonales,
si chaque ensemble de la famille 7, est orthogonal & chaque en-
semble de la famille F,. Il appelle deux familles I, et ¥, d’ensembles
séparables, s'il existe deux ensembles disjoints M et N, tels que
pour EeF, et HeF, les ensembles E—M ¢t H—N sont finis
(ou vides).

- On voit sans peine gque, pour que deux ensembles E et H
solent mutuellemient orthogonaux, il faut et il suffit qu’on ait
E+«CCH (ou bien, ce qui revient au méme: H = CCE), le complé-
mentaire étant pris par rapport 4 la somme de tous les ensembles
des familles 7, et F,. I1 en résulte tout de suite que pour que deux
familles ', et F, d’ensembles soient séparables (dans le sens adopté
par M. Lusin), il faut et il suffit qu’il existe un ensemble X, tel
que E=CX=CCH pour E e¢Fy, HeF, ’

. Sol_ent maintenant Fy={E,Bs,..} et Fy={H, H,...} deux fa-
milles finies ou dénombrables d’ensembles mutuellement orthogo-
nalies. On a done Ep=CCH; pour % et I naturels et, d’aprés notre
théoréme T, il existe un ensemble X, tel que Eyx CX = C (H, 1, ce qui
domne ExxCX ¢t Hy=CCX pour % et | naturels. Les fam,illes Fy

et'F2 sont donc mutuellement orthogonales. On a done le théoréme
suivant:

5) Sur les parties de la suite natyrelle,

lT]fR b:S. (e.n n’ls‘se? 11 (1947), pp. 403-410. Jai pris connaissance de cette
note apres avoir rédigé la premiére partie de ma note présente.
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Théoréme R. Deux fomilles au plus dénombrables d'ensembles
mutuellement  orthogonales  somt toujours séparables (au sens de
M. Lusin).

Pour les familles d’ensembles de nombres naturels ce théoréme
a 6té démontré sur une autre voie par M. Lusin dans sa note
citée (p. 404) et appelé par lui .Théoréme de P. Du Bois
Reymond”.

En résolvant ci-dessus le probléme P j’ai défini ume famille
dénombrable F; d’engembles infinis de nombres naturels et une
famille 7, de puissance du continu d’ensembles de nombres naturels,
telles qu'il n’existe aucun ensemble X pour lequel on ait E«C X =CH
pour F e Fy, H ¢ F,. Il en résulte tout de suite en vertu de T’hypo-
thése du continu gu’il existe une famille dénombrable F, d’ensembles
de nombres naturels et une famille @ de puissance 8, d’ensembles
de nombres naturels (& savoir la famille de tous les complémentaires
par rapport 4 ensemble de tous les nombres naturels des ensembles
de la famille F,) qui sont mutuellement orthogonales et non sépa-
rables. Cela rosofit & Paide de I’hypothése du continu le probléme
posé (L c., p. 406, probléeme I) par M. N. Lusin 8).

M. Lusin établit aussi dans sa note (p. 408), en utilisant le
théoréme de Zermelo (basé sur Paxiome du choix), mais sans
admettre I'hypothése du continu, Vexistence de deux familles (de
puissance §;) mutuellement orthogonales et non séparables (d’ensem-
bles de nombres naturels). Cela donne tout de suite encore une démon-
stration (4 Laide de Paxiome du choix mais sans faire appel 4 Phy-
pothése du continu) du fait qu’on ne peut pas remplacer dans le
théoréme T les suites dénombrables d’ensembles par les suites trans-
finies du type @2, démonstration n’utilisant pas la proposition de
F. Hausdorff.

M. Lusin démontre ensuite (L e., pp. 406-407) lexistence
d'une suite transfinie du type £ d’ensembles de nombres naturels
{Es}s-0, telle que

E:«CE, ¢t Hy—Es=8, pour E<y<f.

(Pest une démonstration intéressante (exposée d'une fagon
géométrique) d’un théordme qui a été trouvé par moi et imprimé
en 1939 dans le tome 33 des Fundamenta Mathematicae (p. 9) paru
en 1945.

) Of. ma note parue dans les Rendiconti dell’Accademia dei Lincei, Ser.

VIII, vol. IV (1948), p. 519.
Fundsmenta Methematicae. T. XXXV. 10
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M. Lusin démontre aussi (I c. pp. $07-409) D'existénce de
deux suites fransfinies {dglsco et {Bsleco d'ensembles de nombres
naturels tel que A est orthogonal & Bg pour £<Q, Ag» CA4y, Bes CB,
et 4, —A;=B,—B;=x, pour £<7<2. Or, on voit sans peine quwon
obtient de telles suites en posant Ags=F: et B:=CH; pour £<0,
{Eelece et {Hgsco btant les suites dont existence jai déduit
ci-dessus du théoréme de Hausdorff.

Deux autres problémes, posés par M. N. Lusin dans sa note
citée peuvent étre résolus en admettant I'’hypothése du continuw.

Soit # la famille de tous les ensembles infinis de nombres
naturels.

Convenons, pour EeF et HeF, d’écrire E<H pour exprimer
quon a F—H<y, et H—E =8, La relation <3 est évidemment
asymétrique et transitive; c’est donc une relation d’ordre (partiel)
pour les ensembles de la famille F.

Lemme 1. 8il'on a, pour n naturel et pour Ep e F (E=1,2,...,%),
E<E<<..<E, o a Bn—(By+ By . Byy) =S,

Démonstration. Comme B<E,<..<En, on a By2H,,
pour k=1,2,..,n—1, done Ep—E,,< 8, pour k=1,2,..,n—1, et,
vu gue

n—1

(Eyt Byt oot Bomt)—Eny = 3 (Bx—Eoy),

k=1

cela donne (1;’1+E2+...+En_1)~E,,_,<xov
Or, comme E, ,<E,, on a E,— in—1 =R,y et, vu gue

Ep— (E1+ E2+ e En—l) = (En“En—l)_‘[(El + Ea“" et En~1>-En—1]
et que lensemble (E,+ E,+ ..+ En1)—E. . est fini (ou vide)

on trouve Bp—(E,+Eyt ...t B,y) =s,, c. q. £ d.

7

Lemme 2. 8i, powr EpeF (k=1,2,...) et He¥, on a
E<E,<..<H, il existe un ensemble EeF tel que B,<E,<..<E<H.
Démonstration. Comme E,<H, on a H—E, =y, et il existe
un nombre m; e H—F,. Soit maintenant % un nombre naturel >1

et supposons que le nombre M-y soit défini. D’aprés le lemme 1
on a

H—(B,+Ey . T By =y,
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et il existe un nombre my > mp—y tel que
My € H—( ‘1+E.3—}-'~..+ ).

Les nombres naturels m;<Cm,<C... sont ainsi définis par indue-
tion. Soit B =H—{my,my,...}.
Il vient ECH ¢t H—E=s,, donc E-S H. D’autre part

En—EB=(Ey—H)~+ Epn- {iny,Mgy..}C(Ex—H)+ {my,my, ..., mp—1}
(puisque mye B, pour k=) Vu que E,—H<s, on a donc
E,—E<s, pour n=1,2,.. Comme Ep~< Enis, o0 2 Eppi—FBn =Ry,
et, comme Fp—E <R, et, vu que

»E—‘-En D) (En—}-l“‘En)_“(En—H—'E)g

on trouve £—FE,=8;, On a donc E,<E. Il est ainsi démontré
que B, <E,<..<E<XH, c.q.f d. ’

Admettons maintenant 'hypothése du continu et soit {No}ace
une suite transfinie formée de tous les ensembles infinis de nombres
naturels. Posons:

£

Ep=Y {1.20-1 3261 591 1 pour k=1,2,..
U

{c. & d. B est 'ensemble de tous les nombres 2:1(2j—1), o ¢
est un nombre naturel <k et § est un nombre naturel quelecongue),
et soit H,={1,2,3,..}. Evidemment E;,<E,<...<<H,. Soit o« un
nombre ordinal donné, 1< a<< 2, et supposons que tous les ensembles
He, oit é<a, soient définis et que

E<LE,<..<H: powr (<a et H,<H: pour f{<y<a

D’aprés le théoréme 7 il existe un ensemble H tfel que
Ey—H<R, pour k=1,2,... et H—H;<§, pour £{<a, et, comme
E<E,<..., il vient B, <E,<..<<H. D’aprés le lemme 2, il existe
done un ensemble E tel que E,<FE,<..<E-<<H, done (vu que
H—H;<8, pour {<a), B2 He pour é<a. Il existe donc un ensemble
Eel, tel gue B\<E,<...<E<XH: pour {<a. Soit H, le premier
terme de la suite {Nleco qui est un ensemble B de ce genre. La
suite transfinie d’ensembles {H.}oco est ainsi définie par Iinduction
transfinie et on a

E<E<.<H. pouwr a< et Hz<H, pour a<<p<f.
10%
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Admettons maintenant qu’il existe un ensemble X ¢ ¥, donc
un terme N, de la suite {Nsecq, tel que

E<LE<.<N,<H, pour

Il existe évidemment pour tout a< 2 un nombre ordinal
<2 tel que He=XN,, . Soit a<Q; on a
E<E,<..N.<H; pour

D’apres la définition de Pensemble H,=N, , on a donc u>> Vas
pour a<<Q. Mais cela est impossible, puisque, vu que H,~<3Hj; pour

a< <0, on a v, == pour a<< f<<Q. Il n’existe donc aucun ensemble
X el tel que

BE<E<.<X<H, pour

Nous avons ainsi déduit de ’hypothése du eontinu existence
d’ensembles de la famille F, Ey, B,,... et H. {(a<<Q), tels que
E<SE<..<H.<H; powr a<f<Q
et qu’il n’existe aucun ensemble X ¢ F tel que
E<LE<.<X<H, pour
Cela résofit & Paide de I’hypothése du continu le probléme II
de M. Lusin (L c., p. 409).

1\1 Lusin a posé (L e., p. 410) le probléme IV suivant (qu’il
considere comme le plus intéressant de quatre problemes qu’il a posé
dans sa note):

a<<f2.

< a.

a<B.

a<< 2.

o ‘Ebviste-t—il ou non une suite transfinie du type Q densembles
infinis de nombres naturels; {Eo}aca, telle que Ey< Eo pour a<< p<0
et quil wexiste aucun ensemble infini el qu

2 i B de nombres naturels tel
E<E. pour a<<0Q? et 1

* Je vais déduire de Phypothése du conti
Gtive 5 oo aroblimn ontinu une réponse po-

Nous définirons la suite transfini
. > nie d’ensembles -
Tinduction transfinie comme il suit. Soit E={1 o e b

- 2,...}. Soit « un
?om}l))lre gdmel donné, -1< a2, et supposong ’qu’e tous les en-
sembies Ky, oW £<<a solent définis et gue E,<E; pour f<n<a

Il résulte sans Dbeine du lemme que j’ai démontré dans le tome 33 de

que
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ce journal, p. 9 qu’il existe un ensemble infini HeF tel que H < E;
pour £<a. Soit E, le premier terme de la suite {Nglco (dont
Texistence a été déduite ci-dessus de P’hypothése du continu) qui
est un ensemble H de ce genre. En raisonnant commie auparavant
on démontre sans peine qu'il n’existe aucun ensemble infini E de
nombres naturels tel que E-ZE, pour a<<. Notre assertion est
ainsi démontrée. .

Tl est & remarquer que M. F. Rothberger a démontré réce-
mment (voir ce volume, p.33) que I'hypothése du continu équi-
vaut & lexistence Q’une suite transfinie du type £ d’ensembles
de nombres naturels {Eileco telle qu'il existe pour tout ensemble
infini B de nombres naturels un indice a< £ pour lequel Eo—E<R,.
Le méme auteur a prouvé aussi (L. c.) quwil n’existe aucune suite
transfinie {E}qce @’ensembles de la famille F, telle que B B8y
pour a< f< 2 et que, guel que soit P’ensemble E de nombres naturels,
on ait Ee— E<X, pour au moins un indice a<Q.

En remplacant tout nombre naturel par son double, on déduit
tout de suite de notre solution du probleme IV de M. Lusin a Paide
de Ihypothése du continu qu’il existe une suite transfinie {Pjecr
Lensembles infinis de nombres pairs telle que Py Py pour a<< <2
et qu'il n’existe aucun ensemble infini X (de nombres pairs) tel
que X3P, pour a< g, et, pareillement gu’il existe une suite trans-
finie {Qu}eco d’ensembles infinis de nombres impairs telle que
03 <0Q. pour a<f<Q et quil n’existe aucun ensemble infini ¥
(de nombres impairs) tel que ¥ <@, pour a< 0.

Posons

0=1{1.3,5,..}, Be=Q@—Qc ¢t Ho=Q+ P, pour a<l.

11 vient:
F.RE=LQH; < H. powr

Soit X un ensemble de nombres naturels tel que E,<X<H,
pour a<<£. Cela donne Q—X<Q—F.=Q. pour a< Q. La pro-
priété de la suite {Qa}a<a, implique que P’ensemble §-—2X ne peut
pas étre infini. D’autre part, comme X<H, pour a<f, on &
Y—Q<H,~Q=P pour a<fl. Vu la propriété de la suite
{P }aco, l'ensemble X—¢ ne peut done pas &tre infini. Nous
avons ainsi démontré, & l'aide de I’hypothese du continu, l'exis-

a<C <L,
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tence d’un engemble @ et de deux suites transfinies du type @
d’ensembles de nombres naturels, {E:}ice et {Hi}sco telles que

B <Ey<Q<H;<H. pour
eb que, pour tout X vérifiant la eondition B, <X < H, pour au<
' = = , =
on a @—X <y et X—@<xg. Cela résout (& P’aide de I’hypothése

du contir 11) le pl()bleme III de M. Lusin pose (¢ 8 @ citée
.8 | 2 § sé dan, 84 Noy
’) 4 ) te citée,

a< f< 0,

icm

Sur Péquivalence des ensembles par décomposition
en deux parties.:

Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

A et B étant deux ensembles situés dans un espace euclidien
(ou, plus généralement, dans un espace métrique) nous écrirons

A=2B

et- nous dirons que les ensembles 4 et B sont équivalents par dé-
composition en n parties, $il existe des ensembles Ay, A,y dn
et By, B,,..., B, tels que

10 A=A+ Ay+ ...+ Ay, B=By+ Byt ...t Bu,

20 A,4,=BB;==0 pour 1<k<<l<n,

30 A,~ B, pour k=1,2,...,7
(P=>Q signifie que les ensembles P et Q sont congruents, c.-a-d.
superposables par translation ou rotation). )

il existe, pour deux ensembles 4 et B, un nombre naturel »n
tel que 4 == B, nous dirons que les ensembles A et B sont équiva-
lents par décomposition finie.

Nous nous occuperons ici de 'équivalence des ensembles par
décomposition en dewx parties, qui présente une généralisation
immédiate de la congruence des ensembles mais qui en différe aussi
sensiblement.

P. e. si E est un ensemble (non vide) situé dans P’espace eu-
clidien & n dimensions, R, il existe évidemment dans R, au plus 2%
ensembles distinets congruents & F. Or, comme on voit sans peine,
il existe 22% ensembles linéaires distinets H tels que H=—1I,0ul
désigne D'intervalle (0,1).

Théoréme 1. La droite est équivalente par décomposition en
deww parties & Pensemble quwon obtient en enlevant de la droite un
ensemble borné quelconque.


GUEST




