Sur les fonctions indépendantes I[I1.
Par
J. Marcinkiewicz (Wilno).

1. Cette partie contient la suite des recherches publiées sous

le méme titre dans deux parties précédentes ). Elle concerne le pro-
bléme suivant:

Etant donné, pour tout n, un systéme de fonctions indépendantes
(1.1) Dn,1y Tn,2, X3y
telles que les distribuantes des sommes

(1.2) 2 v

i
convergent vers ume distribuante V, quel est le caractére de cette con-

vergence lorsque la fonstion caractéristique de la distribuante V est
analytique ?

2. Soit V(z) une distribuante et
oo
p(t)= ety (a)

sa fonction earactéristique. La question s'impose sous quelles con-
ditions concernant V(z) la fonction g(f) est analytique dans un
entourage du point 0. Un intérét parait présenter aussi la question

dans quels cas g(t) est fonction frontidre d*une fonction analytique.
Je vais démontrer & ce sujet le

1) Fund. Math. 30 (1938), p. 202-214 et 349-364. Dans la I partie, j’ai com-
mis une erreur dans'énoncé du théoréme 3, P.209. Je la corrige & la fin de la partie
présente, p. 101, Errata.
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Théoréme 1. Pour que la fonction p(z) ot |nj<A soit fondtion
frontiére dune fonction analytique réqulidre dans le rectangle

(2.1) 0<I<RE, |R()|<A4,
il faut et il suffit que Pintégrale

0
(2.2) [e=av(m)

ewiste pour tout r<<R.

On voit d’abord que cette condition est suffisante. En effet,

la fonetion .

py(2)=[e=av (1)

—CO

es"n réguliere pour I(z)<R. D’autre part, la fonction
po(2)= [ et v (1)
0

est analytique pour I(2)>0, ce qui montre que la fonetion

p(2)=4(2)+p,(2) ’ _
est analytique dans la bande 0<I(2)<R et que ses valeurs limites
pour z—»w, I(z)>0 coincident avec ¢(x).
La démonstration que la condition est nécessaire sera
basée sur 5 lemmes:

Lemme 1. Soit .

(2.3) plo)=[ et a (@).

—0Q

Pour que ¢"W(0) avec k& pair existe, il faut et il suffit que U'on ait

(2.4) [ o av(@)<ce.

La condition (2.4) dlant vérifide, on a
+oo
(2.5) 9 B(0)=i* [ a* AV (a).

Ce lemme est connu?).

%) P. Lévy [8], p. 174—175. Pour k impair, la proposif;cion n’est pas vraie,

du .
comme on le verifie facilement en posant k=1 et V()= const: f ) log (248

—00
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- Lemme 2. Pour quela fonction ¢(x), définie par la formule (2.3),
soit réguliére dans le cercle |o|<R, il faut et il suffit que Von ait
pour tout r<<R

‘ oo
(2.6) [ v (@) <oo
Ce lemme est aussi connu®). Nous en donnons ici la démon-

stration pour la commodité du lecteur.
Il ne s’agit que de démontrer la nécessité de l'inégalité (2.6).

Posons:
o0 —+co
=/ [lal" av (@), - / " AV ()

En tenant compte de (2.5) et du fait que la fonction (p( ) est
analytique pour [z/<R, on a

(2.7) | 2—-|M |1 <oo 0<r<R.
Or, comme
. 211«1
Mgﬂ~1<M* 2 ManMgny
Pinégalité (2.7) donne aussi
2%——1,M?:r"<oo 0<r<R,

ce qui est bien la condition (2.6).

Lemme 3. Lorsque la fonction ¢(x) est réguliére pour |¢/<R,
elle est reguliére dans la bande |I(z)]<R.

Cela résulte immediatement de I’inégalité (2.6).

Lemme 4. 8i la fonction ¢(z) est analytique dans le rectangle
(2.8) |R(2)| <4, [I(2)| <R,
elle Vest dams la bande |I(2)|<R.

Désignons par r le rayon du plus grand cercle de centre 0 dans
lequel la fonction ¢(2) est encore réguliére. D’aprés le lemme 3,
il suffit de montrer que r=R. Supposons par contre que r<R. La

fonction ¢(z) étant, d’aprés le lemme 3, régulidre pour |I(z)|<r
et, par hypothése, dans le rectangle (2.8), elle est aussi réguliére

dans le cercle de rayon p=min (R, Ve +4%, ce qui entraine r—R.

3 P. Lévy [7], p. 41; of. aussi G. Pélya [12].
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Lemme 5. Soit D le rectangle (2.1) et D* le rectangle symétrique
& D par rapport & Vame des x. Lorsque une fonction w(z) est réguliére
dans les rectangles D et D* ot continue dans Vintervalle {—d,+4>,
elle est réguliére dans tout rectamgle (2.8).

I est difficile de dire si ce lemme a été formulé explicitement
dans la littérature. En tout cas, il est étroitement lié au principe
de symétrie de Schwarz. Pour Pétablir, considérons la fonetion

f E)ds

olt R désigne le contour du rectangle (2.8). Cette fonction est &vi-
demment analytique. D’autre part, il est facile d’établir 1’égalité

[25 28

ot R, et R, désignent respectivement les contours des rectangles
D et D*. La derniére égalité montre que ¥(2)=y(2) lorsque zeD, ce
qui achéve la démonstration. v

Pour démontrer & présent la nécessité de l’existence de Iin-
tégrale (2.2), posons

p()= 931( )+ o)

ou ¢ () fe”"dV(t) et o, (o /e”“dV(t)

La fonction ¢{z) est régulidre dans le rectangle (2.1) et la
fonction ¢ (») I’est dans le demi-plan I(z)>0. 11 en résulte que 1@
fonction g,(z) est régulire dans le rectangle (2.1). D’autre part,
elle est d’'une facon évidente régulitre dans le demi-plan I(2)<<0,
ce qui montre d’aprés le lemme 5 qu’elle Pest aussi dans "le
rectangle (2.8). Or, ¢,(z) ne différe d’une fonction caractéristique
que par un facteur constant; d’apres le lemme 2, il en résulte faci-
lement I’existence de 1'intégrale (2.2) pour r<R, c.q.f.d.

3. Comme conséquence immédiate du th. 1.011 a le

Théoréme 2. Soient: Vn(x) une suite de distribuanies et (%)
la suite de leurs fonctions caractéristiques. Pour que V, converge vers
une distribuante V dont la fonction caractéristique p(x) est fonclion
frontiére dume fonction réguliére dams le rectangle (2.1), il faut et il
suffit que la suite g, (%) converge vers p(x) dans wn intervalle {—A4 4.
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Remarquons d’abord que ce théoréme cesse d’étre vrai si la
fonetion g(x) est arbitrairet). En effet, considérons deux fonctions
suivantes 5): ‘

—lzh? si : ‘ 1\ 1
(31)  yla)= (A—lal)” si el <1 %(m)=[(1 o) si o)<

0 si |o|>1, | et de période 1.

On vérifie facilement que ce sont des fonctions caractéristiques.
Elles coincident dans lintervalle {—1,+1> et leurs distribuantes
sont tout & fait différentes.

Il ne s’agit, enfin, que de démonter que la condition énoncée
est suffisante.

Or, la suite de fonctions caractéristiques (x)p, () converge

partout vers la fonction caractéristique w(x)p(z), ce qui montre

' ~+o0
bien que leurs distribuantes convergent vers / G(@—u) dV(u), ou

G(x) désigne la distribuante dont la fonction c&ractémsthue est
w(x). On en tire facilement:

1—Vn(#)<<e pour 2> R,
deés que R et n sont suffisamment grands. La relation (3.2) montre
que la suite V,(x) forme une famille normale. En supposant que la

suite V,(2#) ne converge pas vers V, on pourrait en extraire une
suite V, (%), convergente vers une distribuante
l

(3.3) V* £V,

Soit ¢* sa fonction caractéristique. On a ¢*(@)=g(x) pour |z|<4.
La fonction ¢(z) étant fonction frontiére d’une fonction analytique,
@*(z) Dest aussi. D’aprés le lemme 4, ¢*(z) serait donc une fonetion
frontidre dans toute la bande 0<g(z)<<R et, par conséquent, elle
coinciderait avee ¢(#) pour tout . On aurait done V*=V, con-
trairement & (3.3). '

(3.2) Va(x)<<e pour m<——R,

Soulignons quelques cas importants de ce théoreme général.

Théoréme 3. Soit V une distribuante, V(0—0)=0 et o(x) la
fonction caractéristiqgue de V.- Pour que la swite de distribuantes Vp
converge vers la distribuante V, 4l faut et il suffit que la suite des
fonctions caractéristiques de V., converge vers g(x) dams un intervalle

<"A7 +A>

%) H. Cramér[3], p. 29 et 121, P. Lévy [7], p. 49.
%) données par A. Khintchine; voir P. Lévy [7], p. 190.
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Théoréme 45). Pour que la suite des distribuantes V() con-
verge vers la distribuante de Gauss, il faui et il suffit que la suite de
leurs fonctions caractéristiques converge vers e~=2 dams um imtervalle

<"—A7’JI"A>'

4. Soit x(t) une fonction définie dans lintervalle <0,1>. On
appelle sa médiane ") le nombre A satisfaisant aux conditions:

(4.1) Blh<bzi  [Bt)>>]

Cette notion nous parait trés commode. En général la mé-
diane n’est pas définie d’une maniére univoque. Pour éviter cet
inconvénient, on peut prendre comme médiane la moyenne arith-
métique du plus petit et du plus grand des nombres satisfaisant
aux inégalités (4.1), mais c’est sans importance pour les calculs que
nous allons faire.

5. Théoréme 5. Soit V(x) une distribuante dont la fonction
caractéristique o(z) est réguliére dans la bande —R<I(z)<+R
Pour que la distribuante de la somme

(5.1) 2 n,v,
ot les fonctions . sont indépendantes, comverge vers V(x), il faut

et il suffit qu’om puisse choisir des constamtes K, K,,... de fagon que
la suite des fonctions caractéristiques {¢.(x)} des sommes

(5.2) 2 Taws
o

« | @nr poUr %, — An,o| <Kn B A S KIS0
(5.3) mn,'v’—‘l ].n,‘u pour !a7n,v—'ln,v|>Kn, :’Elt (1'”11,4' " ! n)]“—)

et Anv désigne la médiane de la fonction @, comverge umiformément
vers @(z) dans tout rectangle

(5.4) I@<r, r<R, |R@I<4.
11 ne g'agit que de démontrer la nécessité des conditions

énoncées. Nous allons d’abord démontrer trois lemmes.

&) Cf. P. Lévy [7], p. 4L.
7y A. Cournot [2], p. 120.
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Lemme 6. Soient £ les fonctions indépendantes qui admet-
tent les waleurs =1 dans les ensembles de mesure 0, et sont dgales
& 0 dans les autres points de Uintervalle £0,1>. Posons

~f|zefa

et soit

(5.5) ~ ' < H.
Alors
(5.6) MELn![M[logn]", M=M(H).

La fonction caractéristique de &, est évidemment
1—28,+ 8u{e ¢},
ce qui donne pour la fonction caractéristique de la somme >'¢

I’expression (b(z)—ﬂ 1—28,+ 8. (e 4+¢~%#)}. 11 en régulte que

(B()| < [T (L+26,+26,6) < [] (1+ 48,6 <"

Quel que soit R, on trouve d’aprds le théoréme de Cauchy
[@(”)(O)|<n!e4H”R-R”" En y posant R=logn, on obtient
lé,(")(O)‘ <nle™ign™"

Dautre part, |0%(0)=Ms, d'ob Mz<(25)!*1gs™™ et on
en déduit facilement 1'inégalité (5.6). :

Lenvme 7. Soient z, indépendantes et symétriques. Supposons
de plus qu’on a:
(5.7) || <K,

1
(5.8) : S [wa<H.
v 0
On a alors

(8.9) /1 1S af

ot M me dépend que de H®).

B<(1+KE) 0! [ M/1gn]",

%) Ce lemme peut &tre démontré par voie directe, en partant de 1'égalité

' 1
it
P = 3= f " t,
n ’ 0 )
mais la méthode utilisée ici parait présenter un certain intérdt par elle-méme.
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Il suffit de I’établir pour n=2s. On a

f(Zw) dt=> [a;,, ey A= ZBjas“ldt fm""""s
ol mA=vad=...Fm N 2a4;=2s et B désignent les coefflelents de

Newton. Supposons que K<1 et posons 26,= f aidf. Soit £, une

fonection égale & +1 dans des ensembles de mesure J, et & 0 dans
les autres points de Dintervalle <0,I>. Il est évident que

1 1
o< [ v=1,2,...; §=0,1,...
0 0
I1 en résulte que
1 28 1 1 1 25
< 20y 20, 3 ]
Of iwa,, dt\%‘Bd[Ewl dt...é/&,,z:dt, c.ad. d/]‘;,'a;u
ce qui donne en vertu de (5.6)

/ | Saf"

On en déduit facilement (5.9) lorsque K<1. Lorsque K>1,
il suffit d’appliquer ce résultat aux fonctions z,/K. :

25
W Oty

dt<(2s) '[M/lgs]28

En g’appuyant sur ce lemme, nous allons démontrer le

Lemme 8. Le théoréme 5 est vrai, lorsque les fonctions .. sont
symétriques. ,

D’aprés le th. 3 de la I partie de ce travail®), on peut supposer
que

(5.10) /1 \Z‘wn,fs

ol My, désigne le moment d’ordre 2s de la distribuante limite V( ).
En particulier,

dt— Mo s=1,2,..,

1
> [« @<H. L
v 0

) J. Mateinkiewicz[8]; voir aussi Errate 4 la fin de la partie pré.!
gente (p. 101).
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I1 vient de 1& facilement

(5.11) I (B (o> )| <HE ™,

Soit K, une suite quelconque satisfaisant &4 1’unique condition
Koo, Soit

il

. Tny POUr [0 <Ky
Tnp=
0 pour |wn.>Kn,.

En tenant compte de (5.11), on conclut facilement que la
distribuante de la somme Y}, converge vers V; de plus, on a -

1
23dt<f‘2m",v stt
0 v

1
(5.12) [1 2%
0 v

En effet:

(5.13) f ]2%,, dt~2‘B / Tyt . f1 s

(5.14) 150
0 v

1 1
2s
=3B [0 dt... [22
~ s Ty § MY

et, pour en tirer (5.12), il suffit comparer les termes correspondants
des formules (5.13) et (5.14).

Désignons par {ns} une suite croissante telle que

At<2 M,,

fizn

n>=2ng; 1<r<s!

et poSons
K,=s

On a pour 7N Neyq:
1
(5.15) [ S
0 v
. 1
(5.16) [ S
0 v

La derniére formule donne pour A>s!

(5.17) f|2m

pour NeKr<<Mstg.

A
At<<L2 M,

1A,

#H<(24)! (1+K,)* [ M /log 2T A=2,3,...

WOAHEN M s < @) 2 M V5T
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Il en vient pour a réels, ot |a|<R et n<n<nsay:

6/}expa%1m§,udt= f(Zmn,,) dt~2 —}-2

n s+‘1.
nig

2'(21% p M2,+2[ ] a%= A1 B.

1 ng+1

Or, o étant fixé, on a pour » suffisament grands |[(2M /V§)a|<%,
ce qui donne B<2. On en tire pour n>n,

1 o0
fexp aZwT,,,,dt<2+2fexp ax 4V (x).
0 v 0

On voit donc que les fonctions ¢)(z) sont uniformément
bornées dans chaque bande |I(z)|<r ol r<R; comme elles con-
vergent vers g(x) sur l’axe réelle, il en résulte d’aprés un théoréme
classique qu’elles convergent uniformément dans tout rectangle (5.4).

6. Ceci établi, la démonstration du th.5 s’achdve comme il
guit. Soient ., et =, indépendantes (n,v=1,2,...) et Zn»
équimesurable avec —a,,. D’apres le th.3 de la I partie de cet
ouvrage®), nous pouvons trouver des constantes K, K,,... de facon
qu’en posant

Ty +Top POUT  |Lny—+ o] <Ky
0 POUT  |Bnp + Bnp|> Ky

wﬁ,v =

on ait:

! 2
/ ( co,,,,,) dt<H,
0 v

ce qui donne

S B+ 50> a0,

f o2, dt<H.
Il vient pour tout K
(6.1) S B (@ +2s| > E) S HE 4o0(1).
v f

En désignant par 4., la médiane de la fonction #,», on en tire

(6.2) 2 [E(Imn,v_Zﬂ,u]>K)|<4HK_2+O(1)'
vt
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Cette inégalité montre que, quelle que soit la suite 4,—oco, la
distribuante de la somme _,Sfm, ol :
f [a:,.,v 81 I-’”n,v"“)m,mlé‘dn
" Ny S [@n —Ana]> A
tend vers V. D'autre part, d’aprés le lemme 8, on peut choisir une
suite {K,} de maniére qu’en posant
. [ B+ Ty 8L |Bn | <K
v S ) $i | 20| > K,
on ait :
1
(6.3) ‘ [exp aZnM A< M(a) la| <R.
0 v

Or, on a

1 ' 1
D <! 28
(6.4:) 6/ exp C’/Zﬂn'v dt "—‘2 W6/(2n11v1') At =
v » v .
1 : !
20 2aty¢
2—(28) DB U/ ot i Of T di.

En posant 4,=K,/2 et en définissant £ ,
logue & £, ,, on a pour a>0:
1 1

[Cnre s a— [ 10— [ 10" f

0 fg;z,'n — ;'n,v!>An IGn v+)n 1:])4
Or, comme

d’une fagon ana-

20

. ’ B
[ =t P =180, hy > 200 16, b,
0

[En+2n 4l
1 1
‘ w1 2
f(gn,v+ En,v)z >§ ‘/‘( én,v———zn,-u)g dt’
0 0

on a aussi

1
VLGRS (1+o(1))f o di,
° 0

nw

ce qui donne d’aprés (6.4)

1
(6.5) fexP a (&, ,+E&,,) d=0(1) |a|<R.:
0
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La distribuante de la somme
(6.6) &,

tendant vers ¥V, on peut trouver deux nombres M et ¢ tels que
Bl 58, |<M]>e.

La formule (6.5) donne alors

/expaZE di=0(1) la|<R.

On voit done que la suite des fonctions caractéristiques
des sommes (6.6) est uniformément bornée dans chaque bande
|I(2)] <r o r<R et, étant convergente pour z réel, converge néces-
sairement dans tout le rectangle |I(2)|<r<R, |R(z)|<4.

7. Soient V(x) une distribuante et g(x) sa fonction caracté-
ristique. On dit que V(z) est infiniment divisible si, pour tout =,
la fonection ¢'7(x) est une fonction caractéristique.

La théorie des distribuantes infiniment divisibles constitue
une branche importante de la théorie des probabilités.

Il nous semble assez naturel de poser le probléme suivant:

Ftant données, pour tout n, les fonctions indépendantes (1.1),
quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les
distribuantes des sommes (1.2) convergent wvers wume loi imfiniment
divisible V(z)%19). » ‘

Nous allons résoudre ce probléme avec une préecission suffi-
sante dans deux hypothéses supplémentaires. Nous supposerons
d’abord que la fonction caractéristique g(z) est réguliére dans une
bande |I(z)|<R et, de plus, que

(7.1) maxlE || > €)| = 0.
Dans ces hypotheses nous allons établir ce

Théoréme 6. Pour que les distribuantes V, des sommes ) %,

o Tnw vérifient les conditions (7.1), convergent vers la distribuante V
dune fonction caractéristique réguliére dans un entourage du poini 0,
il faut et il suffit que Pon puisse choisir de telles constamtes Ky, Ko, ...

quw’en posant ‘

10) Pour les rapports de ce probléme avec les distribuantes infiniment
divisibles, voir -A. Khintchine[5]. .
Fundamenta Mathematicae. T. XXXI ) S 4
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Bnp 81 |Znp| <Kan
. =100 |5,/ > K,

on avt:
(7.2) YL IEES SR

1 Joo 1
13) 3 [¢,, dt—[vadV(a), S [ —m,,) @0, k=2,3,...,
» 0 —0 v 0 L

ot Mny Aésigne la moyenne de la fonction %ny € les nombres o, sont
définis par les relations: '

tg emFp(—12) 2 Tk

(7.4)
e""«p(w)—— [ et dV( t+ m),

_/mdff‘

' Comnﬁe p(0)=1, la série (7.4) admet un rayon de convergence
positif. Posons y=I1gg(z). On a alors yo=¢ et il vient

) et =D () = D
(7.5) Z(i)y(i+)(0)¢ (0)= gp*T9(0). |
0 B
Or, comme ¢®(0)=1M,, il vient d’aprés (7.5)
(7.6) %‘(?)y(f—l—l)(o)q;(n—l) My i M .

La démonstration du th. 6 sera basée sur le

Lemme 91),
(7.7) | = 2 f wk dt
(7.8) =23 1 [ ok )

Soient . des fonctions indépendantes. Posons:

k=1,2,...

1
— — i
(7.9) s—-yZ'mu, S =mex ld/mv dt’.
Alors .
(7.10) . [ 8 At =F (0, ..., 0,) FOH (8,58,

Fk dtant définis par les formules:
o,=F\(0,), 0,+ o}=F(0;,0,),

k+1+2( )Gk—z-l—lF (o5 -..

ol 0|1 et Hk—>0 lorsque max of<M et max é;—0.
S 1<k ik
1) Cf, J. Marcinkiewicz [9], p. 355—356.

(7.11) '
o)=F k+1(‘71’ 1 0hg)
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Pour k=1, ce lemme est évident. Supposons-le vrai pour k=r;
nous allons en déduire qu’il est vrai aussi pour k=r+1. On a

1
87 at= f w8 dt= > j @, 8 d.
0 0 v v 0

Soit 8,=8—uz,. Alors

! - T 1 r 1 1
/Sr+1 dtz__z‘z (T) /ﬁu 8t dt:ZZ ('r) /m:—i+1 pr /S: die
0 i s = Yy i

r 1' r 1‘
SO Y
v 1 g . 1 ¥

ol
1
B, =P (0,—10,.s0—20),  19=[nsds.
0

I1 en résulte que

OF; oF;
Fi,v:‘Fi(au vy G)— AN 3 —E— Z-(D;‘;
ol
oF; OF; 5
Pt (04y o0y Og_yy 0,—O Af,),asH, vy O)) |O|< L.

Les arguments of,o;,... étant bornés par M, on en conclut
que |0F/9c|<K, F,,=F(0y,...,0)+(r+1)OK et d=maxj, ce

qui donne
1
f 8+ gt =
§

r 1
=0t (:) / oAt E (oy,..
v 1

O[T
= r+1 +2/ (1;) r—1+1F (017 Ui) 'I" @Hr—l-l
1

)+6(r+1)@k+@2'( ) o H=

On voit que

F o (0yny0r ) =04, ‘I‘E( ) SPTRE A PRNTA

7%
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D’aprés le th. 3 de la I partie de ce travail®), on peut trouver
des constantes K, K,,... telles qu’en désignant par A, les médianes
des fonctions w,, et en posant

. ;{mn,m si lmn,v"—‘ﬂn,w’g]fn
"0 si |wn,v"“zn,w]>1fu,
on ait
1 )
(7.12) [(3 o) a1~ [ v (@)=M, §=1,2,...
0 —&0
et, en particulier 12),
1
(7.13) 2 f Ay U<Hsy,  Anp=[ 0k .
0]
I1 en résulte que
(7.14) 2 [B |wly—dnsl> K| =O0(K ") §=1,2,...

Les inégalités (7.14) et (7.1) donnent max |4,,|—-0, d’ol. I'on
conclut en tenant compte de (7.14) que i
(7.15) . 2 ]J? (|wrs|> K)|=0(K°).

Posons:
E — { 5011,11 Si lw",v] \<.~-K"/2
ny O Si iwn'u > -Kn/‘-)‘ .

D’aprés le th. 3 de la I partie?), il vient

fl ’25,”1 fdt=
b v

et par conséquent:

1
[(Ze,,) at—> ., f (S8, —m) dt—>m,,
(rae) S v A
mf_fde(w)’ ms=fde(w+m),

12) J, Marcinkiewicz et A. Zygmund [10 87--89, ot [L1
p. 109—113. vE Lok . B
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ce qui donne

} &t ~>m, m, v=j'£nm dt,
0

1
(> (5,,,0~m,,,v)2)s"2dt=0(1).
] v
I1 en résulte!®) que
1

(7.17) 2“[ l&,, —
v 0

et, en particalier, que

m,,| @=0(1) s>2

1

[, —m,, [ at=0(1).

0
Or, comme max m,,—0, il vient d’aprés (7.1)

1
max f .,
v ’
En appliquant le lemme 9, on obtient
1 1
[ —m, )] #=F (o, 0f,...; o0 +0(1); o= [ (&, —m, )"
0 v 0

v

La derniére formule montre que le théoréme est vrai lorsque
les nombres o,,0,,... sont définis par les formules (7.11) et
m,=F (0y...,0,). D’autre part, en appliquant les formules (7.5)
et (7.6) 4 e™g(—iz), on démontre ’équivalence de (7.11) et (7.4), ce
qui achéve la démonstration:

—mn’vls dt —0.

Errata.

L’énoncé du th. 3 de la I partie de cet ouvrage (Fundam. Math. 30, p. 209)
contient une faute dans la définition des fonetions ¥, par la formule

s, si |, <K
5.3 * ) Tnw v n
(5.3) R N

Cette formule est & corriger comme il suib:

xk ,,={ Znw si Imn,v_;“n,vl“gKn
’ ’Zn,v ]ZG - n,vl>Kn'

car autrement les fonctions ) ,—4,, (p. 212) pourraient ne pas &ire bornées
par K,, ce qui rendrait 1mposs1ble Papplication du th.1 de la p.203. On peut
montrer méme par des exemples trés simples que le th.3, formulé comme il
I"était, n’est pas vrai.

Remarquons toutefois que la définition primitive des fonetions zy, peut
&tre maintenue, lorsque les médianes de toutes les fonctlons @, , Sont "Pornées
par une constante M. Dans ce cas, les fonctions «, (p 212) sont
bornées par Kn+ M et la démonstration reste vraie.

1) J. Ma.rcinkiéwicz et A. Zygmund {10] et [11], L cit.
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Der Aussagenkalkiil und die Topologie.
Von
Alfred Tarski (Warszawa).

In dieser Arbeit mochte ich auf gewisse formale Verkniipfungen
zwischen dem Aussagenkalkiil und der Topologie (sowie einigen
anderen mathematischen Theorien) hinweisen. Es handelt sich in
erster Linie um eine topologische Deutung zweier Systeme des Aus-
sagenkalkiils, ndmlich des iiblichen (zweiwertigen) und des intuitio-
nistischen (Brouwer-Heytingschen) Systems: jeder Aussage 2
des Aussagenkalkiils wird eine Aussage 9, der Topologie in der
Weise eineindeutig zugeordnet, da8 % dann und nur dann im zwei-
wertigen Kalkiil beweisbar ist, wenn U, in jedem topologischen
Raum gilt; eine analoge Ubersetzungsvorschrift wird auch fiir
den intuitionistischen Kalkiil gegeben. Es scheint mir, dafl die vor-
liegenden Betrachtungen nicht nir vom rein formalen Gesichtspunkst
aus ein gewisses Interesse bieten, sondern auch die inhaltliche Be-
ziehung zwischen den beiden Systemen des Aussagenkalkiils und
die ihnen zugrundeliegenden Intuitionen in interessanter Weise
beleuchten. o !

Um etwaige MiBverstindnisse zu vermeiden, mochte ich aus-
driicklich bemerken, daB ich mich nicht bemitht habe, die ver-
wendeten SchluBweisen den Forderungen der intuitionistischen Logik
anzupassen. 1) %) '

§1. Der zweiwertige und der intuitionistische Aus-
sagenkalkiil. Als Aussagenkalkiil wird bekanntlich der ele-
mentarste Teil der mathematischen Logik bezeichnet. In den Awus-
driicken des Aussagenkalkills kommt nur eine Art von Variablen
vor, nimlich die sog. Aussagenvariablen, die ganze Aussagen
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