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Sur Ch on a

Kt X1 =M Py g 4= P prt) TPy V) TP iy —P5=
=ma,+nb,+p, ,—p,=0.

g&?

Il existe par conséquent!) une fonction yeé* telle que

x0,+ Ot =X pr1-

Comme e = . o =M.
Tips = P Oy =1 9 S OO,

il vient fm.g"—_—_gx (sur &), done f"’.g" ~ 1.
En particulier 2)

(31) 8t 0y 0y-Cy+=0, on a f~18).

Posons, en effet, #yeCy-C;- 5. On parvient (dans le raisonne-
ment précédent) aux trois égalités: Pt 1(0) = Pp s 1(B)= Ay k=0,1,2;
en les ajoutant, on a ay+a;+ a,=0. Done, en posant g=1 et m=1,
?e systéme d’équations (f) (ot m=1 et b,=0) se laisse résoudre;
il at,; ];inf effet, pour racines: py=0, p,=a, et py=—a, En déﬁms3
san onction y comme auparav .ad. =
il vient f=e¢,, c?q. f. d. poraTAnt (6. A0 Turi=Parit P

’

Reymrque‘*). Les théorémes (30) et (31) impliquent que Cy, O, et O
ét@t trois sous-ensembles connexes de la surface sphérique §, et %y, @, €t w:
tI‘O‘ls points de &, tels qu’aucun O,+(C, ne coupe §, entre aucun couple 1de ce;
points, Co+0;+0C, ne coupe pas §, entre au moins un de ces couples. Il ne lo
coupe entre aucun de ces couples si 0, 0,-0,4 0.

1) Car, d’une fagon générale, étant donnés trois ensembles 0, (=0,1,2)
et trois fonctions fklk+1e:2/’0k+ck+l telles que f,_, ,10,=f, r1l Op 1l existe une
fonction /ey @HOtC: telle que 1|C, + 0, ' '

%) 8. Eilenberg, L c., p. 79.

3) C.ad. le groupe B,(C,,Cy,C,) se réduit i I’dlément neutre.

1) Cf. ibid. et E. Cech, Publ. Univ. Masaryk (1931), p. 20, ma note
Théoréme sur trois continus, Monatsh. f. Math. u. Ph. 36 (1929), p. 77.
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Sur les transformations continues des courbes.
Par

Stefan Mazurkiewicz (Warszawa).

1. Notations et terminologie. Jappelle courbe un continu de di-
mension 1.

Jeo désigne par B un espace arbitraire métrique et compact et par R, le
plan euclidien. 4 désignant un sous-ensemble fermé de E, resp. un sous-ensemble
fermé et borné de R,, je désigne par Rf Pespace des fonctions continues trans-
formant 4 en sous-ensembles de R, par 24 Pespace des sous-ensembles fermés
de A, par I'(4) Vespace des sous-ensembles fermés et connexes de A et par 1,(4)
I’espace des courbes situées dans 4. Je désigne respectivement par ¢ et J la
distance et le diamétre dans FE, R,, R.f et par ¢; la distance dans 2F (done aussi
dans I'(E) et I'y(E)).

A x B désignera le produit cartésien des ensembles A et B. Pour Ae2f
et 0<<A<<u, je désigne par U(4,4) Vensemble des points ueE tels que ¢ (u, 4)<<4;
par V(4,4,u) Pensemble des points uel tels que A<<o(u,d)<pu.

Je dis qu'un continu Oel'(E) traverse V (4,4, p) gi 'on a
OLU (A, p)—V (4, 4,1)]% 0+ OLE—TU(4, n)]

et que O traverse V(4,2,u) intérieurement si 'on a en outre:

OCV(4,4,p).
Pour #,2,¢R,, je désigne par I(z,2;) le segment rectiligne aux extrémités
2, et 2,
Je pose pour Ae2%
d,(A)=max 6(0) on Oel(4);
évidemment d,(A4) est la constante d’Urysohn de 4, correspondant & la dimen-
gion 11).

1y P. Urysohn, Fund. Math. 8, p. 352-353.
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2. Le but de cette note est de démontrer les deux théorémes
suivants:

Théoréme I?). C édiant une courbe, Pensemble des transforma-
tions feRS telles que f(C) est un continu péanien homéomorphe ¢ la
courbe universelle de M. Sierpiriski est résiduel dans RS

Théoréme IT. Si Vespace E contient une courbe 3), Pensemble
des couples (C,f)elN(E)X RY tels que f(C) est un continu péanien
homéomorphe & la courbe universelle de M. Sierpiniski est résiduel
dans T'i(E)x RS. ‘ :

8. Lemme 1. Soient: Ay, Ay,..,Aye2”, dim A;=1, j=1,2,... %
et p>0. Il ewiste alors k ensembles disjoints Pje2‘41, de dimension 0
et tels que les conditions O el'(A;) et 6(C)=p entrainent OP;==0.

Pour k=1, ce lemme est une conséquence immédiate du WSS
legungssatz'’ de M. Menger¢). Admettons quil est vrai pour tout
systeme de % ensembles fermés et supposons donné un, systéme
de k-+1 ensembles Ay, As,..., 4411 OU Py,..., Py satisfont aux condi-

k
tions du lemme par rapport au systéme Aty A Posons P=)'P;
i=1
alors dim P=0, done d,(P)=0, done dl{U(P, l))</5' pour un A>0
suffisamment petit 3). Comme dim 4p+1=1, il existe un ensemble V
ouvert dans E, tel que PCVCU(P,1) et dim V(A4 1—V)=0. Posons
Bit1=Ar1—V et @="VBrts. Le lemme étant vrai pour k=1, il
existe un ensemble Q,e2"k+ tel que dim @,=0 et que les condi-
tions Cel'(Bgyy), 8(C)>p entrainant (@,==0. Posons Pr1=01+Qs;
on aura:

(3.1) Ppige 2Ak+1, dim Pyyy==0, PPyiy=0.

Soit maintenant

(3.2) O el (Apy),

5(0) =B,

*) Ce théoréme généralise cerfains résultats obtenus par M. V. Jarnik
(Monatsh. Math. Phys. 41, p. 408-423) et par moi (Fund. Math. 25, p- 253-260).
~®) On ne sait pas si tout espace métrique compact contient une courbe;
¢’est certainement le cas pour les espaces de dimension finie. 81 I'(E)= 0, alors
I'(E) est un Gs dans I'(F), donc un espace qui n’est pas de premitre catégorie
sur lui méme.

4 Cf. K. Menger, Dimensionstheorie, p. 156.

®) P. Urysohn, 1. c., p. 354-355,
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On a d)(V)<d(C), done 0—V=0, done lune au moins des
deux relations: -

(3.8) CeI'(By1),
(3.4) OBpr1==0=0V.

Dans le cas (3.3), ona (@,=0, done CPy1=0. Dans le cas (3.4),
on a 0@,=+0, donc CPpy1==0. Par conséquent, les relations (3.2)
entrainent C'Pp112=0. On voit que les ensembles Pi,..., Py, Priy satis-
font & la thése du lemme, qui se trouve ainsi démontré par induction.

4. Lemme 2 ). Soient I,I,,...,I,CRy des segments de droite
tels que, pour j=1,2,...,m—1, I; L1, se réduit & un seul point, intérieur
& I; et L. I existe alors un nombre y>0 tel que, pour j=1,2,...,m,
les relations:

Ciel'(B),  f,geRs,  [C)=I;  olf,9)<»

entrainent
g(Cp)-9(Cp1) £0.

5. Lemme 3. Soit Ae2® et 0<i<p. Tout continu qui traverse
V(A4,2,p1) contient un sous-continu qui traverse V(A,A, u) intérieurement.

La démonstration résulte facilement d’un lemme bien connu
de Janiszewski?). ‘ . :

6. Lemme £, Soient AeQ"", 0<i<u, Cyel(E), n>0 et Pe2.
Supposons que tout constituant de Densemble Oom gut traverse
V(4,4 u) a un point commun avee P. Alors il exisie un nombre >0
tel que, pour Cel'(E) avec ¢(C,Cy)<p, tout constituant de CU(A,u)
qui traverse V(A,A, 1) a un point commun avee U(P,n).

J’omets la démonstration, qui ne présente aucune difficulté.

7. Pour n entier positif, désignons par %, Pensemble des couples
(C,f)e'(E)x Ry pour lesquels f(C) est la _somme dun nombre fini
de continus de diameétre <1/n.

§) Pour la démounstration voir V. Jarnik, L c., p. 418.

") 8. Janiszewski, Thése (1911), Journ. Ee. Polyt. (II) 16, p, 22.
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Lemme 5. Soient (Ogfo)eTW(B)X Bs et n>0. Il existe un freRY
et deux mombres positifs By, vy tels que o(fo,f1)<n et que les relations:

(C,9) e T(BYX RS, 000, 0)<pyy  elfu®)<w

entrainent
(C,9)¢€ Ay,

Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que
(7.1) n<1/3n.

Comme C,ely(E), on a 6(Cy)>0. La fonction fo étant continue,
nous pouvons déterminer un a,>0 tel que:

(7.2) 6y <<0(Cy),
(7.3) 6[f0(U(w,3ao)”<%n pour tout wek.

D’aprés le théoréme de Heine-Borel, il existe une suite finie
21,83, ...,0 € Co telle que

k
(7.4) ouc_zz U(@;,00).
f=

Désignons par A4; 'ensemble-somme de tous les constituants

de CoU(w;,2a,) qui traversent V() oy, 2a,). I1résulte de (7.2) et du
lemme précité de Janiszewski que OyU(#;,a,)C4;, done, d’apres

k
(7.4), Cy=24;. D'aprés 3, il existe un systéme d’ensembles dis-
=1

joints P;e2% ot j=1,2,...,k, tel que dimP;=0 et que les relations
Del(4)), 8(D)=a, entrainent DP;==0. Tout constituant de A4;
traverse V(a;,a,,2ay), son diametre dépasse donc a, de sorte qu’il
2 un point commun avec P;.

Soit a, un nombre positif tel que les ensembles fermés U(Pj,bay),
ol j=1,2,...,k, soient disjoints et que l'on ait

(1.5) a,(U(P;, Ba,)) <ay>Bas.
Posons pour j=1,2,...,k:
folw)=2,

1 1 i ' i
w=2—37n, b=#+35", Gg=2—5n G=y+51
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et déterminons fieRf par les conditions suivantes:

& pour o(u,P))<a,
bi—a
" To(w, P)—a]+a;  pour o< p(u,Py)<2a,
¢ —b
“—llo(u, P)—2a,]+0;  pour 2a<o(u, P)<3a,
1
(7.6) ="
e,
“a Lol P)—3al+e  pour 3a<olu, Py)<dw,
folu)—d;
I L, P )+ pour day<olu, P)<ba
k
folu) ' pour ueB— 2 U(P;,5a1).
j=1

On vérifie sans peine que cette détermination est univoque
et que la fonction f, est continue.

Si fo(u)==fi(u), on & ueU(P;,ba;) pour un indice j. Comme
P;CA;CU(x,20,), donc, en vertu de (7.5), U(P;,5a,)C Ulx;3a,),
on a ue Ugwj,?,ao), done, en vertu de (7.3), o(fo(u),2)<<}y. D’autre
part, la distance entre z; et chacun des points a; by, d;, folu) ne
dépa§sant pas in, et f(u) étant situé sur un segment de droite
réunissant deux de ces points, on a o(fy(u),2)<in, d’ou

(7.7) 0(for 1) <.

D.’aprés 4, nous pouvons déterminer un nombre y,>0 tel que
pour j=1,2,..,k les relations: C',C0"el'(E), f,geRf, olfy )<,
HO)=L{a;,b)) et f(C')=I(¢;,d;) entrainent g(C’)-g(C"")==0. Soit

(7.8) y1=min (y,, 17).

D’aprés (7.4), nous pouvons déterminer un nombre a,>0
tel que

&
(7.9) U(OO:az)ngi Uy, ag)-

D’apres 6, nous pouvons déterminer un nombre ;>0 tel que,
pour Cel'(E) avec oy(C,Cp)<<as, tout constituant de CU(x,2a,)
qui traverse V(mj,ay,2ay) admette un point commun avee U(Pj,a;) ol
§=1,2,...,k.
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Posons

(7.10) By =min (ay, ay, a3)

et soit:

(7.11) (C,g) e (B)x B3, 91(0,00)<51, o(fug)<n-

k
D’aprés (7.9) et (7.10), on a GCZ;U(mj,aO), done
=
&
(7.12) 0= CU(x;;ap)-
J=1

Désignons par A4;(C) Pensemble-somme de tous les constitu-
ants de C U (w20,
(7.10), on a fi<a,; d’autre part z;eC,, done CU(w;a)=+=0. D’apres
(7.2) et (7.10), on a de plus 8(C)=d(C,y)—2a:(C, 00)>1(10—O<U(7y,_4a0))
Aot O —U(mj,2a0)= 0. I1 en résulte d’aprés le lemme cité de Jani-
szewski que CU(zj,a,)C4;(0), done selon (7.12):

k
(7.13) C=D4;(C),

=

4;(0) %0,

k
(7.14) g() =j£ g{4;(0)).

On a daprés (7.1), (7.3), (7.7), (7.8) et (7.11):

(7.15) o(g(4,00) <9 [Tl 200)]] <

<g( Ty, 3a0)] <8[fo Ulw3a0))] + 20(fas 1) +20(f1 ) <
<in+29+dn=37<1/n.
Soit maintenant M un constituant de A;(C). M traverse
V (7, agy 2ay), done 6(M)>=a,. Il en résulte d’aprés (7.5) que
M—T(Pj, 5a;)3=0. D’autre part, on a MU(Pja)==0 en vertu de
(7.10), (7.11) et la définition de ay. M traverse donc V(Pjay,2¢) et
V(Pp3ay,4a,); d’aprés 5, M contient par conséquent: un continu ¢’
qui traverse intérieurement V(Pja,20,) et un continu €'’ qui tra-
verse intérieurement V(P 3q;,4a;). On a donc selon (7.6):

(0" )=I(ay b)), hC")=1(ey, d)).

Considérons deux constituants M, et M, de 4,(C). M, con-
tient un continu Cf et M. un continu 3 tels que f,(C')=I(ay;b))
et f1(0Y)=1(¢;d;). En vertu de (7.8), (7.11) et de la définition de y,,

) qui traversent V(mjay,2a,). D’apres (7.5) et

icm

Transformations continues des courbes 253

il en résulte que g(Ci)-g(0s')==0, d’ott g(My)-g(M,)==0. Donc g(4;(0))
est un continu et, d’aprés (7.15), la décomposition (7.14) est une
décomposition de g(C) en un nombre fini de continus de diamétre
<1/n. Par suite, les relations (7.11) entrainent (C,g) %, et le lemme 5
est démontré.

8. Posons:

UL =, [I'(B)x B3, u =[]0,

D’apres le lemme 5, AP contient un sous-ensemble dense eb
ouvert dans I3(E) X R, de sorte que AY est résiduel dans Iy (F)X Rs-
D’autre part, si ( 0,9)eA, alors g(C) posséde la propriété (8); c'est
done un continu péanien.

On obtient ainsi une partie du théoreme I11.

9. Soit maintenant (' une courbe. Désignons par ¥, P’ensemble
des transformations feRz telles que f(C) est la somme dun nombre
fini de continus de diamétre <1/n. En posant E=C dan« Je lemme B,
on obtient ’énoncé suivant: si ]‘OeRz et n>0, il ewiste un flng et
wn nombre y'>0 tels que o(f1,fo)<<n et que Vinégalité olfy,9)<<y’' en-
traine ge¥h. Done, Y, contient un ensemble ouvert et dense dans RY.

L’ensemble !If_n ¥, est Pensemble des fonctions feR) qui trans-

n=1
forment (' en continus péaniens et il est résiduel dans Rz.
On a ainsi une partie du théoreme I.

10. Désignons par B, Uensemble des couples (G,f)el’(E)fo
satisfaisant & la condition suivante: & tout Kel'(f(C)) on peut faire
correspondre un couple K, K,eI'(f(C)) de maniére que K K,=0 et
oK, Ep)<1l/n pour p=1,2.

Lemme 6. Soient (Cp,fo)el(B)XRs, 6(00)>0 et 7>0. Il ewiste
un foeRY et deuxw mombres fa,y,>0 tels que o(fofo)<n et que les
conditions:

(C,9)el(BYX By, 01 Co O)<Bay  0(f2r0)<v2

entrainent

(Gyg)e%n-
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L’espace I'(fy(C,)) étant métrique et compact, nous pouvong.
déterminer une suite finie Ii,Ls,...,Lxel'(fo(C,)) telle que Lon ait

pour tout Lel'(f(C,))
(10.1) min oy (L, L;)<<1/4n (=1,2,..., k).
On vérifie aisément la relation Lm T({(C))CI(fo(Cp)). On

(C,1)>(Co, fo)
peut donc déterminer deux nombres positifs f; et y; tels que les

- relations Mel'(f(C)), 0,(0,00)<Bs et o(fe,f)<<ys entrainent
(10.2) min g,(M, L;)<1/4n (1=1,2,...,k).

Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que
(10.3) ’ n<min (1/4n, y,/2).

A chaque j=1,2,...,k, faisons correspondre®) deux suites

I, I (s=1,2,.. -»$;) de segments rectilignes situés dans R, et
possédant les propnétés suivantes:

(1) IHIf se réduit & un seul point intérieur aux segments
I et I, ('r=1,‘?; §=1,2,...,8;—1);
(II) en posant N(’)_.Z I8, on a NP NP=o,
(I11) on a les inégalités:
(10.4) S(Li3) <},
(10.5) o1(Ly, Ny <gy (F=1,2,...,k, 8=1,2,...,8;; r=1,2).
Comme §(Cy)>0, ¢, est dense en soi. En vertu de (10.5)

on peut donc déterminer 2 23, points différents w(’)e(/’o tels que

(10.6) o(If3, folwfd)) <dr.
Les points w,s étant dlfférents, nous pouvons déterminer un

nombre f£,>0 tel que les 2 2, $; ensembles U('wj,s,3ﬁ4) soient disjoints
et que lon ait

(10.7) 81 (T, 360))] <

%) Cf. Fund. Math. 25, p. 254-257.

(10.8)  fylu)=
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Démgnons par ¥ et 2{) les extrémités de 1) et déterminons

fzeRz par les conditions suwantes (o j=1,2,....,k; s=1,2,...,8; et
r=1,2):

y‘r) pour o(w, w,(g) <Puy
(l')_y(") ) <28
L2 o, w®) — o]+ ’!/%3 pour fB,<g(u,w) 49

fo(“
54

fo(u) pour ’MFE——-Z Z ZIU’MJ(’) 38,)-

j=1 s=1 r=1

o) )21+ pomr 2B, <o (um)<3fi,

On vérifie immédiatement que la détermination de f, est uni-
voque et que cette fonction est continue. :

Si f,(w)=f,(u), on a weU(w),3p,) pour un systéme d’indices
j,s,r, done, d'aprés (10.7), olf,(w})), fo(u)) < 4n. D'autre part, la
distance entre f,(w{)) et chacun des points g, &7, fo(w) étant
<%n Qaprés (10.4) et (10.6), et fy(u) étant situé sur un segment de
droite réunissant deux de ces points, on a g(}‘o 'w(’)) fZ(u))<%77
11 en résulte que o(fo(u), falu))<n, d’ol

(10.9) o(for f2) <n-

D’aprés 4, nous pouvons déterminer un non(l‘)bre j(/;-;)>0 tel que
les conditions 0’(')GF (B), 1,9 € RY, o(f,9)<v, et f(Cjs)=Ij; entrainent
g0 (0"3+1)=1=0 pour j=1,2,...k, s=1,2,... s,——l ot 7=1,2. Bn
il ’ ) @ _ ¥, N@)) ot
vertu des relations N;'-N; =0, le nombre ys=min g(
j=1,2,..., %, est positif. Posons:

(10.10) B = min (B3, Ba),
(10.11) o = 1in (§¥sy yay 375 1/47)
et soit:

(10.12)  (C,9) e (BYX Ry, 0d0,00)<Ba  olf2r§)<a-

Considérons un ensemble  Mel'(g(C)). D'aprés (10.3), (10.9),
(10.10), (10.11) et (10.12), on a ,(C,Cp)<B; et g(f9,9)<73; gelon les
définitions de f, et y,; il existe donc un indice j, tel que

(10.13) 0d(M,L;)<1/4n.
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Draprés (10.10) et (10.12), on a CT(w),f,) == 0 pour j=1,2,...,k,
=1,2,..,8; 6 r=1,2. Comme il y a au moins deux pomts wy)
(a, savoir w(l) et w), il en résulte que C—U(w(),36,)==0. Par con-
séquent, G’ trzwerse V(wi),B,,26,), done, d’apres 5, contient un
continu G(r) qui traverse V(w( ,B,,28,) intérieurement. D’apres (10.8)
on a fz((’J(.,’_Z) IJ(’: Posons:
S«
(10.14) E.=34(Cf).
On a d’aprés (10.11), (10.12) et la définition de y,

(10.15) - g(O) g(Of 1) == 0

K, et K, sont done des continus contenus dans. g(C). D’aprés
(10.11), (10.12), (10.14) et la definition de ys, on a

ol B, Ky =N, M) —20(f,,9)

(s=1,2,...,8;—1, r==1,2).

(10.16) > 4y >0,

d'ott K K,=0.
Enfin, on a d’aprés (10.3), (10.5), (10.11) (10.12) et (10.13)

pour r=1,0:

(1017)  o(K,, M) < (K, Ny)+ (N, L) + ey(Ty, M) <
< olfy 9)+1/4n + 1/dn <1/n.

Done (C,g)eB, et le lemme 6 est démontré.
11. Posons B = B.[I1(E) x RY1 et BY =H‘Bff). D’apres

le lemme 6, B est résiduel dans I'i(E)X Rs. Dono, d’aprés 8,
Vensemble G=U" B est résiduel dans I'y(B)X Rs.

Je dis que si (C,q)e®, alors g(C) est un continu péanien qui
n'est décomposé localement par aucun de ses points.

En effet, supposons que le point z, décompose localement g(0O)
pour un (C,g)e®. Il existe alors un ensemble GCg(0) connexe,
ouvert dans ¢(C) et tel que:

(11.1)  G=zy+G+G,, G140 Gy, GG, +G,Gy=0.

G, et @, sont ouverts dans g(0) et zyeGy- @, Le continu ¢(0)
étant péanien, donc localement connexe, on peut déterminer un
ensemble H contenant zj,.ouvert dans ¢(C) et tel que, pour tout
couple de points #',2"'¢H, il existe un continu K C@ contenant 2’ et 2’
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On a HG,+0=HG, Soient: zeHG,, 2,¢HG, et K,CG un
continu contenant z; et z, Soit n le plus petit des trois nombres
Positifs (2, g(0)—@y), 0(229(C)—Gs) et o(Kg,g(0)—E). Consgidérons
un entier m>1/7. Comme (C,g)eBn, il existe deux ensembles
K, K,el'(g(0)) tels que K, K,=0 et o,(K,, K;)<1/m pour r=1,2.
Comme 2,2,eK,, on a o(z, K,)<n>e(2,K;), d’out K,G,+0 pour
r,q=1,2. D’autre part, K;,K,CG et comme K;K,=0, 'un de ces
ensemblas — soit K, — ne contient pas 2, Il en résulte que:

K1=K1G=K161“|' K1G27 K1le =+ 0, K1G2 += 0,
(K1G1) (Kle) + (K1 G1) (Kla"z) = 01

ce qui est impossible, K, étant connexe.

(11.2)

12. Soit {r,} la suite de tous les points de R, & coordonnées
rationnelles. Désignons par §, Pensemble des couples (O,f)el'(E )X.Rg,
tels que romnomef(C).

Lemme 7. Soient (Cy,fo)el(E)XRy et 1>0; il ewiste alors un
foeRs et deuw mombres positifs fe,ve tels que o(fsfo)<n et que les
conditions:

01(Co; 0)<Pe, o(fs9)<vs

' (C,9)€Dn.

W étant un cercle ouvert dans R, de centre r, et de rayon
u<Ly, soit T la circonférence-frontiére de W. Posons D= Cofy" ().
¢, étant une courbe, on a dimD=1. La transformation f, de D
est donc inessentielle. Il existe par conﬁéquent une fonetion he W
telle que A(D)CT et que h(u)=fy(u) pour usto (T). Déterminons
maintenant la fonction ]‘geRZE de la manieére suivante:

entrainent

(12.1) fa(w)="h(u) pour wel,

(12.2) fa(w)= fo( ) pour weE—f5 (W),
(12.3) falw) € pour uefo (W)—
{12.4) fa(u)  est continue dans F.

Une telle fonction existe, car W est un rétracte absolu?). On
voit que lon a fy(u)==f,(u) seulement pour uefy 1( W), mais on
a dans ce cas fo(u)eW et fy(u)eW, donc o(fe(u),fs(u))<2u<n, d’ol

(f0773)<’7

%) Voir K. Borsuk, Fund. Math. 17, p. 160.
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D’autre part, f3(Co)W==0, donc r,nonefs(Cy). Llexistence
des nombres f, ys possédant les propriétés réquises s’en. obtient
par un raisonnement fort simple que jomets.

13. Posons §5=$.[I1(B)x By] et $ =[] $. Dapres 12,

n=1
$" est résiduel dans I'(E)x Rf. D'autre part, si (0,£)c$H®, Iensemble
f(C) ne contient aucun point du plan B, & coordonnées rationnelles,
d’ott dimf(0)<1.

14. Soit G*=6$”; c'est un ensemble résiduel dans I'(E)x E,.
D’avtre part, si (C,f)eG*, ensemble f(0) est une courbe péanienne
blane, qui n’est décomposée localement par aucun de ses points.
C’est donc un continu homéomorphe & la courbe universelle de
M. Sierpineki.

Le théoréme II est ainsi démontré; un raisonnement analogue
& celui de 9 permet d’obtenir le théoréme I.

15. Le théoréme II peut s’exprimer de la maniére suivante:

E étant un espace métrique, compact et contenant une courbe,
toutes les fonctions feRf, & Pexception d’un ensemble de premiere
catégorie dans Rf, transforment toutes les courbes de E, i lex-
ception d’un ensemble de premidre catégorie dans I (F), en
des continus péaniens homéomorphes & la coarbe universelle de
M. Sierpinski.

Warszawa, 16. IX. 1938.

icm

Sur lexistence d'une base dénombrable
d’ensembles linéaires dénombrables.

Par

W. Sierpifiski (Warszawa).

M. S. Mazur a démontré récemment (sans faire appel & I'hy-
pothése du continu) que s'il existe un ensemble linéaire de puissance
du continw jouissant de la propridté 1 1), il existe aussi une base dé-
nombrable pour les ensembles linédaires dénombrables, c.d d. une famille
dénombrable @ d’ensembles linéaires telle que tout engemble li-
néaire dénombrable est de la forme limH, ot E,e® pour n=1,2,...2)

n=co

Cette proposition de M. Mazur résulte d’ailleurs immédiate-
ment de mon lemme IT des Fund. Math. 80 (1938), p. 5. En effet,
d’aprés ce lemme, si  est un ensemble (infini) linéaire quelconque,
il existe une famille dénombrable @ de sous-ensembles de F telle
que tout sous-ensemble H de F qui est 4 la fois un F, et un Gy re-
lativement & F est de la forme H=1im E, ol E,ed pour n=1,2,...

n==oQ

Or, si un ensemble linéaire B de puissance du continu jouit
de la propriété 4, alors (par définition de cette propriété) tous
sous-ensemble dénombrable de F est non seulement un F,, mais
aussi un G5 relativement 4 F. Il résulte done de mon lemme exi-
stence d’une base dénombrable pour les sous-ensembles dénombra-
bles de B, et il est évident que s'il existe une base dénombrable
pour les sous-ensembles dénombrables dun certain ensemble de
puissance 2%, il en existe aussi pour les sous-ensembles dénom-
brables de chague ensemble de puissance 2%, en particulier pour les
ensembles dénombrables linéaires.

Le but de cette Note est de démontrer (également sans faire
appel & D’hypothése du continu) la réciproque de la proposition
de M. Mazur. '

1) ¢. & d. tel que chacun de ses sous-ensembles dénombrables est un G
relativement & lui.
%) 8. Mazur, C. R. Soc. Se. Lett. Varsovie 31 (séance du 18 octobre 1938).
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