Sur les fonctions continues.
Par
Bedrfich Pospisil (Brno).

Dans ce qui suit, jenvisage un espace topologique P supposé
métrique?!) en méme temps qu'un certain sous-ensemble @ dense
dans cet espace. L’espace P satisfera aux axiomes 4, B, ¢ et D
de M. Hausdorff?),

Soit @ T'ensemble de toutes les fonctions réelles continues
définies sur P et dont les valeurs sont p.ex. non négatives et ne
dépassent pas 1. On peut introdunire dans @ de différentes mnotions
de convergence. J’en considére ici les cing qui suivent. Soient tou-
jours f,e®, fed, n=1,2,...

La formule f —f(I) veut dire par définition que les fonctions
f. convergent vers { uniformément sur P.

La formule f,—~f(II) désigne que, pour chaque point q¢@,
il existe un entourage U de ¢ dans P, tel que pour chaque &>0
If (&)—F(z)|<e pour tout welU et presque tous les » naturels.

Lorsqu’on admet, dans la définition que je viens de donner,
qu'il n’existe peut-étre aucun U indépendant de & mais qu’il en
existe toujours un pour tout ¢ donné d’avance, on obtient une con-
vergence [ —/(IV), qui peut &tre énoncée — on le prouve sans
peine — dans le cas d’un P métrique, comme il suit: les /, conver-
gent vers f uniformément sur tout sous-ensemble compact de @, ce
que je désigne par f —f(III). '

Bnfin, j'exprime par f—7(V) que la suite numérique 1.0
converge vers f(¢g) pour chaque point ¢ de @. Kvidemment, il n'y
a en vertu de la densité de @ qu'une seule limite au plus.

') sauf quelques cas ol les démonstrations concernant les P métrigues
sont valables par elles-mémes pour des espaces plus généraux.
%) F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 213.
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Soit MC®. Alors, je désigne par u,M (ou T=I,II,I11,IV et V)
I'ensemble des fonctions fe® telles que lon a f —f(T) pour une
suite convenable de fonetions f e M. La relation u,Cu,; par exemple
veut dire qu’on a toujours w,MCu, M (et ainsi de suite). La signi-
fication des symboles tels que wu,+u,, u,u, ete. s'explique par
elle-méme.

Il est bien évident que:

U, CupCuyCougy  w,Cup Cue

v 111

De plus, on a u,,Cu,, en supposant que P satisfasse au
premier axiome de dénombrabilité de M. Hausdorff. En effet,
lorsque f, non —f(IV), il existe un ¢>0 et un point ge@ tels qu’on
peut faire correspondre 4 tout » un k>n et un entourage 0, de ¢ avec
[fe,(p,)—f(p)|>c pour un p €0, convenable, de fagon que les 0,
parcourent un systéme complet d’entourages du point g dans DPes-
pace P, c.ad. que tout entourage de g contienne un Op; soit de
plus 0, CO,. Tl existe, par suite de la continuité de f , un entourage
£, du point p, tel que zeQ, entraine |f,(x)—f(x)|>¢/3. Il résulte
de la densité de @ Dexistence dun ¢, 60,92 Q. Alors, il est
bien évident que 3 (g,)-+(g) est un sous-ensemble compact de ¢
et dans lequel la clénvergence des f, n’est pas uniforme, c.q.f.d.

Pour prouver 1’égalité

U=y

pour un P métrique, on n’a done & établir que linclusion wu,,Cu,,
4 Paide du théoreme de MM. Borel et Lebesgue.

Je vais étudier ici les convergences en question pour un P
métrique. Je me propose de prouver que, dans de cercains cas,
on a g,y == u,. En particulier, on a les deux propositions suivantes:

1. Soit P un espace mdéiriqgue complet ¢t dense en soi; alors,
pour un @ convenablement choisi, on a Uy Eu, ot T=II,I11,1V,V.

II. Soit P un espace métrique; alors on & Uty %, OU
T=II,II1 IV, en supposant que @ n’'est pas localement compact.

Les deux propositions résultent immédiatement des théorémes
plus généraux qui suivent. Je signale encore que M. Neubauer
est en train de préparer une étude sur des questions analogues
pour la convergence V3),

8) 4 paraitre dans ce volume, p. 269-278.
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Commencons par le théoréme suivant:

(1) Soit P un espace mdirique complet et dense en soi; alors, powr
un @ convenablement choist, on &

Uy Uy MOT Ctye

En effet, suivant M. @ech4), P est un @; dans un espace
bicompact. La proposition 4 démontrer est donc un cas particulier
du théoréme plus général qui va suivre, ol j'appelle, d’accord
avec M. @ech, parfaitement mormal tout espace normal dont tous
les sous-ensembles fermés sont des Gs. On sait que tout espace de
ce genre est méme complétement normal.

(2) Soit P un espace parfaitement normal, dense en o0t et qui est
un G5 dans un espace compact régulier; alors, pour un @ convenable-
ment choist, on a

Uyt MON C Uy

En effet, soit O Dl’espace compact régulier en question. Il
existe des sous-ensembles ouverts O, de C tels que:

Désignons par vM la fermeture de MCC dans l’espace C. Par
suite de la régularité de C, il existe un @, ouvert dans C avee
v, CO,;, de méme qu’un G, ouvert dans C avec vG,CO,—v@; et
ainsi de suite. On construit ainsi une suite des @, (n=1,2,...) ouverts
& fermetures v@,CO; disjointes deux & deux. On peut, de plus,
arranger la construction de facon & avoir G, PP pour tous les =.
Si Pon remplace O, par un G,0,, on construit de la méme ma-
niére les ensembles Gnn, (n2=1,2,...) et ainsi de suite. On fait
ainsi correspondre, & chaque suite finie ny,ns,...,n; d’entiers posi-
tifs, un sous-ensemble ouvert Gnu m,..n, de C de fagon qu’on ait:

(ii) : 'anl...nkr . UGnl...nks=0 (r=s),
(iii) Gn.nyr CGn,.omyyy
(iV) ’DGnln2... nkC 0102 et 0/;.

Soit ma, ny, ... une suite infinie ‘quelconque d’entiers positifs;
nous posons alors

(v) [71y ngy . J=0G s VG, VG g .

4 E. Cech, On bicompact spaces, Annals of Math. 38, (1937), p. 838.
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En vertu de la compacité de C, c’est un ensemble non vide
et qui est contenu dans P d’aprés (i) et (iv). Soit N DPensemble-
somme de tous les [ng, 7, ...]. Posons de plus

(vi) - Q=N+ (P—oN).

Il est évident que @ est un sous-ensemble dense de ’espace P.

A chaque 0<a<1 irrationnel, on peut faire correspondre un
[ay, @y ...] de fagon que o, soit le I-iéme terme du développement
de a et fraction continue. (Pest une correspondance biunivoque
selon (ii) et (v). Remarquons que la correspondance entre [ai, az,...]
et o é&tablit une transformation de ’ensemble N considéré comme
espace en lespace des a irrationnels, qui est continue. Car les en-
sembles qui correspondent aux N@u, NG, ... parcourent un systeme
complet d’entourages de a dans le contre-domaine de la corres-
pondance en question. Il suffit donc de rappeler que les G, Geey.o
gsont ouverts.

Soit Fy (pour % et I naturels) la somme de tous les ensembles
[a, 02, ...]7 avec a=k. On a

(Vll) F]ﬂ-—l lCsz.

De plus, les Fy sont fermés dans Iespace N. Cela résulte de
la continuité de la transformation, ear ’ensemble des a avec o>k
est fermé dans Pespace des nombres irrationnels.

En vertu de la normalité parfaite de ’espace P, il existe des
Hum (m naturel) ouverts dans C et tels que:

(viii) P -vFy =] PH iy
(IX) ) P. 'kal m+1C-Hh11117
(x) P -vHpig imCHpim.

En effet, il existe des Hun qui satisfont aux relations (viii)
et (ix). De plus, pour tout I fixe, on peut construire ces ensembles
par induction compléte suivant 'indice % de fagon & satisfaire & (x);
la possibilité en est donnée par la relation (vii). Posons en outre

(xi) Hy=Hpp.

De méme, on peut écrire, pour de certains H, (k naturel)
ouverts dans C:

(xii) P.-oN=[|PH,,
R k
(Xiii) P. ‘DHk_H C Hk.
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Je vais faire correspondre maintenant, & chaque couple ordonné
d’entiers positifs % et I, une fonction gu & valeurs non négatives
et non supérieures & 1, définie sur l'espace P. Je la définis tout
d’abord sur Pensemble P-vN de fagon qu’elle prenne la valeur 1
dans tous les points de P -oN - vF), etla valeur 0 en dehors de Hy,.
Lrexistence des telles fonetions continues est donnée par un théoréme
bien connu d’'Urysohn. En outre, il résulte de ce théoréme que
notre fonction admet une extension continue — désignons-la par
g — sur Pegpace P tout entier qui est nulle dans tous les points
de P—H,. Soit de plus f, (I naturel) la fonection constante définie
sur P et dont 1" est la valeur unique. La fonetion 1, sera définie
pour chaque zeP comme la plus grande des deux valeurs g,(x) et
f,(x). Evidemment, la démonstration de (2) sera achevée, lorsque
jlaurai prouvé les trois propositions suivantes:

(a) o= F,UI)

(b) f; = 0(I)

(e) Etant domnée une suite quelconque de fonctions ey (1=1,2,...),
il existe dans @ wun point g tel que la suite numérique (@)
ne tend pas vers 0 lorsque § tend vers co.

Pour établir (a), soit d’abord geP—aN. Il résulte des rela-
tions (xii) et (xiii) I’existence d’un r naturel assez grand tel que
gnon ¢ Hy lorsque k>>7. Alors, les gu sont nulles dans lensemble
ouvert P—vH,, qui contient ¢. Il suffit évidemment. en vertu de
(vi), d’établir la proposition analogue dans le cas olt qeN. Nous
avons vu plus haut que les Fj sont fermés dans Iespace N. De
plus, selon la définition des Fy, on a toujours, ! étant un nombre
fixe, gmon e Fy pour k>7r ol 7 est un nombre naturel convenable.
On en conclut que les ensembles (g), ol ge N, et Fy sont séparés,
d’olt g nom evF,. D'aprés (viii) et (ix), on a done ¢ non e vHum
pour un m convenable. Car P-vF.q=][P-vH .

(k — oo),

(I = o0),

Soit s>r+m. Alors, P'inégalité k>>s entraine que g,, est nulle
dans Pensemble P —vHy, ouvert dans P et qui contient q. Vu (xi),
(ix) et (x), la proposition (a) est ainsi établie.

Soit & présent Ty (7=1,2,...) une suite quelcongue des fone-
tions f,,. Il suffit d’établir (c) dans ’hypothése que la correspon-
dance entre les j et I; est biunivoque. Soit « un des nombres irra-
tionnels (0<a<1) tels que ay=k;. Soit ge[as, ay,...]. On a Try(@)=1
par définition et la proposition (¢) est démontrée.
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La proposition (b) étant évidente, le théoréme (2) se trouve
ainsi établi.

On ne peut pas généraliser ce théordme & tous les P métriques
(il serait en défaut p. ex. pour les P métriques dénombrables).
Car @ mne saurait étre dénombrable en vertu de la proposition
suivante:

(*)  Lorsque Vensemble Q est dénombrable, on a Uy Uy = ..

En effet, la convergence de type V peut é&tre définie, dans
le cas considéré, par la métrique:

o(f, 9)“—;;2“"12‘ (¢,)— 9(g,),

ot fe®D, ged et les ¢, parcourent I’ensemble @ tout entier.

De méme, des exemples triviaux montrent que Ihypothése
que P est dense en soi ne saurait étre supprimée. Remarquons
encore que, dans le cas ot P est ’espace des nombres irrationnels,
on peut poser dans le théoréme (2) Q=P.

Les propositions analogues & (x) sont en défaut pour les autres
espéces de convergence. Cela résulte du théoréme qui suit.

(3)  Soit P un espace normal et qui vérifie le premier daxiome de
dénombrabilité; alors, on a wu,u, non Cayyy € wpuy mon Cuy,
en supposant que @ w'est pas loealement compact.

Désignons par wM lafermeture de I’ensemble M dans Pespace P.
D’aprés ce qui a été dit sur les convergences III ef IV, on n’a
qu’y prouver, dans nos hypothéses, que « 1 %m0 C uyp. Distingons
deux cas:

19 Admettons d’abord ’existence dun point geQ-w(P—@). On
peut faire correspondre & tout I naturel un point p;¢P—@ de facon
que la suite des p, converge vers ¢ dans ’espace P. A chaque p,
faisons correspondre un systéme complet dénombrable d’entourages
Ouw, décroissant lorsque k augmente. Il existe, d’aprés Urysoh n,
une fonction f,e®@ avec fu(p)=1 et qui est égale & I en dehors
de Ou. 11 est évident que f,—1 '(II) (k—oco) et que I~'—0(I).

‘antre part, lorsqu’on choisit la suite fla,-lj & volonté, les bornes
supéricures de presque toutes les flq,-l ; dans un entourage queleconque
de ¢ sont égales & 1 (dans I'hypothése évidemment légitime que
Li<la<<...), ot lon tire la proposition cherchée Ty mom — O(IV).
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20 A défaut d’un pareil ¢, l'ensemble @ est ouvert dans P.
De plus, il existe par hypothése un point ¢e@ ne possédant pas
dans P d’entourages & fermetures compactes. On peut admettre,
par suite de la régularité de P, que les fermetures dans P de tous
les entourages des points de @ que 1’on a & considérer sont contenues
dans Q. Envisageons un systéme complet dénombrable d’entou-
rages O; (I naturel) du point ¢ dans P avec w01 CO;. La fer-
meture w0; n'étant pas compacte par hypothése, il existe un suite
dénombrable infinie divergente de points p,e0,. Suivant MM. Ale-
xandroff et Urysohn 5), on peut faire correspondre, & tout point
P UD entourage Op (& fermeture contenue dans 0,) satisfaisant
aux conditions suivantes:

(xiv) w0,y - WOy == (r=ks),
(xv) w2 0p=2w0n (n=1,2,...).
k>n k>n

D’aprés Urysohn, il existe une fonction g,e¢® telle que

9.0 =1—F+1)"" et g, (@)=1"" lorsque @ mnon eOu. Soit
sz'*"m?f 9. On tire sans peine de (xiv) et (xv) que f,,¢®. De

plus, on voit aisément que f,—>1 '(II) (k—oo0) et I '— 0(I).
Reste & prouver que fkjl non—0(IV) dans les notations analogues
4 celles du cas 1°. Mais c¢’est la méme chose qu’auparavant.

L’hypothese faite sur @ est essentielle, comme le montrent
des exemples triviaux, ol u,=u,, done ol u,u,=u,Cu,,. Il suffit
de prendre comme @ un ensemble métrique compact. Lorsque @
est localement compact et séparable dans un P métrique, on peut
métriser la convergence ITI comme suit:

oy 9) —2 27" borne sup |f (x)—g ()|

xeGy

ol les fermetures w@, sont compactes et les @, recouvrent Q. Clest
M. Cech qui s'en est apergu. Alors, on a méme u,,u,, = %,, dans
ce cas-la.

Séminaire topologique & Brno.

%) P. Alexandroff et P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topologiques
compacts, Verhandl. Akad. Amsterdam 14 (1929), No. 1, p. 56.
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Sur Pespace des fonctions continues.
p
Par
Milo$S Neubauer (Brno).

1. Résultats. X étant respectivement un ensemble de fonc-
tions 1) ou un ensemble de fonctions continues dans un espace mé-
trique, je désigne par X et X respectivement lensemble de toutes
les fonctions et celui des fonctions continues dans cet espace qui
sont limites d’une suite de fonections de X. Je définis pour &<Q
les symboles X et Xg, en posant respectivement

X=X, X=X
et pour &>0:

=8 ot 8=)"X, X'=8 ot resp. §=2X"
n<é

n<§
A Paide de l'opération °X, le théoréme classique d’existence
sur les fonctions mesurables B se laisse exprimer comme suit:

1.1. Il existe un ensemble X de fonctions dume variable réelle
tel que "X &="X pour n<é<Q (i savoir ensemble de toutes les fone-
tions continues d’une variable réelle).

Dans la suite, je démontre les trois théorémes suivants qui
montrent que la situation est tout & fait différente si l'on passe
de Vopération £X & Dopération X*.

1.2. Si Pespace métrique P n'est pas séparable, alors, en admettant
Phypothése du contmfu,, il ewiste un ensemble X de fonctions continues
dams P, tel que X>=X7 pour n<E<Q.

1.3. Si Vespace métrigue P est compact, alors, pour chague
ensemble X de fonctions continues dans P, il existe un &<Q tel
que XT'=X5

1.4. Si Despace méirique P contient topologiquement I'emsemble
parfait non-dense de Cantor, alors, pour tout 4—'<.Q 4l emiste un ensem~
ble X de fonctions continues dams P, tel que X =X" pour n<é.

1) J'entends par fonction fonction réelle et finie.
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