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20 A défaut d’un pareil ¢, l'ensemble @ est ouvert dans P.
De plus, il existe par hypothése un point ¢e@ ne possédant pas
dans P d’entourages & fermetures compactes. On peut admettre,
par suite de la régularité de P, que les fermetures dans P de tous
les entourages des points de @ que 1’on a & considérer sont contenues
dans Q. Envisageons un systéme complet dénombrable d’entou-
rages O; (I naturel) du point ¢ dans P avec w01 CO;. La fer-
meture w0; n'étant pas compacte par hypothése, il existe un suite
dénombrable infinie divergente de points p,e0,. Suivant MM. Ale-
xandroff et Urysohn 5), on peut faire correspondre, & tout point
P UD entourage Op (& fermeture contenue dans 0,) satisfaisant
aux conditions suivantes:

(xiv) w0,y - WOy == (r=ks),
(xv) w2 0p=2w0n (n=1,2,...).
k>n k>n

D’aprés Urysohn, il existe une fonction g,e¢® telle que

9.0 =1—F+1)"" et g, (@)=1"" lorsque @ mnon eOu. Soit
sz'*"m?f 9. On tire sans peine de (xiv) et (xv) que f,,¢®. De

plus, on voit aisément que f,—>1 '(II) (k—oo0) et I '— 0(I).
Reste & prouver que fkjl non—0(IV) dans les notations analogues
4 celles du cas 1°. Mais c¢’est la méme chose qu’auparavant.

L’hypothese faite sur @ est essentielle, comme le montrent
des exemples triviaux, ol u,=u,, done ol u,u,=u,Cu,,. Il suffit
de prendre comme @ un ensemble métrique compact. Lorsque @
est localement compact et séparable dans un P métrique, on peut
métriser la convergence ITI comme suit:

oy 9) —2 27" borne sup |f (x)—g ()|

xeGy

ol les fermetures w@, sont compactes et les @, recouvrent Q. Clest
M. Cech qui s'en est apergu. Alors, on a méme u,,u,, = %,, dans
ce cas-la.

Séminaire topologique & Brno.

%) P. Alexandroff et P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topologiques
compacts, Verhandl. Akad. Amsterdam 14 (1929), No. 1, p. 56.
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Sur Pespace des fonctions continues.
p
Par
Milo$S Neubauer (Brno).

1. Résultats. X étant respectivement un ensemble de fonc-
tions 1) ou un ensemble de fonctions continues dans un espace mé-
trique, je désigne par X et X respectivement lensemble de toutes
les fonctions et celui des fonctions continues dans cet espace qui
sont limites d’une suite de fonections de X. Je définis pour &<Q
les symboles X et Xg, en posant respectivement

X=X, X=X
et pour &>0:

=8 ot 8=)"X, X'=8 ot resp. §=2X"
n<é

n<§
A Paide de l'opération °X, le théoréme classique d’existence
sur les fonctions mesurables B se laisse exprimer comme suit:

1.1. Il existe un ensemble X de fonctions dume variable réelle
tel que "X &="X pour n<é<Q (i savoir ensemble de toutes les fone-
tions continues d’une variable réelle).

Dans la suite, je démontre les trois théorémes suivants qui
montrent que la situation est tout & fait différente si l'on passe
de Vopération £X & Dopération X*.

1.2. Si Pespace métrique P n'est pas séparable, alors, en admettant
Phypothése du contmfu,, il ewiste un ensemble X de fonctions continues
dams P, tel que X>=X7 pour n<E<Q.

1.3. Si Vespace métrigue P est compact, alors, pour chague
ensemble X de fonctions continues dans P, il existe un &<Q tel
que XT'=X5

1.4. Si Despace méirique P contient topologiquement I'emsemble
parfait non-dense de Cantor, alors, pour tout 4—'<.Q 4l emiste un ensem~
ble X de fonctions continues dams P, tel que X =X" pour n<é.

1) J'entends par fonction fonction réelle et finie.
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2. Termes et notations. Les lettres m,n,p,q,7,s désignent
des entiers positifs. Les lettres a,pf,y,§ 1, désignent des nombres
ordinaux inférieurs & £2. J’entends par espace lespace métrique.
La lettre 2z désigne la fonction identiquement nulle dans l’espace
considéré. @ désigne I'ensemble parfait non-dense de Cantor. Pour
a<b réels, (a,b) désigne l'intervalle ouvert et [a,b] l'intervalle fermé
aux extrémités a,b. Les symboles {0} et {1} désignent respective-
ment Pensemble composé du seul nombre 0 et celui composé du
seul nombre 1.

P étant un espace, F(P) et C(P) désignent respectivement
Pensemble de toutes les fonctions et celui des fonctions continues
dans P. Etant donnée une transformation biunivoque b de I’es-
pace P en un espace ¢, telle que b(P)=@, je désigne pour XCF(P)
par b(X) l'ensemble de toutes les fonctions composées F(b(z))
ol feX, définies pour ze@. Si 0=QCP, je désigne pour XCH(P)
par X/Q l'ensemble de toutes les fonctions partielles f/@ ol feX.
8i 0==QCP et @ est fermé dans P, je désigne pour XCC(@)
par Pr(X) I’ensemble de tous les prolongements continus sur P deg
fonctions de X 2).

3. Lemmes.

3.1. Etant donnée une transformation biunivogue b de Vespace P
en un espace Q, telle que b(P)=Q, on a pour XCF(P) et <&

b(*X —"X)="*p(X) —"b(X).

Démonstration. YCZCF(P) entraine b(Z—Y)=0b(Z)—b(Y)
et induction transfinie donne b(*X)="h(X).

3.2. Etant donnée wune transformation homeéormophe h de Des-
pace P en un espace Q, telle que M P)=@Q, on a pour XCO(P) et n<&

WX —X") = (h(X)) = (H(X))".
Démonstration analogue.

3.3. 81 0=QCP et Q est fermé dans Pespace P, on a pour
XCO@Q), et n<t

Pr(X*—X")C(Pr (X)) — (Pr(X))".

2) Cf. H. Hahn, Theorie der reellen Funltionen, I. Band, Berlin 1921, S. 140,
Satz X. -
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Démonstration. I1 suffit de montrer que
@) Pr(X%)C(Pr(X)),

car l'induction transfinie donne Y'/QC(Y/Q)" pour YCC(P), d’on
(Pr(X))"/QC(Pr(X)/@)"CX". Admettons done (1) vraie pour &<a
ol a>0 et soit @ePr(X®). Il existe par suite pour chaque n un
£, <o et une fneX5" tels que

(2) limf ()=¢(z) pour xe@.
D’autre part, il existe un ensemble G, ouvert dans P pour lequel

(3) Q=[] et  GnCGn

Les fonctions ¢ et f, étant continues respectivement dans
lensemble fermé P—@, et dans lensemble @, il existe d’apres
(P—G,)@=0 une ¢ eC(P) telle que
() pour weP—G,
f(®) pour wzeQ.

Selon anXs“n et selon (1) pour é<a, on trouve par conséquent
qonePr(Xg”)C(Pr(X))é", et comme limg, (2)=g¢(x) pour e P selon (2)

@)=

et (3), il vient ge) (Pr(X))F=(Pr(X))" c.q.f.d.

e

3.4, Il ewiste une fonction G, n€C(E) telle que -
(4) 1m<yg,, ,<1,
(5) limg, ,=1/m,
et qazb’en cile'sigfnant par X Vensemble de toutes les fonctions Gy O @
2eX"—X,

Démonstration. @ étant séparable, il existe un ‘ensemble
dénombrable X dense dans €. Par conséquent, il existe pour tout m
un ensemble fini X, tel que

(6) 0 XpnCXmy1, X=2Xn.
! 1 1
En posant G”""ZZ (m—— pra o+ m+n)’ on a
xeXy,,

(7) Xm =HGH1,H et Gm,n+1CGm,n-
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@ étant dense en soi, il existe pour chaque n un ensemble
fini Ym,n tel que
(8) O=i=Ym, CGm n"“Xm,
1 ,
—_—— 0 our xeX .
O A ey R

Les ensembles X -+ (@—Gm, ) €t Y, n étant disjoints d’apres (8)
ot fermés, il existe une fonction g, ,eC(C) satisfaisant & (4), & la
condition

(10) Imal®)=1

et & la condition g, (®)=1/m pour weX, +(€—G, ).
clut d’aprés (7) que o, Satisfait 4 (B), done que zeX.

Reste & déduire une contradiction de l'hypothése zeX'. Or,
elle entraine Dexistence d'un m, et d'un =, tels que

pour weY

n,n

On en con-

(11) lim g, m,(#)=0  pour xeC.
» ;
En désignant par M T’ensemble de tous les my,
{12) M est infini,

car autrement on aurait, d’aprés (4), pour son maximum m*,
Imp,mp >1/m*, contrairement & (11). € étant compact, done complet,
Tensemble de tous les # auxquels la convergence (11) est uniforme,
est dense dans @3). Par congéquent, il existe un te@ ayant la pro-
priété suivante: il existe un entourage V de ¢ et un ¢ tels que

(13) Oy @) <1
X étant dense dans @, on a #*eV pour un z*eX. D’aprés (6),
il existe un r tel que

pour xeV et p>q.

(14) *e¢X,, pour m>7r, )
(15). (@*—1/m, *+1/m)CV  pour m>r.
D’aprés (12), il existe un s tel que
(16) 5>,
(17) ms>1.
Daprés (9), (14) et (17), on. a Yms,ns(w*——mjl_m,m*-{-ms_l_ns):i: ,

donc Yme,ns V=0 selon (15) et (17). Mais c’est impossible en vertu
de (10), (13) et (16).

%) H. Hahn, L c. p. 275, Satz IV.
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4. Démonstrations des théorémes 1.2—1.4.

4.1. Démonstration de 1.2. X étant I’ensemble de fonctions
satisfaisant & 1.1, on a

(18) X—"X 40 pour 7<é;
en outre, il g’agit d’établir ’existence d*un YCOC(P) tel que
(19) Y —Y"40 pour n<é.

P étant non séparable, il existe un n et un QCP tels que @
est indénombrable et que la distance de deux points différents quel-
conques appartenant & ¢ est >1/n 4). Chaque sous-ensemble de @
‘étant évidemment fermé dans P, on peut admettre que @ est un
ensemble isolé, fermé dans P et que sa puissance est §,.

Il en résulte tout d'abord, en admettant I’hypothése du con-
tinu, l'existence d’une transformation biunivoque b de Pensemble M
de tous les nombres réels en @, telle que b(M)=@; on en déduib
d’aprés 3.1 et (18) que _ ]

(20) ‘ H(X)—"B(X)=0 pour p<k.

De plus, @ étant isolé, on a F(@)=C(¢), donc =17 pour

ZCF(Q). En posant Z=>b(X), on en conclut selon (20) que Z*—Z"==0

pour n<<&. Enfin, @ étant fermé dans P, on en tire (Pr(Z)) —(Pr(Z))"==0
pour n<<& d’aprés 3.3, de sorte qu’en posant Y =Pr(Z), on obient (19).

4.2. Démonstration de 1.3. Soit XCC(P). P étant compact, on
peut métriser C(P) en prenant pour la, distance de fonctions f, et f,
de C(P) le nombre max If,(#) —F,(#)|. Ainsi métrisé, C(P) est sépara-

ble®),

dénombrable @CY ayant la propriété suivante: pour toute fonction
feY et pour tout n, il existe une fonction pe @ telle que [f(x) m)|<1/n
pour zeP. L’ensemble dénombrable @ étant contenu dans Z X on
trouve

(21) OCX"

avec un 7 convenable. Or, soit &=x-1; je dis que X CXE, 11 existe
en effeb pour toute fonection feX” 1 et pour chaque n, une fonction
]"eX‘ et une fonction ¢, e® telles que hm]‘ =f et |f,—o|<l/n.

gelon. (21).

=) X“ T’est done aussi. Ilen résulte Pexistence d’un ensemble

On en conclut que limg =f, d’olt feX””H___-

%) F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin-Leipzig 1927, p. 126.
) K. Borsuk, Fund. Math. 17 (1981), p. 165, théoréme 2.
Fundamenta Mathematicae, T. XXXI. : 18
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4.3. Démonstration de 1.4. Désignons par Prop (£) la proposition
suivante: I1 existe un ensemble X uniformément borné de fonetions.
non négatives de O(€), tel que zeX*—X" pour <& ).

SQoit un o donné. Comme il existe par ’hypothése un sous-
espace de P homdomorphe & @ et, par suite, fermé dans P, on s’as-
sure aisément & Paide de 3.2 et 3.3 qu'il suffit de démontrer Prop (a)
en supposant Prop(£) pour é<a. ‘

Or, Prop(0) étant banale et Prop(1) étant évidente 7), on peut
se borner aux

(22) az2.

Envisageons d’abord le cas ol e« est un nombre-limite.
En posant

~ 2 2 2 1
370 -I"=[ 2’57’ 23—a+§ﬁ]’
<0 g<n—1 q<n—1

X,=CI,,

on a, comme on sait, €={1}+ X34 Xs-..., ou les termes sont disjoints.
deux & deux et chaque X, est homéomorphe & @, donc fermé dans €.
En rapprochant Prop(£) de 3.2, on en conclut qu'il existe, pour
chaque n, un §,<a et un X,CC(X,) tels que:

10 £>0;

2% §i g<<a, on a n<é pour un n;

3% s feX, on a 0<<f(r)<1l/n pour tout xeX,;
402X X7 pour tout n<En.

Or, soit X I’ensemble de toutes les fonections ¢eF(€) pour
lesquelles on a ¢/X,¢X, pour chaque # et @(1)=0. D’apres 3°,
on vérifie aisément que X est un ensemble uniformément borné
de fonctions non négatives de C(@). Par conséquent, on n’a qu’h
prouver que zeX*—X7 pour tout 7<a. Mais si Pon avait zeX”
pour un 7<a, on aurait aussi 2¢X"/X,C(X/X,)'CX], ce qui est
impossible en vertu de 2° et 4°.

%) On s’apergoit aisément que @ étant un nombre positif, on peut admettre
que f(z)<a pour feX et wel.

7) 8ilon pose f,(x)=1/n pour ze€ et n3=1, on obtient Prop (1) en prenant
pour X lensemble de toutes les f,.
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Reste 4 montrer que z¢X“. Considérons & ce but une fonc-
tion ¢peX — qui existe bien, chaque X, étant non vide selon 1°
et 49 — et désignons par Y(7,m) lensemble de toutes les fonec-
tions yeF(€) pour lesquelles on a p/X,eX) si n<m et p(z)=p()
si #e@C—(X1+Xo+...4+ Xp). On vérifie aisément que ’on a pour
tout m

(23) Y(n,m)CC(€e),
et méme, comme je vais montrer,
(24) » Y (7,m)CX".

Soit >0. La relation (24) étant vraie pour =0 d’aprés la
définition de X, il suffit de admettre pour n<<f et de I'en déduire
pour n=_p. Soit donc pe¥(,m). Comme p/X,eXh pour n<m, il
existe, pour chaque n<<m et chaque p, un 7, p<;3 et une fonction
I, peXZ"vP tels que
(25) limfn,p(w)—_«ip(m) pour n<m et zeX,.

p
En posant Cp=max (7 ;7 jyeesly )y OD B

(26) . L,<B et f eXi” pour n<m.

np

Considérons pour tout p une y,eF(C) définie par la formule

(w)—l fopl®)  pour m<m et zelXn,
YT o) pour we@—(Xit Xot ook Xm).

Il s’ensuit que y)peY(Cp,m)CX:” d’apres (26) et limy =y
p

d’apres (25), done, p étant continue selon (23), on a weXﬂ , ce qui
achéve la démonstration de (24).

Ceci établi, soit (pour tout m) ¢, _eF(€) la fonction définie par
la formule

(m)—' 0 pour zeXy+ Xo+...4 Xny
Pm | p(@) pour zeC—(X;+Xot...dXn).

En appliquant la propriété 4° et en posant g, =max(§,¢,,...,£,,),
ona f, <a et sti”‘ pour n<<m, done ¢, eY( m,m)CXﬁ"‘ d’apres (24).
On en conclut que zeX?, car limg, (#)=0 pour chaque zeC.

Passons maintenant au cas ol a est un nombre isolé:
(27) a=f+1 et f[>0

18%
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daprés (22). Comme @x@=@” est homéomorphe & €°), il suffit
en vertu de 3.2 de démontrer au lieu de Prop(a) la proposition sui-
vante: il existe un ensemble Y uniformément borné de fonctions

non négatives de 0(€), tel que
(28) 2eY“—Y".

En posant:
[2 37 2 ”“}

2 1
Sl
XH:{O}+@21q7 le={1r+@§Jq, an,n':@-—(Xm——l—-Y"),
. q>n q>n

on parvient sans difficulté aux conclusions suivantes:
(29) ' @:XIH+YII+Zm,Ily
tous les sommandes étant disjoints deux & deux et fermés dans @,
(30) ” X, = {0}: < n-HCXn:

(31) [] Y.= \1}7 Yn+1 C Ym

(32)ilexisteun y ¢Z sim' <<m'’

m m,1 te]‘ que ]imym=0 et Z ’ rCZ o
et n'<<n'. m

m',n m', n"

En outre, en utilisant (29) et les fonctions g, ¢ ( 2) de I’énoncé
3.4, je définis pour feC(@) la fonction ¢(f,m,n)eF(C %) comme suit:

[ f@ pour yeXnpn |
©3)  glymm; o= f@)+g,, (@) powr ye¥n | oi see.
l 0 pour yEZm—{—n,m'

Avec cette définition, on a les régles suivantes, dans lesquelles f
désigne les fonctions de C(@):

(34) o(fymym; @, 0)=F(2) pour zeC,
(35) o(fym,n; 2,1)=f(z)+g, ,(¢) pour xeGC,
(36) g(f,m,n)e0(€),
(37) Jimf,eC(€) entraine limg(fp, myn)=@(limf,, m,n),
P p p
(38) Lim ¢ (fp, m,n) eC(@%) entraine limf,eC(@).
P »

8) C. Kuratowski, Topologie 1, Monografie Matematyczne 3, Warszawa-
Lwéw 1933, p. 148.
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En effet, (34), (35) et (37) sont immédiates, (36) est une
conséquence de (29) et (38) s’obtient comme suit: soit »

p=1m g(fp,m,n)e C(€%);
p

en posant f(z)=1v(x,0) pour £e@, on a alors feC(@) et f(x)=limf,(x)

pour we@ d’aprés (34). P
Maintenant, en désignant pour ZCC(€) par &(Z,m,n) 'ensemble

de toutes les fonctions ¢(f,m,n) ol feZ, on a en vertu de (36)

&(Z,m,n)CC(€% pour ZCOC(@)
et on en déduit par Vinduction transfinie 4 Paide de (37) et (38)
(39) B2, m,m)=(0(Z,m,n))  pour ZCC(@).

Or, soit X Densemble de fonctions satisfaisant & Prop(f);
posons Y, ,=@(X,m,n) et
(40) YZZ Ym, ne

On en tire d’abord par l'induction transfinie, en tenant compte
de Prop(f):
(41) 2eXP—X" pour 5<p,
(42) f(z)=0 pour xeC et feX .

On en tire ensuite, en tenant compte de (39) que

(43) y)eY,";,n équivaut & wp=e¢(f,m,n) pour un feX*:.

On en tire enfin, en tenant compte de (4) et (33), que Y est
un ensemble uniformément borné de fonetions non négatives de C(@z).
Reste & établir la formule (28).

Comme >0 selon (27), il existe pour chaque n, d’aprés (41),
un £, < et une fneXE" tels que limf (#)=0 pour x¢C€; on en déduib
3 l'aide de (B) et (33) que n

0 pour yeC—Y¥, |

(44) ]lm<p( Ty 15 By YY) = ol we@,

| 1/m  pour ye¥n
En vertu de (29) on a donec h'mqo(f ,m,n)eC(@g) et on en con-

clut d’aprés (40) et (43) que hmqo(f )er_ Par conséquent zeY”
suivant (27) et (44).

Pour avoir (28), il suffit donc de déduire une contradiction
de Phypothese 2eY?. A ce but, je vais montrer d’abord que
(45) Y'CY Y x

m,n

pour #<p.
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Soit 0<y<f. La relation (45) étant d’aprés (40) vraie pour
=0, il suffit de Padmettre pour <y et de I'en déduire pour n==1.

Soit done yeY’. En s’appuyant sur (43) et (40), on parvient, pour
chaque p, & lexistence des nombres mp, fip, d'un 7,<y et d'une
fonction

(46) pr X
tels que ' '
(47) "P=li;n¢’(fmmm.’np)- )

11 s’ensuit selon (34) que

(48) (@, 0)=limf, (%) pour xeC.
p

En désignant par M D’ensemble de tous les m,-+np, on s’apergoit
en vertu de (43), (46) et (47) que tout se réduit & tirer une contra-
diction de I’hypothése que M est infini. Or, elle entraine, en effet,
d’une part en vertu de (32) que, pour tout 7, il y a une infinité de
nombres p pour lesquels on & ¥,€Zy, 1 n, m, dONC aussi, selon (33),
@(fayMpyMp; £,9r)=0 pour z¢C; et d’autre part en vertu de (47)
que, quel que soit r, on a w(#,y,)=0, donc aussi w(x,0)=0
pour we@ Mais c’est impossible en vertu de (41), (46) et (48),
puisque 7,<y<p.

La prémisse (45) ainsi établie permet de tirer une contra-
diction de I’hypothése 2¢Y?. En effet, (43) et (45) impliquent Pexis-
tence, pour tout p, des nombres mp,n,, d'un 7,<f et d’une fonction
fpe X" tels que Lm g(fp,mp,np; #,1)=0 pour ze€. Il en résulte selon

r

(35) et (42) que limg, . (2)=0 pour tout we@, ce qui est impossible
p

d’apres 3.4. '

Séminaire topologique
de I'Université Masaryk & Brno.

Un théoréme concernant la convergence des fonctions
sur les ensembles dénombrables.
Par
W. Sierpinski (Warszawav). ’

Théoréme, 8i E est un ensemble dénombrable (d'éléments quel-
conques) et {fz (x)} une suite double de fonctions réelles définies sur B,
et §'il existe la limite
(1) lim (lim fr (®))=f(x) pour tout wekl,

m==0Q n==00
il ewiste deux suites infinies croissantes d'indices {m,) et {n,}, telles
quon a
2) lim f'%(x)=f(z)  powr zekE.
k==oo fid

Démounstration. D’aprés (1), il existe pour m=1,2,.. et
pour zeE la limite

{3) ,}_1312 fr (@) =f" ().
Soit ‘
(4) B=(w1, 3, ...)-

D’aprés (1) et (3), on a

lim /™ (2)=f(x) pour  zekE

m==t0

-é'b il existe pour tout % naturel un indice u, tel que
8) "M@ —fle)|<l/k  pour i=1,2,..,%k et m>pu,

Posons
My =1 py+thy+- ..+ e
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