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ergibt. Damit ist gezeigt, da8 die Funktionen @', f" den Zihlaus-
druck 4 in 3 erfillen. Die Zéhlausdriicke A und B sind also gleich-
wertig und der Satz 43 bewiesen.

Bezeichnet man mit ¢ den Z#&hlausdruck, welcher aus B ent-
steht, indem man fiir @(x,y,2) allenthalben R,(z,y) & Ry(=,2) eingetazt,
8o ist ¢ mit den beiden Zéhlausdriicken 4,B gleichwertig. Es geniigt
natiirlich nur zu zeigen, daf B mit C gleichwertig ist.

Ist der Zihlausdruck B erfiillbar, so hat er — wie bereits
gezeigt — ein solches Erfiillungssystem F/,@’,f im Bereich der
natiirlichen Zahlen, fiir welches (89) gilt. Aus (89) folgt aber leicht
das Bestehen von (z)(y)(2)(w)(v)[D'(%,y,u)&D'(z,v,2)—> D' (%,y,2)],
und daher 148t sich die Funktion ®'(z,y,2) wegen des Satzes 4
aus P, in der Form Ry(z,y)&Riy(x,2) darstellen. Die Funktionen
F',Ri,Rs,f' erfiillen dann offensichtlich den Zahlausdruck € in 3.

Ist umgekehrt der Zihlausdruck ¢ erfiillbar und F*,Ri, Ry, f"
irgend ein Erfillungssystem von ¢ in irgend einem Individuen-
bereich, so erfiillen die Funktionen F'', Ry (z,y) & Ry (z,2),f' offenbar
den Zihlausdruck B in demselben Individuenbereich.

Die Zahlausdriicke B,C sind also tatséichlich gleichwertig.

Da der Zahlausdruck ¢ nur die Funktionsvariablen F,R,, Ry, f
enthilt, die zwei- und einstellig sind, so haben wir auch den

Satz 44. Beim Erfillbarkeitsproblem darf man sich auf bindre
Zihausdriicke in der Ackermannschen Form

() (Be) F(y, 2) & (Br) (un) (we)... (1) V(& Uy Us,y ..y )

beschrinken, die aufer der zweistelligen Funktionsvariablen F nur noch
2wet zweistellige und eine einstellige Funktionsvariable enthalten.
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Sur les fonctions indépendantes II.
Par

J. Marcinkiewicz (Wilno).

1. MM. W. Feller?) et !P. Lévy?2) ont trouvé des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’une suite de variables aléatoires
indépendantes satisfasse 4 la loi de grands nombres ou i celle de
Gauss. Les démonstrations des ces résultats importants donneés
par ces deux auteurs sont bien différentes, mais il est trés remar-
quable que, dans chacune d’elles, I'idée principale est la méme pour
la loi de grands nombres et celle de Gauss.

Il me semble que cela s’explique par le fait que ces résultats

sont des conséquences particulidres d'un principe général contenu
dans le théoréme suivant que j’ai démontré dans la premiére partie

de cet ouvrage3):

Théoréme A. Etant donné pour chaque n un systéme de fonctions
ndependantes o1, Tn2, Bnsy ..., pour que les distribuantes des sommes
Dl &ny comvergent vers wune fonetion V. () jouissant d’ume fonction
m

caractéristique entiére, i faut et il suffit que Von ait:

(1.1) Z’|E (X —Ans| 2 Kn)| =0,
1

(1.2) e

0

Vi dt—>/m avis (h=1,2,...)

ol les mombres Ky, K,,... sont des constantes convenables, A,, satis-
font aux indgalités:

]D (Bnp=hn) I>1/2 B (-’vn,wgln,l')|>1/2
t

el wne Somt définis par la condmon

e { Ty lorsque  [Bas| <Ha,
A 1] lorsque  |@n|>Kn,
1 Feller [1], [2].
%) Lévy [1], [2], en particulier p. 107.
3) Cf. ce volume, p. 209.
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Je vais montrer quen utilisant ce théoréme, on peut obtenir
les résultats de MM. W. Feller et P. Lévy d’'une fagon assez
simple.

Dans tout ce qui suit, il s’agit done plutét de la méthode que
de la généralité des résultats. C’est seulement & Poccasion de la loi
de Poisson que je développe l'argumentation d’une maniére plus
large. J’ai choisi la loi de Poisson parce qu’elle est trés eonnue, mais
il me semble que la méthode s’applique & Pétude d’une classe assez
vaste de lois limites.

2, Nous allons nous occuper d’abord de la loi de grands nombres.
Théoréme 1 4). Soient ¥y,2s,... des fonctions indépendantes
telles que

(2.1) B (£, =0)>1/2, |I;J (#<20)|=1/2,
¢

el lay) une suite erotssante, convergente vers Uinfini. Pour qu’il ewiste

alors wne suite (b, telle que

n
1y
2.2 - 2 wu_b 3
( ) Um ( ’)
1
converge en mesure vers O, il fuut et il suffit gue Von ait:
(2.3) SE (] San)| =0,
v
1 * .
(2.4) e Z/ B A0,
@y
v
ol

L st |l <an
V0 s @ .

On voit d’abord que ces conditions sont suffisantes. En
effet, d’aprés (2.2), Pexpression

1
1 . '
— 2 (Bn,p— A ) ol App= | Znudt,
an

> 5

converge en mesure vers 0. Pour en tirer la conclusion qu’il en est
de méme de Pexpression (2.2), il suffit de s’appuyer sur le

%) Ce théoréme est dit & M. W. Feller, (voir Feller [1], cf. aussi
Lévy [1]).
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Lewune. Sous les conditions (2.3) et (2.4), on a:

1 Q

- ) | Ay —D1| =0, buv=| &, dt.

Un N

‘e lemme est connm; il est dd & M. W. Feller 5).

Réciproquement, supposons que la suite (2.2) converge en me-
sure vers (. Désignons par Z, la fonction équimesurable avec —,.
D’aprés le th. A, nous pouvons supposer que

L A )
(2.5) % ]2 wnrot] s,

2
ny 15

la définition de wy, étant analogue & celle de ..

Désignony par 4 et B les ensembles ot la fonction &, est
respectivement non-négative et non-positive, et par 4’ et B’ les
ensembles correspondants pour la fonction z),. On a alors:

/ (u'u',,,,,Jrao,’i,,,)'3 at>=|A / @y, dt,
At.l’ A'

* , 2 , .
/ (nptame) A=|B| [ o}, di,
BY B

¢e qui donne facilement
) !
2 B
/(m,,,u+w’,,,1.) (Zt}/m;,,,,dt.
0 0"

En tenant compte de (2.3), il vient
1 1
Y oy
= 2/:»,‘,,,,—>().
a
L

On en déduit facilement les conditions (2.3) et (2.4), qui sont
par conséquent nécessaires.

5 Iteller [1).


GUEST


352 J. Marcinkiewicz:

3. Passons & la loi de Gauss.

Théoréme 2 8). Soient ®y,BayTsy-.. AES fonetions independantes
satisfaisant aux conditions (2.1) et
(£>0),

max |B (|o.| e )| —-0
1<eln

(3.1)

la suite des nombres a, crotssant vers Pinfini. Pour que la distribuante

de la somme

1
— w]'
Gn

v

tende vers la fonction
X

@(m):v;:n L[e 2 du,

—0Q

il faut et il suffit que Von ait pour tout e>0:

(a) ZII;J(IM.-I%%)I—N,
n 1 no 1. M
o L[S fea— 3 (foew]],
LTy 10 '
1 v e
(')’) ZZ/-CG}!J' dt’+0,
"L

@, lorsque |z <ean

£
=xpe=1
B, == s {U, lorsque  |@|>etn.

Nous allons montrer d’abord que ces conditions sont néces-
saires. Bn vertu duth. A, nous pouvons admettre, pour fonctions

#n» convenablement choisies, que

1 & n

T
’ / [a_ 2:1:,,,1] dt— My, 15 \]:] (%= D) —0,
4]

(32)

n

ot My désigne le k-idme moment de la loi de Gauss.

) Ce théordme est dd & MM. Lévy et Feller (voir Feller [1],
Lévy [11; of. aussi Lévy [2], en particulier p. 107.
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J - q 4 ab 2] , - 3 .
Supposons d’abord les fonctions @ Symétriques. On conclut
de (3.2) que

1

1 9
6—;;');2]50;.7' dt-—)-l,

» 0

1
1 v/
(3.4) a—}z / Thy At—0.

]

(3.3)

< o \ - ) . . - -
Supposons ensuite les fonctions Zno arbitraires et soit . la
fonctl(?n équimesurable avec —z,,. Les fonctions Tty B 1y B2y By 2yens
étant indépendantes, la distribuante de la somme
1
a:l (xn.x"'l" ml’l,'l')

2

tend vers la fouction (I)(—"{J—). Les formules (3.3) et (3.4) donnent:
n 1

Ve
1
1 , 1O
. a ;S 4
2 ('v"”’+m;’vq') dtﬁz’ 1 /(w11,1r+ «'U;l,d') dt—- O’
an P
10

all 10

d’olt Pon. déduit facilement:
1

n 1 n
1 [ 1 O 2
(3.5 L 2oL
( ')) a’i%()/uvn,) dt a/lzlz (/ wn,w dt) -—}1,
1 0
n 1
0 LS a0
%™ 0

La derniére inégalité entraine que

L& .
(-.'(/—)—,2 'xn,a'l dt—)‘O,

1 lel,'lll Ny

n

1 ;
5 W dt—>0,
a .
o lep, ol 2iay,
ce qui, comparé avec (3.2) écrit pour k=1, donne les formules (a), (y)
et, en vertu de (3.5), aussi la formule (B).

Pour établir Ia suffisance de ces conditions, on peut utiliser
p. ex. la méthode de fonctions caractéristiques de M.P. Lévy.

On peut montrer aussi que les conditions (y), (8), (y), entrainent
les hypothéses du th. A, ce que nous laissons au lecteur.

Fundamonta Mathemalicae. T, XXX, 23
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4. Soit @., une variable aléatoire admettant la valeur 1 avec
la probabilité z,, et la valeur 0 avec la probabilité 11—z, ..
Supposons que

(4.1) 2> Ly
(4.2) max 7, ,—>0.

La loi dont dépend la somme

(4.3) ,;’Sa;,,,,,
tend vers une loi qui s’appelle loi de Poisson ).

Une variable aléatoire £ dépendant de la loi de Poisson
n'admet que des valeurs entiéres non-négatives. Sa fonction cara-
ctéristique est

el
e ;

elle est done entiére.

On peut poser la question suivante: étant donné, pour tout =,
un SYStdMe #ni, Tn2y Tns,... de variables aléatoires indépendantes,
quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que la
" 1oi dont dépend la somme (4.3) tende vers la loi de Poisson? Nousy
répondons par le théoréme que nous préférons formuler en termes
de fonctions indépendantes. La traduction en langage .de la théorie
des probabilités n’offre auncune difficulté.

Théoréme 3. Soit donné pour chaque n un systéme de fonctions
Independantes Tn1y8n2,%ns, ... satisfaisant pour tout e>0 & la condition:

(4.4) max |E(|#n|>e)| 0.
» t

Posons:

AI!,V'—:A—;,I'=E (lmn,v‘ < 5), Bll,l'z-B;l,l-'=E [1 + &> mn,1l>1 “‘"5],
t t

0]1,1—' == G;z,v = C(An,u + Bn,u); Sn "'-—'-'2 mn,'v

»

et désignons par V,(x) la distribuante de la somme S,.

7y Pour la loi de Poisson, voir p.ex. Lévy [2].
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Alorsy powr que V. tende vers la loi de Poisson, il faut et il suffit
que Pon ait pour tout £>0:

(4.5) E |G| =0,
(4.6) 3Bl 1,
(4.7) 3 [ @ndt 0,
. Y A“”’
(4.8) 2 [ @A) @0 O A= [y, .
Ay y Ay

La démonstration de ce théoréme sera composée dune série
de lemmes. :
Lemane 1. Les conditions (4.5)-(4.8) sont suffisantes.
Considérons la fonction
N T M
Bpr = .
0 §i 0 |@ne] > e

On a d'aprés (4.7) et (4.8):
1

1 1
. ! 5 . !
Z’/z,,,,.dt—»(), X /(z,,‘p—A,,,,.) dt—0 ou A,,,,zz/z,,,,, dt,
vy 0 0
c¢e qui donne facilement
'1 2
[ (X 2ny) dt—0.
0
I1 en résulte que la somme Y z,, est négligeable. Nous

pouvons done admettre d’aprés (4.5) que ’on a 80it #,, =0, soit

[@ny—1] <& ol &,—0. Il vient: ‘
!

(4.9) > [ @hydt—1

)

(k=1,2,3,...),

1 1
(4.10) max / [5,]" dE=max /:of,v at—0.
v v

0
Nous allons prouver maintenant que
1
(4.11) [ (D) dt — Ci (h=1,2,3,...),
0 1
O désignant le k-iéme moment de la loi de Poisson.
23*


GUEST


356 J. Marcinkiewicz:

Pour k=1,2 ¢’est immédiat, car pour k=1 le les formules (4.9)
t (4.11) sont les mémes et pour k=2 on a

1

/!(Za;,l,,.)2 =2 / e A+ /w a @ [ @y, dt =

¢ 7 0 Ll 0
.1 9 1 5 — » 2
2{2/ D, dt} +2 ./ {0;,,1- dat —Zr {/ Tnyv dt} =2+ 0(1)-
0 0 0 '

Pour k>2, le calcul devient plus compliqué, mais I’idée direc-
trice reste trés simple. En supprimant l'index n, on a
1. 1 1 1 1
: k s [ 't C oGy / @, T
—_ 7.1 22 V3 dit LA
/ XD dt_LB‘/ 23 dt./ @ (lt'/ w3 m,bkfdt,
0 0 0 0 0
oll B désignent les coefficients de Newton, w + w4+ ..+ a= k
et Z1=|='bz=3[=%5=i=’b4:i=={='bk
Soit a1, o3, a3, ..., an une décomposition fixée du nombre k.
Désignons par By, fe, ... fi ceux des nombres ay,as...ox qui sont positifs.
Nous allons prouver que

d/}mgfdt (Z / )

1'—1 P

1 !
12) X [ofras [oar...
0 0

En effet, en développant le membre droit de la dernidre

formule, on trouve
! ! !
(i B 13
/mz;dt/m@f dt...'/milf di-+C,
0 0

1> / afrdt) =
f==1 7 114:19:L— i 0

ol ¢ désigne la somme des termes de la forme

E

; ! 4 e -, 7l
) VR W A A [ [ 80 g\
(4.13) B]f)/ aj) di 16/ sray ... }d/ o iy
les nombres y,¥y ¥y ..y, étant des entiers tels que lon a
YiB+veBy+ - +v,8,=Fk et que y>1 au moins pour un <. D’aprés
{4.4) et tous les z; étant uniformément bornés, on conclut que

1
max [ &, dt—0 (s>0).
)
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Il en résulte que chaque terme de (4.13) est de la forme
f SN o \
Mt [ poe %
o‘.)/ ;! dt‘/ m@‘z’ (lt..../ w%’J dtt,
( 0 0 ‘

o 0y, 0g...,0; désignent les f; positifs.
Or, la somme de tous les termes avec les &;,ds,...,8; fixés ne

surpasse évidemment pas
1

13 )
elle est done bornée d’aprés (4.9). Le nombre de tels systémes et
les coefficients B de la formules (4.13) étants bornés, il en résulte
que C==o0(1), c. ad. la formule (4.12).

Ceci établi, posons

(k) Z/m"’l’

il 0
On a donce

1
"k @ 03
(4.14) [ Shat=Fy(o, 0, .., o) +o(1),
0
olt I, désigne une fonction continue.

Désignons par £, , la fonction égale & 1 dans un ensemble
de mesure 1/n et & 0 dans Densemble complémentaire. Soient
£, 19 Epny s £, des fonctions indépendantes. La distribuante de la
somme

.
U _-J §n,1r
tend vers la distribuante de la loi de Poisson. En répétant I’argu-
mentation faite pour les fonections x,., on conclut que

1
{4.15) [ Uhdt=Fi(1,1,

0

1) o(1) =0(1).

La, distribuante de la somme U, tendant vers celle de la loi
de Poisson, on en tire facilement

1
.y
[ U dt— Ci,
d’ot 0

(4.16) (1,1, .., 1)= O
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Les formules (4.14) et (£.16) donnent

1
[ 8 dt— Ci,
0

ce qui achéve la démonstration du lemme en vertu du th. A.

On pourrait obtenir le lemme 1 par la méthode de fonctions
caractéristiques, mais le raisonnement que nous venons de faire
est typique, si 'on veut établir la convergence & laide du th. A.

Lemme 2. Soient @1, Tn,1y Tn2y Tn2y-.. A8 foncisons indépen-
dantes et —uxn,, équimesurables avec o, Posons

Up, »==Tn, vt m;l. "
Si la distribuante de la somme

v <
bn:;}; Tn,v
T

 tend vers la distribuante P(x) de la loi de Poisson, la distribuante
de la somme

.
Un=2, Un. ”
"

tend vers la fonction

oo
Uw)= [ P(x—=2)dP(z).

00

Lemme 3. Lorsque la distribuante de Un tend vers U, on peut
admetire que

1 ]
(4.17) [Unat— [ " att(x).
; .

—00

C’est la conséquence du th. A et du lemme 2.

Lemme 4. Sous la condition (4.17), on a

1
max [ |y, @t —0 (h=1,2,...).
"o
Il suffit de le prouver pour k pair. La formule (4,17) donne

1
[ Wt < My

0
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Or,
1
/ lu,,,,,\;'dt,:/-l-/ '{" / ’
0 i B €
ou
AxE(\Ull.vIéAMl)? B:E(AN1<|U".:'|<A),
1 t

(4=1).
(=R Un|>4), <
t

Il en résulte que

/ <t [<dm,
i i

Le premier et le dernier termes sont trés petits lorsque 4 est
trds grand, et le second ferme tend d’aprés (4.4) vers 0 quand

/ g% J T <A™ Mo,

¢

4> OO,

Lemane 5. Posons:
L
[k ’ Ry
Gk= Glt, n—:'z-‘ / Un, » dt’ [ n'_%l Un,a"
L]

On a alors

1
/' Ui]' dt=D (04,04 Uz(k-l))+0(1)+ B,o,,.
0

Comme dans le lemme 1, on déduit la formule

1
[ U2 =P 01y oy o)+ 0(1):

0
1 ¥;
. ) .
L’expression / Ui dt étant uniforme par rapport a Uiy Ungy ey
0
il en résulte que Wy doit étre de la forme
B, (050 - Tpgpty) T B

ce qui achdve la démonstration.
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Lemme 6. Soient &, les fonctions définies dans le lemme I
et E;w les fonctions dquimesurables avec &, Supposons

£ 4 = !
Sn, 19 §n,1’ Sn,2? '511,2’ i

independantes. Posons:
—— 4 s \7
v (T fn,u_l_ 511, »? Vn ""% vn, »*
Alors
2k
2_7 /q}ll{1 dt"'*2

)

1
[V @t i,
0

1

/( 'UIH) dt_@k(

o "

+-2)-F2By+-0(1) (Brst=0).

Lemme 7. g,,— 2.

(’est une conséquence des lemmes 5 et 6.

Lemme 8. On a pour tout £>0:

() SIB(Tnsf>146) 0,
() SBO—e<|Uni<1+4e)|>2,
(iid) X ;}:J[eg U, | <1 —¢)|—0.

La formule (i) résulte facilement de l’inégavlité‘ évidente
(14 6)2"%7 Iltﬂ (u, J>14 &) <o, —2.
Posons & ce but
A;,,,=An,p=ltﬂ(lu,,,,,J>1+a).

On a

"z(k+s)>2 / Uyt dt > (14 Y / Uy,

»
n v An »

ce qui donne facilement

(4.18) / u¥ 0.
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Soit
Bn, =k (]uu, u' <1— 8).
1]

Nous allons prouver que
(4.19) ) [, dt—-0.

g BII,L'
En effet, dans le cas contraire, on aurait

> [k, , dt— >0
v B

ny v
pour une suite infinie {n}, d’ol, en supprimant I'index

S [uldi< (1—e) uto(1),
v B,

ou bien, pour %, suffisament grands,

Y [utdt=2—(1—e)p.

"B,
Soit # un nombre pogitif. On a d’aprés (4.18)

> [utdt—o.

7A1

(4.20)
Posons:

Co=0,, =B (1< |y, <L+ ), D, =D,,,,,=]tﬂ (1 —e<Jthn, | < 1)
t

On a dMne fagon évidente:

(4.21) Y [uta<y /u,Adt
21 >
(4.22) 3 [urat<(1+n) 2 /u at.
. =

Les formules (4.20), (4.21) et (4.22) donnent pour =; tres

grands
2,(1-}—17 /uzdt>2 —(1—e)p—n

CB,
ou bien:

> /w,, A=[2—(1—e)u—mn] [1+77]~—2:

» (1 B

) / W= (2 —(1—e)u—n] [1+ 7] +pto(l).

L)
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Pour 7 suffisament petit, le membre droit surpasse sfirement 2,
ce qui est impossible d’aprés la relation o,—2. _

Les formules (ii) et (iii) sont des conséquences de la relation. (4.19)
ainsi établie. En effet, comme o,—2, on obtient d’aprés (4.19)

03 D) B (1 —e< [t o] <1+ 6)| + 0(1) =2,
7 t

ot 1—e<O,<<1+e La dernidre inégalité donne (ii). KEnfin, la

formule (£.19) entraine &Y |B(e<C|tn, o<1 —e)|—0, c. ad. (iii).
' ot :

Lemvmme 9. Les conditions (4.5)—(4.8) sont nécessaires.

Désignons par @,., comme toujours, les fonetions équimesu-
rables avec —y,» €t SUPPOSONS Bn, 1y Bn,2y D8y ey Lo, 1380, 29 Lo 8y ovr 111-
dépendantes. On peut admettre que les relations (i), (ii), et (iii)
du lemme 8 sont vérifiées. En appliquant Pargumentation utilisée
déjd plusieurs fois, on en conclut que:
2B (|@n,»—An, | >1+ e)=0;  |BE(@ur=h)| 245
v f t

IE (wn, 7 {\,Zn, 1')| > -};o
¢

Or, d’aprés (4.4), on a max|l,,|—0, donc aussi
S B (|#n, | >14 &) —-0.
» f '

D’autre part, ensemble des ¢ olt @y, est trés petit surpasse
sirement 1/2 en vertu de (4.4). Si les valeurs de la fonction .
sont dans D’intervalle {e,1—e> et celles de w5, dans lintervalle
{—&/2,4¢/2>, les valeurs de la somme i, -+, se trouvent dans
Pintervalle <e/2, 1—¢/2>, ce qui prouve en vertu de (iii) que

S |E(5 <w", <<l *8)'—-—)-0.
v

D’une fagon analogue,

E I]E} (_1+5<mn,v<"'8)1—~>0.

Enfin, si #,,. et 2, sont trés petits, la somme z, .+ oy, Dest
aussi il en résulte d’aprés (4.19) que
L
N [ 2
z\.; /(zll,‘l‘"l_z:r.r) dt-—-)(l,

1'0

lorsque | @,,.|<<e
0 lorsque |w,.|=e.
La définition de 2, est analogue.

[ @n

Zn, 1.——~.
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I1 en résulte que

1 4
/(Z (z", ‘V""An, n))z dt-—)—“,
0 v

L
Ay, v= / 2, v Aty
o

ce qui est la condition (4.8). On voit donc que l'on peut remplacer
dans le raisonnement la somme Y z,, par la somme N A,,=4,,

» 7

¢. 4 d. par une constante. D’aprés le lemme 8, il en résulte que

DB (L=< wa < T4)| 1.
ro

Nous allons prouver que
EIE(-——I—{—s<m,,,.,<-——s:)|->0.
r
En. effet, dans le cas contraire, on aurait aprés un changement
des notations

(4.23) > [1;1(—~1+ < L, n < — )| >p>0.

Posons

_ (%, lorsque 1—e<<|gn.|<lde
Xy p== .
w 0 dans le cas contraire.

° . . N
Draprés ce (qui précede, la distribuante de la somme An+ 3 Tn,»
. jui 2

converge vers la loi de Poisson. On a en particulier

1

An—l”zj /Enﬂ""'lr
0
d’ol

|4, <1+

1
3 [ Fan ]+ 0(1)<24-0(1).
b

D'autre part, on voit d’apés (4.23) que la probabilité pour
. )08 ! ! ‘
que les valeurs de la somme N'%n,» se trouvent dans Dintervalle
" . . 3
{—8—¢, —8+¢>, ne tend pas vers 0. Nous sommes arrives a:ms1
3 une contradiction. Les conditions (4.5) et (£.6) en résultent d’une
facon immédiate.
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Enfin, la formule
1
by / Ln,w dt—1
v

montre d’aprés ce qui précéde que 4,—0, ce qui est la con-
dition (4.7). ‘

Le th.3 est ainsi établi.

Remarquons pour terminer qu’en rapprochant le th.3 d’un
théoréme de M. Raikoff, on pourrait obtenir par un raisonnement
dont se sert M.P.Lévy & Poccasion de la loi de Gaugs un résultat
sur la loi de Poisson sans ’hypothése (4.4). Nous n’ingigterons pas
sur ce point.
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