Uber die symmetrische Stetigkeit von Funktionen.
Von
Hans Fried (Wien).

Bine in (—oo<w <o) definierte reelle Funktion heisst nach
F. Hausdorff *) im Punkte @, symmetrisch stetig, wenn

(1) Lira [f (wy+ 1) — (2o —h)]=0.

Wenn diese Bedingung nicht erfiillt ist, heisst sie in dem Punkte
symmetrisch unstetig. Die Menge der Punkte, in denen eine Funktion
symmetrisch. stetig ist, soll als Menge der symmetrischen Stetigheits-
punkte, die Menge aller iibrigen Punkte aly Menge der symmetrischen
Unstetigheitspunkie bezeichnet werden.

Zweck dieser Arbeit ist der Beweis des Satzes, dass die Menge
der Unstetigkeitspunkte einer Funktion wvon erster Kategorie ist
(sie daher punktweise stetig ist), wenn die Menge der symmetrischen
Unstetigkeitspunkte von erster Kategorie ist 2).

Der Beweis ist nach einer Methode, die Z. Charzynskis)
angewendet hat, gefiihrt.

Fir jedes #>0 und fiir jeden symmetrischen Stetigkeitspunkt
%, von f(x) gibt es wegen (1) ein &(wy, 1) >0, so dass
f (@o+h) —Ff(wg—h)| < 9

. fur 0< h( 6(“}0’17)
ist.

1) Fund. Math. 25, 8. 578. Problome de I, Hausdorff, NO 82,

%) Wie ich erfahre, hat diesen Satz vor kurzem auch Iorr IHausdort
erhalten. Dag Ergebnis ist nicht veréffentlicht worden.

%) Z. Charzyhski, Sur les

fonetions dont la dérivée symdirique est partout
finie, Fund. Math. 21, S. 214.
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Hilfssatz, Ist o, ein symmetrischer Stetighkeitspunkt von f(w),
so gibt es zu jedem >0 und zu jedem symmetrischen Stetigkeitspunki
2y, fir den

(2) 0 < @y — o< (g, 1/2)
gilt, ein positives h<< @, —y, S0 dass aus T,< &< Ty+h

(3) [+ @y —@p)] — o — (@1 —@0)]| <
folgt.
Beweis. Bs sei:
(4) h=min [z, — 2y, 6(2,7/2)]
und « ein heliebiger Punkﬁ, fiir den
(b) Te< o< By+h

gilt. Wegen (2), (4) und (5) ist 0<w1—w<wl—f?0<6(mo,n/2) und
daher |f[wo- (1, — )] — 00— (@ —2)]| < 2, Wotiir

(6) T+ (— 2)]—F [o—(my— )] <7/2

geschrieben werden kann. Wegen (4) und (5) ist 0<w—ax, < ﬁgé (g, m/2)
und daher |f[@ (o —ze)] —/ [ — (@ —@p)]| < 7/2, wolir

(7) |f [+ (@ — )] — [0+ (2 —2)] < 7/2

geschrieben werden kann, Aus (6) und (7) folgt (3), womit der Hilfs-
satz bewiesen ist.

Satz I. Ist die Menge der symmetrischen Unstetighkeitspunkie
von erster Kategorie, so ist die Funktion punktweise unstetrg.

Beweis. Bs ist nachzuweisen, dass die Menge der Unstetig-
keitspunkte von erster Kategorie ist. Ich werde aus deI.‘ entgegenge-
setzten Annahme einen Widerspruch ableiten. Wenn die Menge der
Unstetigkeitspunkte nicht von erster Kategorie ist, muss es ein a>0
und ein Intervall (a,b)%) geben, so dass fiir alle Punkte d}eses In-
tervalls die Schwankung >>a ist. Mit 4, (n=1,2, ...). werde die Menge
derjenigen symmetrischen Stetigkeitspunkte, fir d%e 6§w,a/24)>1/n,
und mit B die Menge der symmetrischen Unstetigkeitspunkte be-
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zeichnet. Da die Menge B-{—Z:A,, das Intervall (a,b) iiberdeckt und B

nach Voraussetzung von erster Kategorie ist, muss es ein n, und
ein Teilintervall (¢,d) von (e,b) geben, so dass 4, in (¢,d) dicht ist.
Man kann die Lénge von (¢,d) kleiner als 1/n, annehmen.

Sei #, ein symmetrischer Stetigkeitspunkt im Intervall (e,d).
BEs wird nun gezeigt, dass sich zwei Punkte z, und @, wo

(8) < By < By < Wy < Ay
finden. lassen, fir die

(9) If (225) — f (22)| > /6,

(10) Xy — @y < MIN[26 (@, 2/24), Xy— i,],

(11) o=y (@—w,) ein symmetrischer Stetigkeitspunkt ist,

Wenn %, ein beliebiger Punkt des Intervalls (w,d) ist, lisst
sich, da in jedem Punkt des Intervalls (%,,d) die Schwankung grogser
oder gleich o ist, ein Punkt Z, finden, so dass:

lf(fa) —]‘(@)]20[/6,

Wenn. #,+44(%,—%,) ein symmetrischer Stetigkeitspunkt ist,
geniigen die Punkte z,=%, und x;=7%, den Bedingungen (8), (9), (10)
und. (11).

Wenn 2+ §(%—3%,) kein symmetrischer Stetigkeitspunkt ist,
werde ein positives &< §(¥y—F,) gewihlt und mit ¢ die Menge
der Punkte # des Intervalls (% —e, Z,) fir die |f(x) —1(&y)| 2 /6 ist,
bezeichnet.

Tst nun die Menge ¢ von zweiter Kategorie, so muss es in q,

0 < & —T, < min [20 (2, a/24), Ty — x,].

da die -Menge der symmetrischen Unstetigkeitspunkte von ergter -

Kategorie ist, einen Punkt x; geben, so dass @, §(2,—3%,) ein sym-
metrischer Stetigkeitspunkt ist. Setzt man z,=%,, so ist klar, dass
fir o, und @, die Bedingungen (8)—(11) erfiillt sind.

Ist aber die Menge O nicht von zweiter Kategorie, so ist die

Menge D= (%,—e, Z;)— C von zweiter Kategorie. In allen Punkten z
von D ist dann

(12) [f (@)~ (Za)| < af6.
~ Nun wird im Intervall (%, Z,-+¢) ein Punks wy gowihlt, so dass
(13) 1 (@y)—F (wa)| Z>a/3.
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Aug (12) und (13) folgt, dass fir alle Punkte x von D
If ()—f(w,)| =>af6 ist. Da die Menge D von zweiter Kategorie ist,
muss es in D einen Punkt x, geben, so dass w4 §(z;—,) ein
symmetrischer Stetigkeitspunkt ist.
Somit ist gezeigt, dass es Punkte x, und x; gibt, die den Be-
dingungen (8)—(11) geniigen.
" Nach dem Hilfssatz gibt es ein positives h<<i(w4—ax,), derart dass

(14)  [fTo-+ b (By—tg)]—fl0— b (tg—arg) } <t/ 12
igt. Setzt man:

& =15 (@ +z), o= F(®o+&1),
8o ist, wie leicht nachzurechnen,

tir zo<z<@y+h
E3=%(@o+h+ &),

<< w0< '52< Es< By El< Ty d.

Da die Menge A4, in (c,d) dicht ist, muss es in (£,,&;) einen
Punkt #' geben, der zu A, gehort. Der Punkt o=22'—¢ liegt im
Intervall (x,,%,--h). Nach (14) ist daher
(15) I (200" —ab) —F (2" — 5)| <a12.

Andrerseits ist die Linge des Intervalls (¢,d) kleiner als 1/ng;
somib ist [f[2' + (2 — )] —f&' — (@, — ")) <24, was gleichbedeu-
tend mit
(16) |f(“92)“‘“f(237’““w2)| < af24
ist. Ebenso ist [f[& - (wy—a')] — f[o'—(@,—')]|<a/24, was gleich-
bedeutend mit
(17) |f (23) — f (20" — @y)| < /24
ist. Aus (9), (16) und (17) folgt \f (20 —y) —F (20" —5)|>a[12, Was
mit (15) in Widerspruch steht.

Ist eine Funktion in allen Punkten symmetrisch stetig, so
werde sie symmetrisch stetig genannt. Aus Satz I folgt dann

Sate IL. Ist eine Funltion symmetrisch stetig, so ist sie punkt-
weise unstetig.

Offen bleibt die Frage, ob es symmetrisch si?etige Funktionen
mit nicht abzihlbarvielen Unstetigkeitspunkten gibt.

Wien, 22, Mirz 1937,
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