Uber ein Problem von H. Hopf.
Von

Samuel Eilenberg (Warszawa).

In der vorangehenden Arbeit ,Freic Uberdeckungen wnd freie
Abbildungen” (dieser Band 8. 33) hat Herr H. Hopf u. a. drei
Sétze iiber lokal zusammenhﬁngende und unikohdrente Kontinua
bewiesen (Sdtze IIa,b,c, 8. 35—36) und die Frage nach deren
Verallgemeinerungen durch Weglassung der Voraussetzung des lokalen
Zusammenhanges gestellt (S. 50).

Nachstehend soll diese Frage fiir den Satz IID insofern gelost
werden, als der Satz fiir irgend ein Kontinuum X bewiesen wird,
wobei anstatt der Unikohdrenz von X eine (im Falle eines lokal
zusammenhingenden X ihr &quivalente) Eigenschaft des Abbildungs-
raumes St 1), némlich der Zusammenhang wvon St %), voraus-
gesetzt wird.

Fiir beliebige Kompakta X ist seinerseits der Zusammenhang
von 8§ mit folgenden drei Rigenschaften dquivalent:

1° jede Abbildung feST ist unwesentlich;

20 fiir jedes fe Sy gibt es ein pe Ry 1) derart, dafB f(x)=e¥®
tir jedes weX 3); '

3% jeder 1-dirmensionale konvergente Zyklus von X mit ra-
tionalem Koeffizientenbereich ist ~0 in X 4).

1) R, bezeichnet die Ebene der komplexen Zahlen, R, die reelle Achse,
8, die Krelshme || =1.

X bezeichnet wie iblich den Raum aller stetigen Abbildungen des Raus
mes X auf Teilmengen des Raumes Y.

?) Wegen der Aquivalenz zwischen der Unikohirenz cmeﬂ lokal zusammen-
hingenden Kontinuum X und dem Zusammenhange von Sl , 8. K. Borsuk, Fund,
Math. 17 (1931), 8. 195, und auch . Eilenberg, Fund. Math. 26 (1936), 8. 70.

%) 8. Eilenberg, Fund. Math. 24 (1935), S. 162.
%) K. Borsuk, Fund. Math. 20 (1933), S. 230.
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Nun lautet die Verallgemeinerung des Satzes IIb von H. Hopf,
wie folgt:

Satz 1. Sei ein Kontinuum X mit zusammenhdingendem Ab-
bildungsraume St in drei abgeschlossene Teilmengen zerlegt:

*) » X=X+ X,+ X,.

Dann gibt es fir jede Abbildung geX
welches g(X;)-X;=F 0.

Beweis. Man kann offenbar X,-X,-X,=0 annehmen. Der
Nerv N der Zerlegung (*) ist ein 1-dimensionales Polyeder mit <3
Eckpunkten. Man kann also N (8, voraussetzen.

Wire nun ¢(X)-X;=0 fiir jedes ¢=1,2,3, so gibe es?)
eine Abbildung feNX, derart daB f(x)Ffg(x) fir alle zeX
gilte. Somit ist der Beweis auf folgenden Satz ziiruckgefiihrt:

eimn. 1=1,2,3, fir

Satz?2. Ist X wgende'm Kontinuum mit zusammenhwngendem 85
so gibt es fir jedes ge_X und jedes fe& ein woe X derart, dap

f(@o)=19 (@)

Beweis. Sei (peR1 eine Abbildung, fiir welche identisch f=e¢%
gilt. Dem Satz ¢* von H. Hopf (L. ¢, 8. 56) zufolge gibt es ein
@ge X, W0 q(xo)=0g(xo) ist. Dann aber 1st o) = '@ = lPt0 =fg(x0),
w. z. b. W.

Satz 2 1iBt sich auch folgendermaflen formulieren:

Satz 3. Ist X ein Kontinuum mit zysammenhdngmdem St
so gibt es fiir jedes geXX und jedes feR-? 1) ein xyeX derart,
dap die Bilder f(z,), f9(zo), f99(x), auf einer Geradem, und zwar
in dieser Reihenfolge liegen.

In der Tat, folgt unmittelbar Satz 2 aus Satz 3. Nehmen wir
anderseits an, daB f(z)F=fg(x) fir alle #eX, und setzen

fo)—Tg(®) .. s

* fiir jedes e X

F@= oy —jgtay ™ !

so folgt f*eSi. Dem Satz 2 gemiiB, gibt es dann ein 25eX, wo
d. h. wo

F(@o)=1*g (2,),

5) H. Hopf, dieser Band, S. 48.
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Fwo) —fog(@o) _ Fg(ao) — fyy(ico)
(o) — Fa(wo)| — [F9(@o) — fgg(azo)]
ist, was die im Satz 3 behauptete Lage des Tripels f(a,), fg(x,),
fgg(xz,) zum Ausdruck bringt.

Als Sonderfall des Satzes 3 fiir ebene Kontinua igt zu erwihnen:

Satz 4. Zerschneidet ein Kontinwum XC R, die Ebene R,
nicht und ist ge X, so gibt es ein wyeX derart, daB die Punkte
Doy @)y () auf einer Geraden, und zwar in dieser Rethenfolge
liegen.

In der Tat geniigh es hierzu, im Satz 3 f(w)=w fiir alle weX
zu setzen und die Aquivalenz zwischen dem Nichtzerschneiden der
Ebene durch X und dem Zusammenhange von St %) zu verwenden.

Bs sei noch bemerkt: wenn die Abbildung geX* involuto-
riseh, d. h. wenn gg(w)==w fiir alle weX ist, so liefert der Satz 3
ein zyeX, wo f(my)=fg(xy), und der Satz 4 ein wyeX, wo
g(m)=u, ist7?).

%) K. Borsuk, Math. Ann. 106 (1932), 8. 246; S. Eilenberg, und. Math.
26 (1936), S. 93 und 8. 281 (der letzte Beweis ist der einfachste).
7) vgl. 8. Eilenberg, Fund. Math. 25 (1936), S. 267-—268.

A problem on topological transformation of the plane.
By
A. S. Besicovitch (Cambridge).

Does there exist a topological (one-one, continuous) tramsfor-
mation S of a plane into a plane for which the consecutive transforms
of a point M
(1) SM, M, S3M, ...
form a set everywhere dense on the plane? ).

Let f(p) be a continuous function with period 27 such that

2
(2) 6( ) dp=0
and that for no J and no n the function
(3) F(p, 6, n)=f(p)+f(9+0)+...-~f(@p+n—1L0)

is constant in an interval of values of ¢.
‘We obviously have

2 ‘
(4) OJ.F((pa d, n) dp=0.

We shall use mn, My, Ny, My, ... for integers and we shall assume
the fractions m,/n,, myfn,, ... to be irreducible.
In the course of defining the transformation § we shall arrive
at two sequences
&y €y ... and ki koy ooy
the first one of real positive numbers rapidly tending to zero and
the second one of positive integers such that

kip1 &1 > 2k &
1) The problem has been put to me by 8. Ulam.

for all 4.
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