Les fonctions continues et la propriété de Baire.
Par

W. Sierpifiski (Varsovie).

Le théoréme suivant, que je démontre & Paide de I'hypothése
du continu, donne la solution d’un probléme posé par M. Kura-
towski.

3, s 5N . . . . .

Théoréme. Si 2=y, il existe une fonction continue Ww(t) dune
variable réelle et um ensemble linéwire K toujours de I-ére catégorie,
tels que Densemble

(1) o= 1:3[1/; (t) e K]

ne jowit pas de la propriété de Baire.

‘ Démonstration. On peut, comme on sait, définir une ,,courbe
continue de Peano

@) p=9(t), y=p@# ot 0<I<1

remplissant le carré J2=[0<e<<1, 0<Cy<C1] d’une manidre que les
nombres (0) et ¥(1) soient rationnels et que les points (w' y) du
carré &2 aux deux coordonnées irrationnelles soient des points ;imples
(et non pas multiples) de la courbe (2), ¢. & d. qu’il existe un nomhre
réel u}:nque t pli)ur lequel x=¢(t) et y=y(t). Telles sont p. ex. les
»courbes remplissant le carré” ini P ¢ b
D Hlijlberf,, ré“ définies en effet par G. Peano et
Pogons encore (i)=y(0) pour {<C0 et w(t)=w(l) ¥
La fonc_tion Y(t) ainsi prolongée est continue lg(ol)lr lff)u)t 1;0;1;?01”'>1-
Soient: N ensemble de tous les nombres irrationnels de Iin-
t(?rx.ralle; (0,1) et @ Pensemble plan composé de tous les points (x, y)
ou.xel\ et yeN. La courbe (2) étant continue et bornée, on voit s;’ms
ﬁeme, que 1‘es f‘ormules (2) établissent une homéemorphie entre
ensemble (lindaire) ]:][(cp(t), ¥(t))e@] et Pensemble (plan) Q.
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Admettons maintenant que 2%=g,. Comme j’ai démontré en
utilisant un résultat de M. N. Lusin?), il existe alors un ensemble
lindaire K situé sur Vaxe d’ordonnées, toujours de I-ére catégorie

et tel que 'ensemble plan E[yeK], done augsi 'ensemble plan
XY

(3) Bo<z<1,yeK]

5y
ne jouit pas de la propriété de Baire. Nous pouvons évidemment
supposer que les points de lensemble K ont des coordonnées qui

appartiennent & N.
Ceci dit, supposons, contrairement & la thése du théoréme,

que lensemble (1) jouisse de la propriété de Baire.
s étant un nombre réel donné, l'ensemble F,=E[¢(t)=a]
4

est fermé (puisque la fonction ¢(f) est continue). L’ensemble
Blpt)=a v (t)eK]=F.H,

en tant qu’un produit de deux ensembles jouissant de la propriété
de Baire, jouit également de cette propriété. Il en est encore de
méme de ’ensemble

(4) 2 F.H,

ol 1o sommation s’étend & tous les r rationnels, puisque la somme
d’une infinité dénombrable d’ensembles jouissant de la propriété
de Baire jouit encore de cette propriété.

Les ensembles (1) et (4) jouissant de la propriété de Baire,
il en est donc de méme de leur différence

(5) D=H—3SF.H=B[b()eE]—IBlp@)=rv()Kl=
=E[p(}) e N, w(t) ¢ K.

D’autre part, les ensembles plans
Elz=a,yeK]
xy

étant pour tout @ réel toujours de I-érve catégorie (en tant que su-
perposables avec K), il en est de méme de l’ensemble (plan)

Y Blx=ryeK]

roxy

1) Fund. Math. 22, p. 54; cf. aussi mon livre' Hypothése du continu, Mono-
grafje Matematyczne, Warszawa-Lwéw 1934, p. 71 (proposition Coy)-
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ou la sommation s'étend & tous les » rationnels. Or, Pensemble (3)
ne jouissant pas de la propriété de Baire, I’ensemble plan

(6) M=B0<e<<lyeK]—2 Blo=r, yeK]:E}[weN, ye K]
Xy roxy X, ) -
n’en jouit non plus.
Cependant M (@ et, comme composé uniquement de points
simples de la courbe (2), 'ensemble plan M est homéomorphe 4 ’en-
gemble linéaire ‘

El(p(t), y(9) e M),

qui, d’apreés (5) et (6), coincide avec I'engemble D, Mais D jouissant
de Ia propriété de Baire et M n’en jouissant pas, cette homéomorphie
est impossible, la propriété de Baire étant un invariant des trans-
formations homéomorphes 1).

Le théoréme est ainsi démontré.

Soit maintenant §(z) la fonction caractéristique de I'ensemble K:

O(x)=1 pour zeK et O(x)=0 pour z nonelkK.

Comme K est un ensemble toujours de I-ére catégorie, la fon-
ction 6(w) jouit évidemment de la propriété de Baire. Posons (pour
o réels)

(@) = 8(y (w)).

On a évidemment, en tenant compte de (1):

(7 Blf(z)=1]=E[0(y(2)) =1]=E(y(z) e K] = H.

L’ensemble H ne jouissant pas de la propriété de Baire, on

conclut de (7) que la fonction f(z) ne satisfait pas & la condition
de Baire. Nous obtenons ainsi ce

Co?'ollazire. Si %=y, il existe une fonction de variable
réel.le qui me satisfait pas & la condition de Baire et qui est une fonction
satisfaisant & la condition de Baire d'une fonction continue 2)

.

1) voir W. Sierpinski, Fund. Math. 4, p. 319.
%) Cf. W. Sierpinski, Annals of Mathematics

A 35, p. 278, et mon livre
eité, p. 75 (proposition 0,,). ?
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Quant & notre théoréme, il est & remarquer qu’on peut le dé-
duire aussi de la proposition Cp; de mon livre cité (p. 74), d’aprés
laquelle, si o%=y,, il existe une fonction continue ¥(z) fie variable
réelle (d’ailleurs la méme que dans notre démonstration) trans-
formant d’une fagon biunivoque un certain ensemble E dépourvu
de la propriété de Baire en un ensemble K, qui est toujours de
I-ére catégorie. .

En effet, Pensemble B, en tant que dépourvu de la prop}ﬂ}été
de Baire, est, sur un certain ensemble parfait P, partout de II-iéme
catégorie et I’hypothése 2%=y, impligue 1’exis?ence d’une décompo-
sition de B en deux ensembles disjoints, E=ZE,+FE, dont chacun
est partout de II-idme catégorie sur P1). Posons

(8) (B, =K, et Y (Hy) = K,.

La fonction v transformant E en K, d’une fagon biunivoque,
on a (d’aprés B=E;+EB,):

(9) K=K, + K, et K, K,=0.
Selon (8) et (9) on a évidemment
(10) Bly(x)e K] DB et E[(z) non e K;]1 D Eo.

Les ensembles H, et B, étant partout de II-iéme catégorie
sur P, les formules (10) prouvent que I’ensemble

By (x) e K]

ne jouit pas de la propriété de Baire. Or, lensemble K, étant tou-

j i lement.
ours de I-ére catégorie, 'ensemble K, l'est ég_a
: La fonction () et I'ensemble K=K, satisfont done aux con-

ditions de notre théoreme.

11 est enfin & remarquer qu’un théoréme que j’fni démontré
dans Mathematica, Vol. VIII, p. 191, entraine aussitét la consé-
quence suivante:

8i 2%=y,, il existe une fonction continue f(x) d’u'{w variable
réelle et un ensemble linéaire K toujours de I-ére c';a,tégorw, tels que
Vensemble f(K) me jowit pas de la propriété de Baire.

1) Of. mon livre cité, p. 118 (proposition Cy)-

————————————
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