242 8. Eilenberg.

1. Soit S*C &°. Choisissons @, et 2, dans deux domaines di-
térents de §*—A&% La sphére §° ne se laisse donc pas contracter
en un point dans l'ensemble 82— (9Q,+2,) et, par conséquent, ce
dernier n’est pas asphérique. :

9. Soient 9, et 2, deux cercles géométrlques, enlacés et situés
dans deux plans orthogonaux 11 existe alors dans §° ——( , -+ 2,) une
surface T, d’un tore, laquelle est un rétracte de s —~(Q +£2,) par
déformation. Or, T, étant asphérique, on en conclut que S —(£,+2,)
Test également.

3. Supposons que le groupe nl[S — (8,4 2,)] soit isomorphe &
(= groupe libre & 2 générateurs). Alors Pensemble §P—(2,+ 2,) nlest
pas asphérigue. En effet, §'il Iétait, il se laisserait déformer dans
lui-méme en un sous-ensemble de dimension 1%%). En particulier,
son deuxiéme groupe de Betti s’annulerait, contrairement au théo-
réme de dualité de M. J. W. Alexander, £+, étant non connexe.

On voit ainsi que Pasphéricité de §°—(2,+4 @,) exprime une
sorte d’,enchainement” de £, et £,.

Remarquons enfin que pour qu’un vrai sous-ensemble ouvert
et connexe X de §° soit asphérique, il faut et il suffit que toute
transtormation continue de S® en un sous-ensemble de X soit ines-
sentielle. Tl est évident que la condlmon est nécessaire; d’autre part,
elle implique®) 'égalité ﬂ°(X) 0, ou X designe P’espace de recouv-
rement universel de X. GOmme on a aussi B(X ) 0 pour n_=3,
X est asphérique.

15) en vertu du théordme: Tout polyédre (méme infini) connexwe, asphé-
rique et dont le groupe fondamental est wun groupe libre & un nombre fini de
générateurs. se laisse déformer en un sous-polyédre fini de dimension 1. (8. Eilen-
berg, Un théoréme sur Phomotopie, & paraitre dans Ann. of Math. 38, (1937)).
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Sur une classe de fonctionnelles linéaires.
Par
E.R.Love et L.C.Young (Cambridge, Angleterre).

1. Introduction. Dans un mémoire récent 1), 'un de nous
& montré le réle important que joue la notion de variation bornée

- d’ordre p dans la théorie des intégrales de Stieltjes et dans des

théorémes nouveaux sur lintégration terme & terme qui n’exigent
plus I'hypothése classique de l'intégrabilité absolue.

Nous démontrons ici des résultats en quelque sorte réciproques
de ceux qui se trouvent .dans le mémoire en question. Nous leur
avons donnés une forme analogue & celle de théorémes classiques
de F. Riesz?) et H. Hahn?), mais légérement plus compliquée.
Par exemple, une fonctionnelle linéaire définie dans la métrique des
fonctions continues qui ont variation bornée d’ordre p se révéle
comme une intégrale de Stieltjes, mais seulement pour une famille

de fonctions plus restreinte que celle qui sert comme point de départ.

2. La famille W,. Soit f une fonction, réelle ou complexe,
définie dans l'intervalle réel (a, b)) que nous supposerons btoujours
fermé. On appelle variation d’ordre p=>1 la borne supérieure V,(f; a, b),
ou simplement V,(f), des expressions

(A fpyP

pour les sommes d’intervalles 4 n’empiétant pas les uns sur les
autres. Iei, comme dans la suite, 47 représente la différence f(8)—7f(a)
de la fonetion f aux extrémités a et § de lintervalle A.

1) Young [9].

%) Banach [1] p. 61 et Riesz [7].

3) Banach [1] p. 80, Théoréme 5, et Hahn [4], p. 6.
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Nous désignerons par W, la famille des fonctions f telles que
V,(f) reste fini. Lorsque f<W,, ¢. & d. lorsque V,(f) est fini, / a va-
riation bornée d'ordre p. La condition pour qu’il en soit ainsi est
dailleurs du type de Lipschitz, légérement généralisée pour rendre
la condition invariante par rapport & certaines transformations
ponctuelles. En effet, il est aisé de voir que, pour qu’une fonction f
ait variation bornde dordre p, il faut ef il suffit qu’il existe une fonction
bornée croissante @ telle que ’

af<(4p)"” |
pour towt intervalle A. Lorsqu’il en est ainsi, il est clair que V,(f)
ne dépassera pas (p(b) — @ (a)'P. Bt d’autre part, lorsque V,(f) est
fini, on peut choisir @(2) ={V,(f, a,)}’.

3. Dimension de Carathéodory pour une courbe plane.
Pour simplifier, nous ne traiterons que le cas de fonctions réelles.
On peut alors rapprocher les définitions précédentes de celle de la
mesure k-dimensionelle de Carathéodory?l), qui généralise d'une
fagon tout & fait analogue la mesure linéaire correspondante. On
a le théoréme suivant:

Si f<W, (p==1), Vensemble des (w,y) de la forme (3, f(1))
a mesure k-dimensionelle finie pour k=2—1/p. Plus généralement,
si fO<W, et g(t)<W, avec p<<q, l/p+1/g>1, Vensemble des
points (z,y) de la courbe f(t)g(t) a mesure k-dimensionelle finie pour
k=2—p (1/p+1/g—1).

Démonstration. D’aprés notre hypothése, f et g remplissent
les conditions

41 <Aep, gl <Ay

avec @,% bornées et croissantes. Faisons le changement de la va-
riable w=g¢(t)+ @ (t)=y(f). Puisque Ay=0 entraine Af=4g=0,
les fonetions f et g seront données de fagon univoque pour toute
valeur de u prise par ¢(f)+w (). Nous complétons leur définition
par continuité aux valeurs de » de la forme e(t4+0)+yw(E+0) et
ensuite par interpolation lindaire dans les intervalles (x(t—0), x(£))

et (x(t), 2(¢+0)), ce qui ne peut qu'augmenter I’ensemble des points
de nofre courbe. Nous aurons maintenant

(4) 477 < du, Agl’ <du

) Carathéodory [8], Hausdorff [5] e, pour des développements
ultérieurs, Besicoviteh [2].
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ot f et g sont devenues -fonetions de » définies dans un intervalle
borné, et nous supposerons que cet intervalle se réduit & (0,1)
(ce qui revient au méme que de multiplier f et g par une constante).

Cela étant, divisons (0,1) en N parties égales. En vertu de (A)
les V parties correspondantes de notre courbe sont contenues dans ¥
rectangles dont les cotés sont N'P et N VI=N"'P.(N'P 7). Soit
N, le plus petit entier dépassant N'/7~7, Chacun des rectangles
en question peut évidemment &tre couvert par N, carrés de cobé
NP et Pon a Ny<C1-+N"P""1<2N"P"'7 La courbe entidre peut
donc &tre couverte par 2NTPTV carrés au plus, de cotés NP

Il s’ensuit que, pour tout £>0, il existe une couverture par
des cercles de diamétres d;<e, tels que -

2 d§(1+1/p“1"q) <2 ('/Q‘)p(1+l.‘p—1/'q)_

Notre courbe a done mesure k-dimensionelle finie pour
k=p(1+1/p—1/g)=2—p(1/p+1/¢—1), c.f.q.d.

Remarquons encore que Phypothése 1/p-+1/g>1 est essentielle
pour que des conditions fLW, et g<LW, on puisse déduire que la
courbe f(t), g(t) a mesure nulle.

8i on fait p=g¢=2, des exemples classiques montrent que
f(t), g(t) peut décrire une aire. On obtient sans peine des exem-
ples analogues!) pour p,q quelconques (=>1) liés par P’équation
1/p+1/g=1.

Pour la courbe x(t), ¥ () de Péano, qui décrit un carré de c6té 1,
lorsque t varie de 0 & 1, on sait %) que, si deux nombres ¢ et ¢’ ont
les mémes 2n premiers chiffres dans une représentation ternaire,
les coordonnédes des deux points correspondants de la courbe ont
les mémes n premiers chiffres. On en déduit que x(t) et ¥(f) rem-
plissent 1a condition de Lipschitz d’ordre 1/2 %) et par conséquent

que z(t)<W,y, y({H)<Ws.

1) Pour ne pas lasser le lecteur par des constructions un peu laborieuses,
mais dont le principe remonte en somme & il y a plus de trente ans, nous ne nous
attarderons pas ici & discuter le cas général 1/p+1/g=1, ni & montrer que,

- lorsque l/p+1/g>1 et p<yg, la dimension k=2—p(1/p+1/g—1) est effective-

‘ment atteinte pour certaines courbes.
2) Cf. par exemple Hobson [6], p. 424—426.
38) En effet, on trouve |dz{®.< 36 |41].
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. 4. Existence de I'intégrale de Stieltjes. Les remarques
qui précédent donnent quelque idée de la portée des résultats ob-
tenus dans le mémoire cité en ce qui concerne l’existence de linté-

b
grale de Stieltjes (fdyg.

Il 'y est démontré que lorsque f et g n’ont pas de discontinuite
commune, celte intégrale exviste aw sens de Riemamn, si f<W, et si
g<Wq, o 1/p4+1/g>1. Lorsqu’il y a des discontinuités communes
intégrale existe encore, en un sens légérement généralisé. Bn outre,
toujours pour 1/p+1/g>1, on a Vindgalité ’

b
\[1dg—1(@) (95) — g (a))| < E(p, ) Vo 1) Vlg),

o K(p,q) est une constante dépendamt de p,q seuls.

Ces résultats ne sont plus valables, lorsque 1/p+1/g=1. Des
ez'cemples simples, que l’on trouvera dans le mémoire cité, font
diverger l'intégrale, ce qui n’est pas & nous surprendre, puisque
la courbe f(t), g(t) peut remplir une aire.

Nféa.nmoins, pour certaines fonctions g%Wq — ¢t n'appartenant & aucune
dﬁs ;fam:zlles W, pour ¢, <g — il peut arriver que Vintégrale existe encore, et que
l@:négahté reste valable, avec K dépendant de g, pour toutes les fonctions f c%e la fa-
w,ulle W, définie par 1j/p+1/g=1. (Yest le cas de la fonction continue g(t) qui
s'annule en dehors des deux suites d’intervalles

1/ln+(lflogn)]l<t<lm et 1m<t< 1/[n—(1/logn)]
dans lesquels g(t) est lindaire ot prend la valeur 1/Vnlogn pour t= 1/n. En effet,
Pour cette g(t) particulibre, on trouve assez facilement que f1 fdg existe et est
majorée par V,(f) Vy(g)+O(Vz) en vertu de I'inégalité classiqile de Holder; en

. . . 1
faisant tendre ¢ vers 0, on voit qu'il en est en corede méme de [fdg, quelle que
0

soit f dans W, s’annulant pour ¢=1.

] 5. L’intégrale comme fonctionnelle linéaire dans la
mgtrlque Wp. 1L résulte en particulier des théordmes cités dans 4
que, pour une fonetion g donnée appartenant 3 W,, notre intégrale
?,mste. am sens de Riemann pour toutes les fonctions f continues
@ variation bornée d’ordre p ou 1/p+1/g>1, et quelle représente,

dans cette famille de fonctions, une opération additive et homogéne
L(f) telle que

LN < M) 4V, ()]
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Or, lexpression

QN =1f(a)] + V5(f)

est elle-méme une fonctionnelle convexe et homogéne, c. & d. que l'on a
Qi+ < Q@A) +Q ()
QUAN =129

Cette fonctionnelle @ (f) joue dans W), le rble d’une norme, tout comme
p. ex. la racine p-idme de [|f{’de dans la famille des fonctions & p-iéme
puissance intégrable au sens de Lebesgue. On définit la distance
dans W, par Pexpression @(f;,—f,) et de la on passe & la con-
vergence dans W, etc. Ces notions font de la famille W, un espace
métrique completl). Nous n’utiliserons d’ailleurs en général que les
fonctions continues de la famille Wj; elles en constituent un sous-
espace qui est également un espace métrique complet 2).

Dans la métrique ainsi définie, et que nouns nommons simple-
ment métrique Wp, on appellera, selon la terminologie de M. Ba-
nach?), fonctionnelle linéaire une opération additive et homogéne L(f)
telle que ()< M-Q(7). \

Lorsque g=<W, et 1/p+1/¢>1, Pintégrale [fdg est donc une

a
fonctionnelle linéaire dans la métrique W, des fonctions continues
4 variation bornée d’ordre p.

Plus généralement, si, pour une fonction g donnée, Vintégrale

b
[1dg

a

et
pour tout 4 réel.

ewiste au sens de Riemann pour toutes les fonctions continues | & va-
riation bornée dlordre p, cefte intégrale est une fonctionnelle lindaire
dans la méirique W, des ces fonctions f, c. & d. il existe une constante M
telle que

b
| [ ag| < M-Uf @I+ P (D]

1) 8i Q(fw—fa)—>0, lorsque m et n tendent vers Tinfini, il y a a fortiori
convergence uniforme au sens ordinaire. En désignant par f la limite au sens
de la convergence uniforme, on trouve @ (f—/n) SH_&Q Q(fm—fn)» ce qui donne

m

Q(f—fa)—>0, lorsque n—»oo.
2) D’aprés 1) la fonction limite est continue, lorsque les f, le sont.
3) Banach [1], p. 54, Théoréme 1.
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Pour la démonstration, il suffit de faire appel au théordme
classique ') d’aprés lequel toute opération additive, homogéne et
mesurable (B) est une fonctionnelle linéaire. En effet, l'intégrale est
la limite des sommes finies 3 f(t:) (¢ (8)—¢ (1)), qui sont évidem-
ment continues; elle est donc mesurable (B).

6. Expression d’une fonctionnelle linéaire sous forme
d’intégrale de Stieltjes. Ainsi que nous I’avons annoncé dang 1,
nous aurons & considérer une famille de fonctions plus restreinte
que W,.

Soit fo)(]‘) la borne supérieure des expressions (3 |47")"”
pour des sommes d’intervalles 4 de longueur <d, n’empiétant pas
les uns sur les autres. Nous dirons qu’une fonctions continue %)

f appartient & la famille W3, si VO()—>0 avec d; en symboles
f<W;s.

) Théoréme. Soit L(f) une fonctionnelle lindasre définie dans la
méirique des fonctions continues f & variation bornée dordre p>1.
Il existe alors une fonction g<W, o% 1/p+1/g=1, telle que

5"
L(f)y=[tag

pour les fonctions continues f de la famille W5 [et en particulier 3)
pour celles de la famille W,_., quel que soit > 0] 1),

Nous montrerons méme qu’on peut choisir g de fagon

que Vo(g) me depasse pas la borne supérieure 27V M qu quotient

217L1""]L(f)]/Q(f). A cet effet, nous aurons besoin du lemme suivant,

qui joue le réle de la réciproque de Pinégalité fondamentale du
mémoire cité.

) Banach T1], p. 23, th. 4.

2) La déﬁni’.ciog (de la famille Wp est plus compliquée, si I'on omet Ihy-
pothése de la continuité. On la trouvera dans le mémoire cité. On peut lui don-
ner aussi la forme dune condition de Lipschitz: |4f|/|4¢|YP horné pour tout 4
¢t tendant vers 0, lorsque |[4p}—>0, ou ¢ est encore bornée et croissante.

5
) En effet, ona 79 <7V, ("™ a2 que oscillation de f dans tout
intervalle de longueur J ne dépasse pas 7", Done Wy >Wp-——5- Cf. Wiener [8].
!y Nous démontrerons que Iintégrale [fdg existe.
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Lemme. Soient: by, ..., by une suite finie donnée et B la borne
supérieure des valeurs de Dexpression

> |2

O<k<sK n 1 <TSIy,

q.1q

)

qui correspondent aux diverses fagons de choisir dans (0, N) en ordre
croissant des entiers ney=0<m<<...<ng=N. Il existe alors une se-
conde suite ai, ..., ax pour laguelle les valeurs de Vexpression analogue

p\1/p
(> |2
. O<k<E ny,_y<r<ny,
o 1/p+1/q=1 ont la borne supérieure A telle que

*22@ bs

O<rss<sN

?AB/Ql—qu_

Démonstration du lemme. Soit m=0<m<<..<mr=N
une suite d’entiers pour laquelle la borne supérieure B est atteinte.

Nous écrivons
A
=S

<rsml

1=1,2,...,L

My
et remarquons que l'une au moins des deux sommes
2‘ q T
ly,l ’. 2 lyll
I impair 1 pair

n’est pas moindre de 1B?. En y appliquant la réciproque de I'inéga-
lité classique de Holder, on démontre qu’il existe une suite, soit
X1y T2y ..oy B, pour laquelle 1'une des conditions:

2;=0 pour [npair, 2;=0 pour [impair,
est satisfaite et, en oufre, aussi les deux conditions

(751‘ I.{L‘[lp)l"p:X’ I‘IZ’ » yl[ > X.B/?:l/q,

Soit maintenant z,=0 et 2z;=ux; pour les entiers s de l'inter-
valle mi—1<ss(my, ce qui, lorsque ! parcourt la suite 1,2, ..., L,
définit z; pour s=0,1,..., N.
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Pour une suite dentiers ny=0<m<..<np=N quelcongues,
croissants de 0 & N, Dexpression

(2 ey ‘p)””

O<k<K
ne peut dépasser 2X. En effet, sa p-idme puissance peut s'écrire

2 o, —ay, [

O0<k<K k—1

si I'on choisit {,=0, ly=max (I) pour les 1 tels que m;<<mp, lorsque
k=1, Bvidemment, on peut omettre dans la somme les valeurs
de k£ pour lesquelles l'intervalle np.i<<s<{m; ne contient aucun des
entiers m;, car alors ly=1{,—. Il Y’ensuit que la somme est majorée par

2P-1 {2 |mllll + 2 l“l|p} — 2P XP,

ce qui justifie notre affirmation. En outre, nous avons
N
28 =13 @by _ 1+t by) =Y my) >XB[2"
8i Pon choisit maintenant a,= 2,— 2, (r=1,2, .;.,N ), on trouve done

A<2X et | 33 abi>=XBj2",

O<r<s<N

ce qui achéve la démonstration du lerme.

Démonstration du théoréme. II résulte d’un principe de
prolongement connul) que la fonctionnelle linéaire, primitivement
donnée dans la famille des fonctions continues f de Wp, admet au
moins un prolongement lindaire dans la famille des fonctions de la

forme f-4@, ot les ¢ sont des fonctions ,en escalier”, ce prolonge-
ment étant tel que

Lif+o) < M-Q(f+9),

done que

L(f+9)l= + L(f+9) < M-Q(f+9),

ce qui donne en particulier, lorsque =0,
IL(e)| < M Q (9).

1) Banach [1], p. 29. Remarquons d’ailleurs que l'axiome du choix pour
les ensembles non-dénombrables n’est pas indispensable ici, car on peut se borner
aux fonctions ,en escalier rationnel®.
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Désignons maintenant par g(r) la valeuwr de L(p) pour la
fonetion particuliére ¢(t)=[a,x], égale & 1 pour i<<a et & 0
pour t>x.

Nous affirmons que V,(g(z)) <2911
En effet, dans le cas contraire, on aurait

N , B
(S g(ml) ““g(ﬁi_.l)lq)l"q>21 -1 Ty
i=1

pour une certaine suite finie croissante zy=a<z:i<...<zy=0> de
points de division de (a, b). Posons b,=g(xs)—g(2s—1). D’aprés le
lemme, il existe des nombres ai, az ..., any tels que

N
3 (@rtaat.. ) (9(@a) — gl@s-1))| > A M,

ol A est la borne supérieure définie dans le lemme. Or, le membre
gauche est la valeur de [L(p)| pour la fonction en escalier

# =3 (-t ([0, 2] — [ 2.1,

qui prend la valeur a;-+a,+...+as pour 2. <t<<ws et 0 pour i=a.
On trouve @(p)=V,(p)=A4. L’inégalité obtenue g’éerit done
|L(p)|> M-Q(¢), ce qui contredit 1’inégalité inverse, obtenue plus
haut.!

Pour terminer, nous montrerons que, lorsque la fonction con-
tinue | appartient & la famille W}, Vintégrale [fdy existe et a la
valeur L (f).

A cet effet, considérons une division de (a, b) en parties (@1, ®:)
de longueur moindre de d, dans lesquelles nous choisissons les points
représentatifs & (1=0,1,2,..., N). Nous avons & montrer que la
gomme de Cauchy

[\

F(&:) (g() — g(@i1))

1

‘|T

tend vers L(f), lorsqu'on fait tendre d vers 0. Mais cette somme
de Cauchy n’est autre chose que la valeur de L(p) pour la fonction

N
en escalier ¢@(2) = Y f(&)([a,#]—[a,#:—]). En outre, lorsqu’on
i=1

divise (@,b) de facon quelconque en parties 4, on aura
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S(f—o)lf = Z A + 34" (F—9)f,
ot les 4’ sont intérieurs aux (w1, &) et les 4" ne le sont pas.
Or, 4" (f—p) a la forme (f(&)—F(&”) — (F(&) —F(E")), ot &, &0

sont intérieurs & (21, ;) et efk,&({o) & (®hr—1,2), €6 oUl i9=k. On en
déduit que

SUGE—o ST + 277 [V + TR = @+2") (V2 (Y,

ce qui donne “
Qi—9) =V, (i — o) <1+ P VP (H<s,

olt s&—>0 avec d, puisque f appartient & W}. On a donc finalement
L) —L(o)| = |L(f— )| < QUf — p)<es,

ce qui achéve la démonstration, puisque L(p) est la somme de

Cauchy en question.

7. La réciproque du théoréme d’existence. Dans le cas
de la fonctionnelle linéaire spéciale, qui est déja définie dans la mé-
trique des fonctions f continues de Wy, par une intégrale de Stieltjes

b
L= [fag

existant au sens de Riemann, on peut compléter le théoréme pré-
cédent. De ce dernier on tiverait seulement I’existence d’une fonction

b b
g* de Wq, ol 1/p+1jg=1, telle que Von ait |fdg= (fdg* pour
. a a

celles des fonctions f qui appartiennent aussi 3 Wj. Or, nous allons
voir que la fonction g elle-méme appartient & la fomiille W,.
En effet, supposons le contraire. On peut alors trouver, ‘quel

que soit l'entier n, des intervalles 4 n’empiétant pas les uns sur
les autres et tels que )

(Z14gl)"">n.

Soit a=um1<w1<...<zy=Db une suite finie de points, choisie de facon
que Pensemble des x; comprenne celui des extrémités de nos A
eb que toutes les différences z—m;—; soient moindres de 1/n. Dans
chaque (@1, #;), nous choisissons un point intérieur . Nous dé-

icm

Fonctionnelles lindaires » 2h3

signons par g¢.(z) la fonction en escalier, prenant la valeur g(x:),
pour &<Kw<<Byi, lorsque i=N, eb les valeurs g(a),g(b) pour
a<<w<§ et EyCa<Cb respectivement.

La fonctionelle linéaire

b
L (f) =/ 1 dg.

n'est pas autre chose qu'une somme de Cauchy s'approchant de
b
[fdg, lorsque n—>co. On a donc en tout cas

fim | L, (f)| <o

pour chaque f continue de W,. Or, en vertu d’un théoréme connu,
dfi & . Hahn?), cela n’est possible que 8’il existe une constante M
telle que .

|Za (D] < M-Q()-

D’autre part, puisque g,=g aux extrémités des 4 qui cor-
respondent & l'entier n, on a V,(gs)>n. Faisons l'usage du lemme
démontré dans 6 avee bi= g(x)— g(@i1)=ga(Ei+0)—ga(5:—0) et
B=V,(g.)>n. On trouve alors qwil existe une suite non nulle
a1, @y ..., ay  telle que

f (@1 oo ) (G (B 0) — ga(E— 0)) = A2

=1 .

Désignons maintenant par f(z) la fonction continue qui est
linéaire dans (a, ) et dans chaque (&, &i1) (9=1,2, ... N—1),
qui est constante dans (8w, b) et, en outre, telle que f{a)=0,
fE)=a; +ar+...4+a; (i=1,2,...,N). Nous aurons alors pour cette
{ particuliére .
| ()| = An/2' 719> An/4,
ot A est la borne supérieure qui se présente dans le lemme. D’autre
part, en désignant par ¢(z) la fonction en escalier, constante pour
m<o<z; et égale & f aux points a,b et & (i=1,2,..,N), on
obtient Vy(p)=A4, Vo(f)<Vp(f—@)+V,(¢) et, par un calcul tout
3 fait semblable & celui de la fin de 6,

Vy(— o) < (429 3 (laf+ s

1) Banach [1], p. 80, Théoréme 5, Hahn [4], p. 6.
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Par conséquent
QN =V,(N<A+2(1+2")"") A< 84,
¢e qui donne pour notre fonction f

L (H>n Q1) /32.

Pour #n2232M, on est donc en contradiction avec Pinégalité
du théoréme de Hahn.

Nous avons ainsi démontré la réciproque suivante du théoréme
d’existence: la condition g=W, est nécessaire pour que Uintégrale

b
[fdy ewiste aw sens de Riemann pour toutes les fonetions f continues
a

de Wp ot 1/p+1/g=1. Le théoréme d’existence Ini-méme nous disait
que la condition g<W,_. pour un >0 est suffisante. En outre,
nous avons vu que dans le cas intermédiaire, ol g<W, sans que
g<Wg— pour un >0, il arrive soit que Pintégrale existe encore
dans toute la famille conjuguée de fonction f, soit qu’elle cesse
d’exister pour certaines de ces derniéres.

8. Enoncés complets des théorémes réciprogues,
Pendant que, dans la métrique W,, la fonctionelle I f)=fb fdg - est une
intégrale par rapport & une fonection g de W, ou al/p-{—l/q_——l,
Nous savons aussi que, pour les f d’une famille plus restreinte, elle se
laisse écrire f fdg*, ou Ton a V,(¢*) << 2"Vim pour une majorante

M quelcgnque du quotient L (f)/Q (f). Mais, puisque 1’égalité

5
;[ fdg* =(;( fdg a lieu en tout cas pour les fonctions f qui sont des

int(:égra,les indéfinies ordinaires de fonctions en escalier, on en déduit
faclle.ement, en intégrant par parties et en wutilisant un théoréme
classique de Lebesgue, que g(x)—g*(z) a presque partout la
valeur g(a)—g*(a), et, par symétrie, aussi la valeur g(b)—g*(b);
done g et ¢* ne différent que par une constante en tout point
de continuité commune et aux extrémités o et 5.

Il gensuit que les deux différences g(x+0)—g*(x+0) ont
une méme valeur constante pour tout z et, par conséquent, que
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pour une fonction g'(x) dgale & g(x) aux points a et b et & Dune des
quantités g(x+0) powr a<w<<b, on a V,(g'(x)<<2™ M dés que

b
la constante M majore le quotient |[ fdg|/Q (f).

D’autre part, on voit de suite que fbf dg’  existe dés que pr dg
existe aw sens de Riemann, et que leurs %aleurs sont les m-émesa. En
effet, si [ fdg=1I, il existe un nombre positif ¢ tel que, pour toute
division. de (a@,b) en parties (%1, 2;) de longueur moindre de 4,
la somme de Cauchy X f(&) (9(@)—g(@i—1)), OU @ <E<Siti, Dne
differe jamais de I par plus de . En faisant tendre les x; vers @;4-0,
on voit qu’il en est de méme de la somme de Cauchy obtenue en
remplacant g(xz) par g'(z).

Combinant ces remarques avec les résultats de 5, 6 et 7, nous

obtenons le théoréme suivant, analogue au théoréme classique de
F. Riesz:

Théoréme I. (a) Si, pour les f continues de W,, L(f) est une
fonctionnelle linéaire majorée par M (Jf(a)|+Vo(f)), glors, pour celles

des | qui appartiennent & Wy, L(f) peut séerire af fdg au sens de
Riemann, ou V,(g*) <27 M.

(b) 8i Dexpression fbf dg existe au sens de Riemann pour les f
continues de Wy, elle estama]’m‘e’e pour une certaine valeur de M par
M(f(a)-+Vu(f) et VPon a Vy(g)<co. En outre, elle peut alors s’écrire
fbfdg*, ol Vq(g*)<21+1/"M, cette fois pour toutes les | pour les-

b
quelles [fdg existe.
a

On peut donner & ce théoréme une autre forme, en apparence
plus générale, mais qui se réduit & lui, lorsqu’on utilise le théoréme
de Hahn. Nous nous bornerons 4 exprimer ainsi le eas (b). Le théo-
réme qui vésulte comstitue ume réciproque de celui sur Viniégration
terme & terme, démontré dans le mémoire cité?).

Le role du théoréme ainsi obtenu est d’ailleurs tout semblable
4 celui que joue le théoréme de Hahn lui-méme dans la métrique
des fonctions continues et de la convergence uniforme.

1) Young [9], p. 269.
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, Théoréme I1I, Si, pour une swite domnée de fobnctions {94},
L{ fdgn existe au sens de Riemann pour tout n et lim | af fdgn|<ocol),
quelle que soit la fonction continue f de Wy,.alors on peut trouver une
seconde swuite {gn} telle que
1° ffdg,,:fbfdg}’; pour toute f et tout m, dés que le membre
?]a,uche e;iste
20 im V,(g¥)<oo powr 1/p+1jg=1.

b
Posons en effet L,(f)=/fdg.. Selon le théoréme de Hahn, il vient
()| << M Q (f). Donc, par suite du théoreme I (b), on peut écrire

b b .
[fdg.= [fdgk on V,(g%)<2*™"" M.
a a

9. Cas de la famille Lip(1/p). On serait peut-&tre tenté de
eroire que ces résultats subsistent, lorsqu’on remplace la famille W,
par celle plus restreinte des fonections f pour lesquelles

411> E(f) |41,
c. & d. par la famille Lip (1/p).
Ce n’est pas le cas. Nous allons construire, en effet, une suite {¢,}
b

de fonctions continues trés simples, pour lesquelles la suite [fdyg,
est bornée, lorsq;}e f<Lip (1/p), sans que V,(gn) s0it bornée. ’
Soit C=2 )} »~%. Nous posons ¢,=2 Y » % et d,=c,—n".

r=1 e

Soit g(x) une fonction en zigzag, linéaire dans 1les intervalles (¢,—i, dp)
et (dnyCn), qui s’annule aux points ¢, et qui prend les valeurs g(d,)>0
aux points d,. Nous prenons pour g.(z) la fonetion égale & g(x)
pour #-=e¢, et nulle pour z>ec.

Lorsque f-<Lip(1fp), nous aurons

'Ofofdg" =}§fcy<f(”‘%»>—f(m))¢’2’;g(du) du
o1

<E(f) D (__)1@1}2}]9(01”) (eo—dy) = E(f) S ¢(ds)

2
=\ Y
1

S

1) Le théorém_g_ subsiste d’ailleurs si, au lieu de Hr?x]f jdg,,if:oo, on
suppose seulement Im [fdg,<oco. Mais la démonstration nous éloignerait trop
des idées exposées ici.
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Choisissons g(d,.):l/r—'. Lloscillation de g, tend vers co avec n, done
c

V,(g.) n'est borné pour aucune valeur de g. Et cependant |fdg.l
0

est borné pour chaque f-<Lip(1/p).
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