Sur les images biunivoques et continues dans un sens’).
Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Par analogie avec les types de continuité 2) nous définirons

les types y comme il suit.

E et H étant deux ensembles de points (d'un espace métrique),
nous dirons qu'ils ont le- méme type y et nous écrirons yE=yH,
si E est une image biunivoque et continue dans un sens de H, et
si H est une image biunivoque et continue dans un sens de K. Dans
le cas, ou E est une image biunivoque et continue dans un sens
de H, mais H n’est pas une image continue et biunivoque de E,
nous écrirons yE<yH (ou bien yH>>yFE) et nous dirons que le type y
de l'ensemble E est plus petit que le type y de l’ensemble H (ou
bien que le type y de H est plus grand que le type y de E).

Désignons par I'(E) la famille de tous les ensembles H (de
l'espace métrique considéré) qui sont des images continues et biu-
nivoques de l’ensemble E. Comme on voit sans peine, la formule
yE<yH équivaut & la formule I'(E)CI'(H), done 1’égalité yE‘-.yH
équivaut & Végalité I'(E)=I(H). '

Deux ensembles homéomorphes ont évidemment le méme

type y, et deux engsembles du méme type y ont le méme type c,>

Les types y occupent donc une place intermédiaire entre les types
d’homéomorphie et.les types de continuité.

Comme on sait, toute image biunivoque et continue dans un
sens d’'un ensemble fermé compact et aussi continue dans lautre
sens et parsuite établit une homéomorphie. Il en résulte tout de
suite que si, pour un ensemble fermé compact @ et un ensemble E
on & YE<<y®, on a nécessairement yE=y®: il n’existe donc aucun
type v qui serait <y®.

1) Présenté & la I Conférence Intern. de Topologie a Moscou le 9 sep
tembre 1935.

*) Fundamenta Mathematicas t. XIV, p. 345.
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Il en résulte que parmi les types y des ensembles linéaires
dénombrables il n’existe aucun qui serait plus petit que tout autre.
Admettons, en effet, qu'un tel type y existe et soit F ensemble de
ce type y. Le type yE serait donc plus petit que le type y d’un en-
semble linéaire fermé et borné dénombrable quelconque non ho-
méomorphe & E, ce qui est impossible.

Pareillement on démontre que parmi les types y des ensembles
linéaires de puissance du continu il n’existe aucun qui soit plus
petit que tout autre.

Or, parmi les types y des ensembles linéaires dénombrables
il existe un qui est plus grand que tout autre: ¢’est, comme on voit
sans peine, celui de l’ensemble F, de tous les nombres naturels.
Les ensembles du type yE, coincident évidemment avec les ensem-
bles dénombrables isolés. Donc, les ensembles dont le type y est
<yE, coincident avec les ensembles dénombrables qui contiennent
au moins un point d’accumulation.

Parmi les types y qui sont <yE, il existe un qui est plus grand
que tous les autres: c’est le type y de tout ensemble dénombrable
non fermé contenant un seul point d’accumulation, p. e. de l'en-

: 1
semble E; formé du nombre 0, de tous les nombres de la forme o

et de tous les nombres de la forme 2-+1/n, ot n=L, 2, 3,...

En effet, soit ¥ un ensemble (linéaire) quelconque, tel gue
yE<yE,: Pensemble E est donc dénombrable et contient au moins
un point d’accumulation, soit p,. Soit

poa Py Do DPayees

une suite infinie formée de tous les points de E.
Or, soit H un ensemble dénombrable non fermé, contenant
un seul point d’accumulation g, Soit

Qo0 Q19 Yoy daseee

une suite infinie formée de tous les points de H. .

L’ensemble H étant non fermé, il existe un point d’accumu-
lation @ de H qui n’appartient pas & H. Il existe donc aussi une
suite infinie Gk, (b1 <ky<ky<...) de points de H qui converge vers a.
Soient 1,<l,<l;<... les nombres naturels consécutifs qui n’appar-
tiennet pas & la suite %, kg, ks,... La suite 1y, Iy, ly,... est infinie,
puisque ¢, est un point d’accumulation de H qui appartient & H,
donc quzjz a=1lim gy,

n=oQ
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D’autre part, p, étant un point d’accumulation de ensemble E,
il existe une suite infinie d’indices 7, <7, <7,<..., telle que
limp, =p, et que les nombres naturelt consécutifs qui n’appar-

tiennent pas & la suite r,, 7y 74,... forment encore une suite infinie
8, <8, <83< .00

Définissons maintenant dans ’ensemble H la fonetion f comme
il suit.

Posons f(go)=p, f(¢,)=Pr, POUr n=1,2,3,.., et f(g,)=p,,"

pour n=1, 2, 3,...

On voit sans peine que la fonction f transforme d’une fagon
biunivoque et continue dans un sens 1’ensemble H en l’ensemble E.
On a done yE<yH et, en particulier, yE<yE,, c. q. f. d.

Désignons maintenant par H, l’ensemlble formé du nombre 0

1

et de tous les nombres de la formeﬁn—, -+ PR ol m et n sont.des .

nombres naturels. L’ensemble H, et évidemment dénombrable non
fermé et contient un seul point d’accumulation. D’aprés la pro-
priété des tels ensembles que nous venons de démontrer, on a yE,<
<yH, ‘ainsi que yH,;<yH,, done yH,—=yH,. Les ensembles B, et H,

ont-donc le méme type y: or, comme on voit sans peine, ils ne sont
pas homéomorphes (Cela résulte de la remarque que l'ensemble B,

est localement fermé et ’ensemble H; n’est pas localement fermé
au point 0). ‘ '
Deux ensembles du méme type y ne sont pas donc nécessaire-
ment homéomorphes?).
Soit F un ensemble linéaire fermé et borné, contenant un geul
point d’accumulation, p. e. '’ensemble formé du nombre. 0 et de

tous les nombres de la forme %, ol n=1, 2, 3,... On a évidemment
YF<yE,.

Soit maintenant E un ensemble linéaire quelconque, tel que
vE<yE, et yE=yF. De yE<yE, résulte que ’ensemble ¥ contient
au _moins un point d’accumulation et que §'il en contient un seul,
E est fermé (puisque autrement on aurait, comme nous savons,
yE=yE,, coutrairement 3 I’hypothése). Done, si yE<<yE, et yE=yF,
E contient an moins deux points d’accumulation. Une transfor-
mation biunivoque et continue dans un sens transformant tout point

1) Cest M.. Kuratowski qui, en résolvant un probléme que j’ai posé
dans le vol. I des Fund. Math., D. 223 (Probléme 1) a donné le premier exemple
de tels ensembles (Fund. Math., t. 11, p. 158—160).

icm

Images biunivoques et continues 47

d’accumulation de I'ensemble en un point d’accumulation de son

- image, il en résulte qu’il ne peut étre yF<yE; or, F étant fermé

et borné, il ne peut étre aussi, comme nous savons, yE<yF. Done
les types y des ensembles F et F ne sont pas comparables. Le type
7F n’est pas donc comparable avec aucun autre type y qui est <yH,.
Il en résulte tout de suite qu’il n’existe pas le plus grand type y
parmi les types y qui sont <yE,. .

Or, parmi les types y qui sont <yE, et #yF il existe un qui
est plus grand que tout autre. C’est, comme on voit sans peine,
le type y d’un ensemble non fermé contenant deux points d’ac-
cumulation.

Comme nous avons vu plus haut, parmi les types y des en-
sembles lindaires dénombrables il n’existe aucun qui soit plus petit
que tout autre. Il existe cependant des types y d’ensembles linéaires
dénombrables pour lesquels il n’existe aucun type y plus petit.
Tel est le type y de l'ensemble R de tous les nombres rationnels;
tel est aussi tout type y d'un ensemble fermé et borné.

En effet, soit £ un ensemble (linéaire) quelconque, tel que
yE<yR. L’ensemble E est donc une image continue et biunivoque
de I'ensemble R qui est dénombrable et dense en soi: I’ensemble E
est done lui-méme dénombrable et dense en soi, done homéomorphe
4 lensemble R, d’ott yE=yR, contrairement 3 I’hypothése.

D’autre part, soit H un ensemble linéaire fermé et borné et
soit E un ensemble (linéaire) tel que yE<yH. L’ensemble E est
donc une image continue et biunivoque de l’ensemble fermé et
borné H, done E est homéomorphe &4 H, d’oh yE=yH, contraire-
ment & ’hypothése. »

Il est 3 remarquer qu'il ewiste ume suile iramsfinie du type £
de types y croissants d'emsembles lindaires démombrables.

En effet, désignons, pour les nombres ordinaux e<Q, par ¥,
Pensemble formé d’un ensemble linéaire fermé qui, ordonné d’aprés
la grandeur des abscisses de ses éléments est du type w®41, soit
{pdscae, et de V’ensemble H de tous les nombres rationnels inté-
rieurs & l'intervalle (pue, poe+1). Je dis que yEs<yE, pour f<a<Q.

En effety s0it f<a<<Q. On démontre sans peine qu’il existe une

.suite du type of41 extraite de la suite S={pg}ggwu, 80it T={qs}ec0t,

ol g.f=p,, dont les éléments forment un ensemble fermé et telle
que l’ensemble (S—T')--(p.c) est encore fermé. Comme I’ensemble
8—T est clairsemé, il existe un sous-ensemble de I’ensemble H,.
soit H, qui est homéomorphe 4 8—T, et 'ensemble H—H, est en-
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core dense en soi, donc homéomorphe & H, et on peut établir cette
homéomorphie de sorte que si p tend dans H vers p.«, l'image de p

tend dans H—H,; aussi vers poe.
Soit maintenant f(@) une fonetion définie dans I’engemble

=8+H telle que f(z)=2 pour we¢T et qui transforme d’une

fagon homéomorphe Iensemble S—7' en l'ensemble H, et len-
semble H en l'ensemble H—H, de la fagon envisagée plus haut.
On voit sans peine que la fonction f(w) est continue dans E. et 3 va-
leurs distinctes et que f(H.)=T4H. On a donc y(T+4H)<y(E.,).
Or, comme on voit sans peine, y(T-+H)3=y(E.), puisque les images
continues de T+ H ne donnent aucun point qui soit limite d’une suite
transfinie (bien ordonnée d’aprés la grandeur des abscisses de leurs
points) d’un type >w’. On a done y(Ep)=y(T+H)<y(E.), c. q.1. d.

D’autre part, il ewiste une suite transfinie du type Q de types y
décroissamts. Telle est, comme on voit sans peine, la suite {H,), p
ou H, est I’ensemble formé de tous les mombres naturels et d’un
ensemble linéaire fermé qui, ordonné d’aprés la grandeur des ab-
scisses de ses éléments est du type w41,

Dégignons encore par KX 1’ensemble formé de tous les nombres.

rationnels de l'intervalle (0,1) et de tous les nombres naturels.
On voit sans peine que '
YE({<7K<7H“ pour «a < Q.

Il en résulte qu’il existe une famille des types y différents.
d’ensembles linéaires dénombrables qui, ordonnée d’aprés leurs
grandeurs ‘est du type 2414 0%, - _

Or, il existe aussi une famille de puissance x, de types y non.

comparables deux & deux des ensembles linéaires dénombrables. -

Il existe aussi des types y non comparables des ensembles.
linéaires dénombrables non clairsemés. Ce sont p. e. les types yM
et yN, ot M est 'ensemble formé de tous les nombres rationnels.
de Dintervalle fermé (0, 1) et des nombres »—91—@ et 1-}-%, ol
n=1, 2, 3,..., et N est l'ensemble formé de tous les nombres ra-
tionnels de 1'intervalle (0,1), du nombre 2 et des nombres 2 +»1~,.

ot =1, 2, 3,. ’

En. ce qm concerne les types y d’ensembles clairsemés (d’un
espace euclidien), on peut démontrer que tout ensemble clairsemé a le
méme type y qu'un ensemble fermé (borné ou non) et d’en déduire que la
famille de tous les ty Jpes y d’ensembles clairsemés est de puissamoce x,.
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Il est probable que la famille de tous les types y d’ensembles
dénombrables (linéaires) a la puissance X,.

Passons maintenant aux ensembles non dénombrables. Les plus
simples d’entre eux sont les ensembles mesurables B.

11 existe un type.y @un ensemble (non dénombrable) mesurable B
qui est plus grand que tout autre type y d'un ensemble (non dénom-
brable) mesurable B. Comme il résulte sans peine du théoréme d’uni-
cité de M. Lusin?), tel est le type y de ’ensemble formé de tous
les nombres naturels et de tous les nombres irrationnels de l’mter-
valle (0, 1).

Il existe 2% types y d’ensembles mesurables B, puisque, comme
on démontre sans peine, il existe déja 2% types y d’ensembles (Li-
néaires) fermés non dénombrables?).

E étant un ensemble linéaire donné quelconque, il existe,
comme on voit sans peine, au plus 2% ensembles linéaires H diffé-
rents, tels que yH<CyE (puisque dans ce cas H est une image con-
tinue de E, et, pour tout ensemble linéaire F, il existe 2% images
continues de E). On en déduit sans peine que toute classe d’ensem-
bles (linéaires) du méme type y contient 2% ensembles distinets.
La famille de tous les ensembles linéaires étant de puissance 22%,
il en résulte qu’il ewiste 22% types y différemts d’ensembles linéaires
de puissance 2%.

E étant un ensemble linéaire donné de puissance 2%, il existe
22% engembles linéaires H différents, tels que yE<CyH. En effet,
soit B, un sous-ensemble donné quelconque de E et soit E,=E—FE,.

Soit H, un ensemble homéomorphe & F, situé dans linter-
valle (0, 1) et soit H, un ensemble homéomorphe & E, situé dans
Pintervalle (2, 3). L’ensemble E=E,+-E, est évidlemment une image
continue et biunivoque de l'ensemble H=H,+ H,. On a donc yE<yH,
et aux sous-ensembles E, distincts de F (dont la famille est de puis-

sance 22%) correspondent évidemment des ensembles H différents.

Or, comme nous avons vu plus haut, il existe au plus 2% en-
sembles E, tels que yE<(yH. Il en résulte tout de souite qu’il existe,
pour tout ensemble linéaire E de puissance 2%, 22% ensembles li-
néaires H différents, tels que yE<yH, et on en déduit qu’il existe,
pour tout type y dun ensemble linéaire de puissance du continu, 22%
types y différents plus grands que le fype consideré.

1) Voir p. ex. Fund. Math. t. 111, p. 29—30.
% Cf. Fund. Math. t. 1T, p. 27.
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