Uber die Definition der Primenden.

Von
Stefan Mazurkiewicz (Warszawa).

Carathéodory hat im Jahre 1912 den Begriff der Primenden
eines ebenen, beschrinkten, einfach zusammenhingenden Gebietes
eingefiihrt; die Primenden sind nach seiner Darstellung axiomatisch
definierte Gebilde, die ,in gewisser Hinsicht einen Ersatz fir die
Punkte des Randes bilden“?).

Ich werde zeigen, dass man die Primenden durch geeignete
Meirisation des vorliegenden Gebiectes und Anwendung des bekannten
Cantor-Meray-Hausdorff’'schen Verfahrens erhalten kann. Dass dies
moglich ist, folgt unmittelbar ans den Hauptsatz von Carathéo-
dory fiiber das Verhalten der Primenden bei konformer Abbil-
- dung ?): man braucht ja nur das Gebiet auf den Einheitskreis kon-
form abzubilden und die Metrik des Einheitskreises auf dasselbe
zu verpflanzen. Das Problem besteht also darin, die geeignete Metrik
des Gebietes rein mengentheoretisch zu definieren.

§ 1. Die ,Primendenmetrik¥.

Wir bezeichnen die Ebene mit B,, die euklidische Metrik mit ().
Sei G ein ebenes, beschriinktes, einfach zusammenhéngendes Gebiet.
Sei (¢') irgend eine in G definierte und mit (¢) dgquivalente Metrik 3).

1) Carathéodory: Math. Ann. 73 (1913) § 323—370.
?) Carathéodory: L. c. 8. 344—351.
%) Zwei Metriken (¢) und (¢’) eines Raurhes R sind édquivalent, wenn far
ZyeR, ToeR, n=1,2,... aus lime (%> %n) = 0 auch lim ¢’ (xy, #,)=0 folgt und
n o0 n—00

umgekehrt.
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Durch Anwendung des Cantor- Meray- Hausdorff'schen Ver- .
fahrenst) auf das Gebiet @, aufgefasst als metrischer Raum mit der
Metrik (o), enisteht ein vollstindiger Raum I'(G, ¢’). Wir setzen:
A6, ¢')=T'(G, ¢')—@. Die Beschaffenheit von I'(G, ¢') und 4(6, ¢'),
welches einen ,Ersatz de Randes“ bildet, ist natiirlich von (¢
abhingig. Z.B. wenn (¢)=(¢), d.h. wenn (¢') die euklidische Me-
trik ist, so hat man: I'(@, ¢)=G und 4(@, ¢') ist der gewshnliche
Rand; ist (¢') die relative Metrik von @ 5), so gibt A(@, ¢) die
erreichbaren Punkte des Randes. Wir wollen eine mit (¢) #dqui-
valente ,,Primendenmetrik” (9.) konstruiren, so dass sich 4(@, e:),
mit der Menge der Primenden von @ identifizieren lisst. Ist zeR,,
2}0, 50 bezeichnen wir mit K(z, 4) das Innere des Kreises mit
Mittelpunkt z und Radius 4.

Sei aeG ein fester Punkt, 0 <38 < ¢(s, F—@G); wir setzen:

1) G=G—K(a,3p); G=G—K(a 28); G=G—K(a,}f)

Definition. Sei ze@y, j=1,2. Wir bezeichnen mit O (2, 2,)
die Klasse aller Punktmengen H mit folgenden Eigenschaften:

(4,) HC6,
(A4,) H ist zusammenhingend und abgeschlossen in G (also ein Kon-
tinuum rel. G).

(4;) 2 und 2, liegen in derselben Komponente von G—H.
(4,) a und 2, liegen in verschiedenen Komponenten von G—H.

Definition der Primendenmetrik. Fir ze@, t=1,2
setzen wir: ’

(2) 0x(2 2a) =Inf0(H),  HeS(2, %)

Hilfssatz 1. Zu jedem z, ¢ G, existiert ein 1,>>0 derart, dass aus
(3) zy € Gy,
folgt

(4) 0(21y 23) = 0x(2y 25)-

02y 29) <m

1) Vgl. 2. B. Kuratowski: Topologie I, (1933) 8. 200—202.

%) Die relative Metrik von G ist definiert durch ¢’ (2, 2,) = Inf 6 (0), wo O
alle Kontinua durchladft, die in @ enthalten sind und z, #, enthalten.
Fundamenta Mathematicae. T. XXVIL. 18
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Sei (.G ein Kontinuum, welches 2, und a enthélt; wir be-
stimmen die positive Zahl 7, so, dass sie die Ungleichung erfiillt:

(5) - 28> < 0(0, G—G).

Wir bezeichnen mit 2, 2, die geradlinige Strecke mit Endpun-
kten 2,2, Ist A>0, so sel H, die Menge der Punkte z fiir die
0(2, 77) = 4. Wenn (3) erfiillt ist und 2<<m—e(2y, 25) S0 ist
H;e$ (2, %)y also: ,

(6) ’ 0 (2, 23) =.0(H2) = 0(2y 22) + 24
und, da 24 beliebig klein:
(N o2y, 2,) = 0(2y, 2,)-

Aus (3) folgt also (7). Somit folgt aus (3 ) 0x(2y Ro)<lmy. Ist >0,
so exigtiert demnach ein H'e(2, 2,) mit der Eigenschaft:

(8) 7y, > 6(H') < 0x(2yy %) + 1.

H’ zerschneidet G zwischen & und 2, also H'C ==0; wegen (8)
ist aber 4(H')< ¢(C, G—@G) und daher H'(G—@&)=0. Also H'=H’
und H’ zerschneidet R, zwischen a und z,. Seien U, U, diejenigen
Komponenten von R,— H', welche a, beziehungsweise. z, enthalten.
Dann ist K(a, )CU,, also 6(U,) =26 > 1 > 0(2y, 2,) und 2,CU,,
also auch d(U,)>¢(2, 2,). Mindestens eines der Gebiete U,, U, ist
beschrinkt, denn H’ ist beschrinkt. H' bestimmt also in der Ebene
ein beschrinktes Gebiet vom Durchmesser > g(2, 2,). Folglich:

(9) 0(2yy 25) < O(H') < @al2yy 29) + 10

und, da p beliebig positiv ist: 0(2y, 25) = 0:(2y, 2), Was zusammen
mit (7) die Gleichheit (4) ergibt. Der Hilfssatz ist also bewiesen.

(2) definiert eine Metrik in @,. Offenbar ist ¢.(2y,#,) symmetrisch
in Bezug auf 2, 2z, und verschwindet nach dem Hilfssatz dann und
nur dann, wenn 2, =z, Man braucht also nur die Dreiecksun-
gleichung zu beweisen. Sei 2@y, i=1,2,3; 7>0. Wir koénnen
H, e $(z, 2,) und H, e (2, 2;) 50 bestimmen, dass:

A0 erle 25 >O(H),  exley m)+ 3> S(Hy).
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Sei V, die Komponente von. @ —H,, die 2, und 2, enthils,
V, die Komponente von & — H,, die 2, und 2z, enthilt. Dann
ist- V=V, + V, ein zusammenhingendes Teilgebiet von @, welches
z, und 2z, enthilt. Man hat: ae(G — Vl) (G — Vz) G—7V. Sei W
die Komponente von & — ¥, welche a enthalt, und H; = (W —W).
H, ist abgeschlossen in G und zusammenhéingend, denn ein einfach
zusammenhéngendes ebenes Gebiet geniigt, als Raum betrachtet,
bekanntlich dem Phragmén-Brouwerschen Theorem. Bs ist weiter:

(1) HyC HV—V)C AT—Vy) + A Toe V) C Bt H,C Gy

Offenbar zerschneidet H; das Gebiet @ zwischen 2, und a,
nicht aber zwischen 2y und 2, Somit ist Hge H(2y, 2,).
Wenn H, H,=0, soist J(H,+H,) < 6(H,)+6(H,) und daher

(12) 0(Hy) = 6(Hy) + 6(H,).

- Wenn aber H, H,= 0, 80 ist (12) erst recht erfiillt, denn H,
ist zusammenhingend, muss also in diesem Fall entweder in H,
oder in H, enthalten sein. Aus (10), (12) folgt:

(13) 0x(2y, %) §6(H3) < 0x(21y 23) + 0a(yy 23) + 177
und, da #n beliebig positiv:

(14) 0x(2y; 23) = 02y %) + 0 (25, 23),

d. h. die Dreiecksungleichung.

Die Metrik (o) v8t mit der euklidischen dgquivalent in G,. Dies
folgt unmittelbar aus dem Hilfssatz.

Die Metrik (¢x) ist einstweilen nur fiir @, definiert. Nach einem
von Hausdorff® angegebenen Verfahren kann man sie auf G erwei-
tern, so dass sie in G mit (¢) Aquivalent bleibt. Ubrigens ist fiir jede
mit (¢) in @ dquivalente Metrik (¢): 4(@, ¢') = 4(Gy, ¢') =4(G,, ¢'),
80 dass man sich auf die Betrachtung von 4(Gy, ¢.) oder 4(G, ¢x)
beschrinken kann.

Bemerkung. Man darf, ohne Verinderung der Primenden-
metrik, die Bedingung (4,) durch die engere: H ist Querschnitt oder
Riickkehrschnitt von @, oder durch die weitere: H st abgesohlossm
in G ersetzen.

) Fund. Math. XVI 8. 353—360,
18*
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§ 2. Die relative Primendenmetrik.-

Dejinition. Der Durchmesser einer Menge Z(C G in der
Primendenmetrik ist definitionsgemdiss:

(15) _ 0,(Z) = Sup 0.(2y, 2,) €2, zel.
' Definition. Die Relative Primendenmetrik wird definiert durch:
(16) 0% (21, 2;) = Tnf 4:(0),

wo C alle Kontinua durchliuft, welche in G liegen und 2,2, enthalten.

Satz 1. Wenn 2ie@y, i=1,2 und ¢.(%, 2,) <p, so ist
0a(%y 25) = 03(%, 22)- :

Sei 7>0. Gemiss der Voraussetzung existiert ein H €D (2 2,)

derart, dass:
amn d(H) < B; O(H) < 0 (2 23) + 1.

Ieh behaupte, dass H K(a, 28) = 0. In der Tat, im entgegen-
gesetztem Fall hitte man wegen (17): H(C K(a, 38) — K(a, 3),

also H=H(CG; somit musste H die Ebene zerschneiden. Die
Komponente von R,—H, die 2, enthilt, enthilt R, — K(a, 38)
ist also unbeschrinkt. Die Komponente, die a enthilt, ist somit
beschrénkdt, sie enthilt aber K(a, 8), hat also einen Durchmesser =2 3.
Es wire also 6(H) =28 im Widerspruch mit (17). Also:

(18) H K (a, 28) =0.

Nach (18) enthédlt die Komponente von G—H, die a enthilt,
auch K(a, 2f). Bezeichnet man also mit U die Komponente von
G —H, die # enthilt, so ist UC @,. Wenn also #;,2; in U liegen,
30 ist HeH(¢, 2) und ea(2l, 22) < 6(H) < @al2y, 2) + 0. Also:

(19) 02(U) = on(21y 2) + 1
und, da 7 beliebig positiv:
200 - o 0(U) = 0x(2y, 29).
Sei C ein Kontinuum in U, welches 2, mit z, verbindet. Dann ist:
(21) 0%(212) = 6:(C) = 82(U) = galayy 20).

Da selbstverstindlich ¢3(2),25) 2 a(2,2,), 80 8t der Satz bewiesen.
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Aus Satz 1 folgt:
(22) 4(G, 0a) = A(G, of).

Satz 1 scheint den topologisch-metrischen Grund dafiir zn
enthalten, dass 4(@, ¢:), welche mit der Primendenmenge von @
identifizierbar ist, mit der Kreislinie homéomorph ist.

§ 3. Die Primenden und die Primendenmetrik.

. Die Menge der Primenden von @ bezeichnen wir mit IT(@).
Die Menge G--II (@) bildet einen topologischen Raum ?). Wir werden
zeigen, dass sich II(G) und A(G, ¢,) identifizieren lassen. Genauer:

Satz 2. Es evistiert ein Homdomorphismus zwischen I'(@, ¢x)
und G+ I1I(G), welcher sich in G auf die Identilit reduziert.

Hilfssatz 2. Wenn zeG und die Folge {z}} gegen ein Prim-
ende konvergiert, so ist {z;} eine Fundamentalfolge in der Metrik o,.

Das Primende, gegen das {z;) konirergiert, ist darstellbar durch
eine Gebietskette {U.}, deren Begrenzungen rel. G eine Kette
von Querschnitten {@Q, bilden mit der Eigenschaft lim 6(Q,)=08).

Man kann voraussetzen, dass a in keinem U, enthalten ist
und dass U,CGys also Q.:C G, k=1,2,.. Sei 9>0. Wir bestim-
men %, 80, dass 6(Q)< 7. Wegen der Voraussetzung existiert ein j,
derart, dass zeU, fir j=j,. Dann ist aber 2zeUs,2ieU, fir
§=jy, 1=4y, also Q €9(21 %), also:

(23) ea(z, 2) = 0Qk) <7

und der Hilfssatz ist bewiesen.

fir 4, j>i

Corollar. Alle Folgen von Punkien aus @, die gegen ein Pri-
mende B konvergieren, konvergieren im Sinne der Metrik (0z) gegen éin
Element von A(G, 0x)- :

Wir bezeichnen dieses Element mit w(E).

Hilfssatz 3. Wenn z¢@ und die Folge {z) in der (o) Metrik
gegen ein w,eA(@, 0x) konvergiert, so konvergiert {2} gegen-ein Primende
E; und es ist

(24) : w(B,) = w;.

7) Carathéodory: L c. 8. 851, Urysohn: Fund. Math. 8. 235
&) Carathéodory: L ec. 8. 343, Satz VIIL
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Man kann zunichst, nach einem Satz von Carathéodory?)
aus {2} eine Teilfolge {2,) aussondern, die gegen ein Primende E,
konvergiert. Dann ist, nach Hilfssatz 2, wl:-:w(lflil). I-ch behaupte,
die ganze Folge |2} konvergiere gegen E. Wiire dies nicht der Fall,
so konnte man aus {z} eine zweite Folge {z,,,j‘,l aussondern, welche
gegen ein Primende F, 5= E; konvergiert. E; und E, kénnen dar-

o
gestellt werden durch zwei Gebietsketten (UL}, (UL, deren Be-
grenzungen rel. G zwel Querschnittsketten [, (@ sind mit
den Eigenschaften: ,

(25) * lim 6(QY) = lim 6(Q%) = 0.
: koo h»oo

: : M 770 s
Man darf ausserdem voraussetzen, dass a in keinem der U5, U liegt.
Sei > 0. Wir bestimmen ein %, derart, dass:

1 -
(26) 8(Qk) < 37> 8@k
und
(27) UL Uk =0.

Dies ist moglich wegen (25) und F,=E,. Jetzt bestimmen wir die
natiirliche Zahl ¢ so, dass fir j=g¢, i=¢:

(23) | e, 2) <3, —
(29) 2 e UL,
(30) : 2 € UL

Insbesondere st gn(z,,q, z,,,q) <g. Nach der Schlusshemerkung
von § 1 kann man einen Quer- oder Riickkehrschnitt H so bestim-
men, dass H e 9(zn, #m,) und:

(31) ' AH) < g.

Sei ¥ die Komponente von G—H, die Zngy #m, enthilt. Dann
ist W= U'+UP+V eih zusammenhingendes Teilgebiet von @.

®) Carathéodory: 1. . Satz VII, 8. 841—342,
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Es ist aeG—W. Sei Y die Komponente von G—W, die a

enthilt und N = G(¥Y—Y). N ist ein Kontinuum, welches a von
allen Punkten zeW trennt, und, wie leicht zu sehen, ein irreduzibler
Schnitt von ¢ zwischen ¢ und jedem z eW (dies folgt daraus, dass
N=@G(Y—Y) (W—W) ist). Da ausserdem NCQR+0P +m,
also N in einer Summe von endlich vielen einfachen Bogen ent-
halten ist, so ist N ein Quer- oder Riichkehrschnitt. Aus (26), (31)
folgt wie in §1, dass 6(N)<n. Wegen (29), (30) ist 2y €W, 2m W fiir
j=g¢; N trennt also a von allen Punkten der Folge. zp, 2m,y 21y Zmyer.
bis auf eine endliche Anzahl unter ihnen. Also: zu der Folge
Zny #my Zny Zmy... Kann man Quer- oder Riickkehrschnitte von beliebig
kleinem Durchmesser bestimmen, welche a von allen Punkten der
Folge bis auf endlich viele trennen. Nach einem Hilfssatz von Ca-
rathéodory?) ist die Folge gegen ein Primende konvergent, wor-
aus F, = F, im Widerspruch mit der Voraussetzung folgt. Somit
konvergiert {2z} gegen F, und der Hilfssatz ist bewiesen.

Aus dem Hilfssatz folgt, dass w(E) eingindeutig /I(G) auf 4(@, ¢,)
abbildet. Setzt man w(z) =z fiir z¢ @, so bildet die Funktion w
die Menge G+I11(@) auf I'(@, ¢.) eineindeutig ab und reduziert sich
fir Punkte vom @ auf die Identitit. Nach einem Satz von La-
vrentieff iiber die Erweiterung stetiger Funktionen) ist % um-
kehrbar stetig, also liefert den gesuchten Homdéomorphismus. Satz 2
ist also bewiesen.

Ich habe in dieser Abhandlung lediglich die Primenden von
Carathéodory behandelt, ohne auf die von H. Kaufman ent-
wickelte allgemeine Theorie der Primenden ebener und raiimlicher
Gebiete einzugehen. Ich vermute aber, dass analoge Erwigungen
auch fir die Kaufman’sche Theorie, eventuell fiir eine Primenden-
theorie auf Riemann’schen Flichen von Nutzen sein koénnen.

1%) Carathéodory: 1. ¢. Hilfssatz 2, S. 338—340.
1) Fund. Math. VI S. 149—151.-

Zakopane, 8/II1 1936.
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