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et la formule (9) donnerait & la limite avee k—» oo
L == Xy

ce qui est impossible, puisque i =}=m. .
Nous avons aingi démontré qu’il existe un indice p satisfaisant

3 la condition (6).
Daprés (B) on a done pour 2=, -+ h, ot n > pu:

Pt~ h) = F(@) + b @) pour n>u,

done, comme X, ==&,

Eg%g‘t%&,Tl{'(xO) = /' (xO) pour 2 > u,

ce qui donne tout de suite
lim E(%_}' ]Zﬁ)'—" I{ (%) = f(ut).

Le nombre réel x, étant supposé arbitraire, la formule (1) se
trouve ainsi établie pour tous les x réels e q. £ d.

Sur un théoréme de M. Sierpifiski.
Par
Stefan Banach (Lwéw).

M. W. Sierpifiski a démontré récemment 1) ce

Théoréme: fi(p), fo(p), fo(p),... dtant une suite infinic de
Sonctions définies dans un ensemble infini E (formé d’éléments quel-
conques) et ne prenant que les valeurs appartenant & E, il existe
deuz fonctions de méme nature, (p) et w(p) telles que toute fonction
de la suite considérée est une superposition (finie) de ces deux Fonctions.

Le but de cette Note est de donner une démonstration plus
simple de ce théoréme.

Démonstration.

Décomposons l’ensemble E en une infinité dénombrable d’en--
sembles disjoints E,, B,, E,,..., dont chacun a la méme puissance
que l'ensemble E, et décomposons l'ensemble %, en une infinité
dénombrable d’ensembles E,,, E,,, Eys,..., dont chacun a la méme
puissance que X, (donc aussi que E).

Définissons ‘maintenant dans l'ensemble X la fonction P(p) de
sorte qu'elle transforme d’'une fagon biunivoque I'ensemble E, en
Pensemble Z,,, pour n=1,2,3,...

Or, définissons la fonetion @(p), d’abord seulement dans Pen-
semble £— E,= K, + E,-+ E,-.., de sorte qu'elle transforme d'une
fagon biunivoque l'ensemble Z, en l'ensemble Z,, pour n=1, 2, 3,...

On vérifie sans peine que, pour » = 1,2, 3,..., la fonction

(1) 0.(p)=oy" py(p)

1) Fuond. Math, t. XXIV, p. 209,
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transforme d'une fagon biunivoque l'ensemble I en I'ensemble 1t ,.
La fonction #7%(p) (inverse de la fonetion 6,(p)) est ainsi définie
dans lensemble %,, et transforme E,, en K.

Définissons maintenant la fonction g(p) dans I'ensemblo

Ly = kK, +- Loy + Lo Foen
en posant

) ¢(p)=/ru6:}(p) pour peli,
Les formules (1) et (2) donnent immédiatement (d’aprés 8,(L)=MH, )
@ 0,(p) =/u(p) pour pek
ce qui donne, d’aprés (1):
fup =g @u(p) pour pel, n=123...
et le théordme de M. Sierpifiski est démontré.

(n=1,2,3,..)

Sur les ensembles de mesure nulle.

Par

Emile Borel (Paris).

Une méthode fort générale pour définir des ensembles de mesure
nulle consiste & partir d'un ensemble énumérable de points fonda-
Mentaux, dy, @g,..., dy..., que lon supposera denses dans l'inter-
valle 0, 1. Pour fixer les idées, on peut supposer que les a, sont
les nombres rationnels (hypothése A) ‘ou les nombres décimaux

(hypothése B) ou les nombres binaires de la forme % (hypothése C),

ete. Adoptons DPhypothése 4 et considérons l'ensemble Z, défini
comme l'ensemble de points intérieurs & I'un au moins des intervalles

§oA 0y — Pr(n), A - @u(n),

les @,(n) étant des fonetions décroissantes de n, telles que les séries

@) PAACET

soient convergentes, On supposera que s, tend vers zéro lorsque %
augmente indéfiniment; I'ensemble des points communs & tous les 7,
forme alors un ensemble Z de mesure nulle, défini par les fonc-
tions @e(n).

D’aprés un théordme connu, quelque rapide que soit la décrois-
sance des fonctions @g(n), on peut trouver une fonction ¢(n) dé-
croissant au moins aussi rapidement que chacune d’elles, cest-a-dire
telle que Pon ait, quels que soient & et #
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