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pour tout couple 2,2 ¢f équivaut dans cette notation & la con-
dition f(E):[f(E)] =0. .

L’ensemble f(E) étant ouvert et connexe, il existe en vertu du
th. 8 un ensemble Y S; ouvert, simplement connexe, tel que
f(B)YCY et que ¥Y-Y'=0. Soit f,(2) la représentation conforme
de E sur 7, telle que f;(0)=0. Le lemme étant déjh etabli dans
Ie cas des fonctions univalentes, on a |f,(0)|<C 1.

Considérons la fonetion g(2) ==f71[f(2)], qui v’est certainement
pas univalente. On a g(0)=0 et [g(2)| <1 pour tout ze¢kh. En
vertu du lemme de Schwartz on a done [¢g'(0)] << 1. Or,
g'(0)=]7£,—(%’ puisque f(0)=10. On en tire [f"(0)] << f1(0) et

1
finalement [f"(0)] << 1, e. q. £ d.
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Sur Yintégration des coefficients différentiels
d’ordre supérieur,
Par

Arnaud Denjoy (Paris)

Introduction.

1. Soit f(») une fonction continue définie sur un segment ab
{a<<@<CD). Selon une définition particulidrement commode, nous
dirons que f(v) posséde au point x une différenticlle dordre n si
#-h appartenant & abd, f(x—h) est la somme d'un polynome en A
et d'un infiniment petit d’ordre supérieur & 7, % étant infiniment
petit principal. ’

Le coefficient de % dans le polynome, soit f,(x), sera appelé

le n® quotient différentiel de f au point x, et le produit h”f,(z)
recevra le nom de différentielle n® de f au point 2.

Le principal probléme que nous avons en vue est d’examiner si
et dans quelle mesure f(x) est déterminée par son n° quotient dif-
férentiel, puis d’effectuer le calcul de /() supposant connu f, (x).

2. D’aprés la définition adoptée, f(x) admet & fortiori une dif-
férentielle de tout ordre entier p si 1<Cp<Cn, et Iégalité
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détermine, pour % non nul, un nombre &(z, h) tendant vers 0 avec 4,
2 demeurant invariable.
Fundamenta Mathematicae. T. XXV. 18
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Dans le cas particulier ou /(%) admet des déri\_réeﬁ continues des
(n—1) premiers ordres /', /" f@ et une dérivée (1u, n° ‘ordm
/®(x), f(x) posséde une différentielle du #° ordre, et dans I'égalité (1),

= (7).
fp(xl{a r/é:(:ip(ro)que n'est pas exacte, dés que p>.2~ (7, Th). '

La condition (1) toutefois entraine la continuité de f(x) et l'exis-

tence de sa dérivée premidre f;(xz) aun point considéré z.

3. On peut (10—13) considérer des différentielles n"‘.’ spéciales
& um ensemble H, sur lequel se déplace indifféremment le point w+ﬁ,
simplement assujetti & tendre vers x, point d’accumulation de If

Ou bien Pensemble H est indépendant de x. Nous le supposerons
généralement parfait, et parcouru par z. Ou bien H peuju .dépm‘u]ro
de x, et posséde un caractére déterminant pour une différentielle
de f spéciale & un ensemble de la méme classe. A cette ospéeo
appartiennent les différentielles approximatives (11b), prépondérantes,
unilatérales (12).

Enfin, ¢l existe une différentielle d'ordre 7 — 1, mais non pas
une d'ordre #, on peut considérer an lieu d’un quotient différentiel
d'ordre n, limite unique finie d’un certain rapport, des coefficients
différentiels extrémes d'ordre m qui sont les plus grande et plus
petite limites finies ou infinies de ce méme rapport (13).

4. Grice & la formule d’interpolation de Lagrange donmant le
polynome en x d'ordre » prenant en -1 points x les mbmes
valeurs que f(x), on établit des relations entre les quotients diffi¢-
rentiels en deux points distinets x, 2% (3—9).

Jen déduis le théoréme essentiel II (14) que, sur tout ensemble
parfait 2 ok le nombre e,(x, h) est uniformément borné indépen-
damment de », les (n-—1) premiers quotients différentiels sont
continas sur P et le p° est différentiable (n-—p —1) fois spécia-
lement & P.

La méme conclusion subsiste si I'ensemble-base /, relativement
auquel la différentiation fondamentale est effectude, est non pas le
continu, mais un ensemble parfait d'indice fini, observation qui
confirme l'intérét de cette notion d’indice qui s’introduit dans linté-
gration des nombres dérivés seconds généralisés de Riemann (10).

Au contraire, si I'ensemble-base de la différentiation est un
ensemble parfait quelconque H, seule la continuité sur P (inclus
dans H) des quotients différentiels de tout ordre subsiste (17,b, e),
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mais non pas le fait que le quotient d’ordre p (1<Cp) admette gpé-
cialement & P une différentielle d'ordre n—p dont les quotients
sont empruntés & ceux de f par rapport i H.

Je donne un exemple du fait contraire (19).

Cependant (théordme IV, n® 18) le ne quotient différentiel de
f(z) spécial & un ensemble parfait H est une fonction de classe 1
quel que soit H.

Les théorémes V et VI précisent comment, les quotients diffé-
rentiels f,(x) n’étant pas nécessairement ecntinus sur la totalité de ab,
cependant tout ensemble parfait (continu ou discontinu) contient
une portion o, spécialement & P, chacun des f, est continu et dif-
férentiable (20—22). ‘

Enfin, I'énoncé du théoréme II subsiste encore si existence d'un
quotient différentiel #° fini en tout point de l'ensemble parfait P
fait place & I'hypothdse plus large de I'existence de deux quotients
différentiels extrémes finis, pour un c6té au moins (théordme VIII,
n® 24).

Drailleurs, le théoréme VII (28, 25—80) énonce que la fonetion
posséde une différentielle générale n° sur une pleine épaisseur de

I'ensemble I, ot d’un c6té au moins elle a ses coefficients différen-
tiels »e®s finis,

5. Etendant la notion de la dérivée seconde généralisée de
Riemann, jétudie (33—48) les quotients différentiels généralisés.
Les o, étant des nombres indépendants de %, je considére une
combinaison aux différences Q,(f, 2, h, ..., @,4,) qui est une somme
nlz fletah) infiniment petite avec h et équivalente & £, (x) k"
9’ (e) "
quand / admet un quotient différentiel n° continu f, ().

Si RBR,(f, =, b, a,-):% tend vers une limite g,(x) quand % tend
indifféremment vers 0, g,(x)==g,(f,, @, @,;,) est appelé un quo-
tient différentiel »° généralisé.

9.(®) comme @, est indépendant de l'addition & f(z) d'un poly-
nome de degré n — 1 en . '

Si g,(x) est donné, peut-on a priori en déduire f(x), sans ambi-
guité (b l'addition prés d'un polynome d’ordre n— 1)? Ou, sous upe
autre forme, équivalente & la préeédente, si g,(z) =0, f(x) se
réduit-il nécessairement & un polynome unique?
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Il ren est rien si tous les @, sont de méme signe (3D) ni si les o
sont symétriques par rapport i zéro, dés que n> 2 (44).

Toutefois (36—38) quels que soient les a;, I'ensemble £ (fermé)
des points autour desquels f(z) ayant le quotient différentiel #°
généralisé 0 ne coincide pas avec un polynome unique, est non
dense (sur le continu).

Je dis que la combinaison @, est caractéristique si le quotient
généralisé correspondant g,(2) ne peut étre O quand f est égal

a deux polynomes (d'ordre n —1 au plus) distinets dans deux inter--

valles séparés par une extrémité commune (39b). L’ensemble Z, s'il

existe, est alors parfait, car il ne peut avoir de point isolé. Je n’ai

pu démontrer que si la combinaison @, est caractéristique, £ n’existe

pas (48). Ce n'est que si Dexistence de ' est impossible quil peut

y avoir un proeédé opératoire permettant de remonter de g, (%) & /().

~ 8i Pun des @ est seul de son signe, la combinaison ¢, est
caractéristique (42).

6. Jétudie enfin (49—65) le calcul d'une fonection f(x) doude
en tout point de ab d'un #° quotient différentiel géméral £, (),
quand on suppose celui-ci connu. ,

Mais I'exposé gagne en simplicité si 'on élargit les hypothéses.
1l suffit de supposer que f(%) est résoluble dordre n.

La définition de ce caractére (b1) implique 1° des propriétés
locales, savoir la continuité de f(x), et d’autre part une condition
empéchant que deux polynomes différents d’ordre n —1 au plus
puissent &tre ajoutés & f(x) de part et d’autre d'un méme point,
sans que f cesse d'8tre » fois résoluble; 20 des propriétés globales
relatives & un ensemble parfait quelconque P. P doit contenir une
portion P, ol les propriétés énoncées dans le théoréme II sont
vérifiées jusqus lordre »—1, le (n —1)® quotient différentiel spécial
4 P, étant résoluble (d'ordre 1).

Ces hypothéses entrainent l'existence pour / dun quotient diffé-
rentiel approximatif n° f,,(x) sur une épaisseur pleine (52). Réci-
proquement f est déterminé (4 l'addition prés dun polynome
d'ordre # —1) par la connaissance de @,(z) égal i [iq () sur une
épaisseur pleine (56).

Je donne (58—64) le procédé totalisant permettunt de remonter
de @,(x) & f(z).
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La méthode s’applique dés que l'on sait qu'en tout point, d’un
cbté au moins, f(x) a ses deux coefficients différentiels #n*® extr8mes
finis et que ¢,(x) est égal & 'un d'eux.

Etude générale de la. différenciation d’ordre 2,

7. 11 est aisé de voir par des exemples qu'une fonction f(z) peut
avoir une différentielle n® en chaque point, sans qu'aucun des
quotients différentiels figurant dans la formule (1), pas méme f(z),
soit continu. A fortiori, fy(x) vest-il pas toujours la dérivée de
filx)y, ni fo(z) celle de f,(z) (p=1,...,n—1).

En effet, soit par exemple f(z)=—z"t*sin % pour z=f0,

(n entier =2, 0 <Ca <C1) avee f(0)=0.

Pour <=0, f(x) est analytique et par suite admet une différen-
tielle de tout ordre donné, les quotients différentiels étant égaux
aux dérivées de méme ordre.

Pour 2 =0, f(») admet une différentielle d'ordre n, et tous les »
premiers coefficients différentiels sont nuls.

Or,si p=zn+4a—1, fi(z)=/f(#) est discontinu & origine,
En sorte que les dérivées d'ordre au moins égal & 2 n'existent pas
&4 l'origine. Les »n premiers quotients différentiels, bien qu’existant
en tout point «, sont donc discontinus & l'origine.

7b. On peut réaliser des circonstances plus générales analogues
a celle-ci. Soit @ un intervalle de 'axe réel (@ <C @), @ et § pouvant
&tre infinis (@ == — oo, f = oo). Par définition, la distance « de =
au couple (e, 8) est le plus petit des deux nombres |z e, |z —§|.
Supposons z intérieur & @f. Nous appellerons pseudo-distance (ou
encore distance analytique de # au couple (e, ) le nombre d défini par

11 1 (—a) (—

et o a==0
On a

1<ty }li_rf,l%:l, d=u s f—a=oo

Mais d est analytique en z sur lintervalle ag.
Soit Z un ensemble fermé. Nous définissons comme il suit la
pseudo-distance d(z, E) de # & E: Si x est sur E, d(z, £)=0.
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Si @ est dans un intervalle af, ﬁn1 ou infini, contigu (8l est fini)
ou semi-contigu (s'il est infini) & K, d(z, £) est la pseudo-distance
de 2 au couple af. Done, quel que smt Esur &, on a |o—&| > d(a, ).

Ces notations étant fixées, considérons un ensemble fermé J non

dense. Si # est sur K, posons f(x)==0. Si & est étranger & F, soit
1
f(@) =[d (x, Z)]*** sin [, B n>2 0<e<l, p=n+ a—1),

Quel que soit le point & sur E, |f@)] <|e— & Done f(a)
admet en tout point une différentielle d’ordre . ILes quotients
différentiels des n premiers ordres sont tous nuls sur Z. Ils sont
discontinus en chaque point de & (& étant non- dense). Observons
que, spéeialement & B, chacun d'eux est une fonetion continue sur Z,

Nous retrouverons dans le cas le plus général des circonstances
rappelant celles-ci,

8. Formules auxiliaires. Voici diverses remarques trés 6lé-
mentaires qui nous seront d'une grande utilité,
Soit

v=ay+ah+...+a,h

les coefficients a, étant indépendants de A,
Donnons & 4 les valeurs h, vhgy.
les valeurs correspondantes de . Donc

@) W=ay+a, by~ ... a, k2

Posons )= —h)...(h— hni1) et désignons par 8, la somme
des produits ¢ & ¢ des nombres by by, ..
Daprés la formule de Lagrange,

Gta b a, k=

hyyy € sOiENt 0y, uy, .. oy Uy

)y i—la hl+1: L] }’n-l-l

fwnd-1
(22
=2 T B B=h)o (b his) (h—ha)... (h— by
I=1
d’ou
(3) a,=(— 1~ S'ul.l,,":i’. (p=0, 1,..., ).

o (b

@ étant un nombre positif donné, considérons des couples de
pomts (4, y') liés par les relations
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4) @) =Ff+ @ —y) A +..

@ —y v — y) B,
+—(7’&—::1_)'— Ay (y) + 5" [4a(y) +d 2] <

A (). .y Aua(y), A, (y) btant indépendants de y'; ¢ dépend de
%hyY,nma »

9. Théoréme 1. Si les relations (4) sont vérifides quand on y
remplace indifféremment Y par x ow par x—[—-k et y' par z+k-+h,

(i=1,2,...,n41) si dautre part, ; - l<"‘7! @) |h<<Clk|,
B et C étant indépendants de i, j, k on a les relations
f(a;—]—k) @)+ kA @) ...+~ (n e (@) +
+—-[A (x)—[— d; @ u, (B, C)),
k! »
®) +( ul [4, (x)+61 @ iy (B, O,

n_

T TA0)+ 8 iy (B, O]

Ao D) — Ao+ 0 (B, O)
les w,(B,C) (p=0,1,...,n) dépendant seulement de B, C, n, p,
mais non pas de @, k, e, et les |0,| étant infériewrs & 1.

On a par hypothése

‘ Ethy
Flot-bt-h) = 1@ + e+ 1) A @)+ EE D 4y

k hY"l (717+ hi)
+((+ L Au) £+ ST [ Ae) + 60

“ — fl@B) Ry (w+k>+ B Ao+ 4.

Aso B+ E (4,4 )+ 670

flet+kth
Byt
-.-+(_

n—1)!

2 2
avee d;, 6; <1l.
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Done, si nous posons
Jnr
Ay(@ k) — A,(x) — b dyppy (@) — ... — = p)! 4,(2) = pla,
(p=0,1.2,...,n)
la relation
0 = ay+ hay 4 hay 4.+ K" a, + [5'%_3@;‘7'@:{@]“

est vérifiée avee |0, [0' <T1 pour k== Iy, hg,..., k4.

- En posant u,—-_—[- 6'%’1—}— 61@—"%!—@% o, nous trouvons les éga-

lités (2). Appliquons la formule (3). Daprés
(n-}-1)1 B* Qr—>

& i rn n 8 n—p
[l <5 |k [C" 4 (C+ 1)), o 0| H =)l T

un caleul immédiat donne
PP e ok N . " O
plla,l <(u—p)1 [k"~*| 2 B* (C' 1) 0>,
Le théoréme est donc établi avee
(M #, (B, C) =2(n--1) B*(C41)* O,

Cette valeur de w, pourrait &tre améliorée, mais une précision
supplémentaire n'offrirait aucun intérét pour la suite. Avant de tirer
de ce théoréme les conséquences qu'il comporte, nous allons étendre
la notion de différentielle e

10. Différentielles spéciales. Soit H un ensemble linéaire,
situé sur l'axe des nombres réels z, et f(#) une fonection définie
sur H. Supposons x commun & H et & son dérive.

Nous dirons- qu'au point z, f(x) admet spécialement & H une
différenticlle d'ordre n, si ©-h déerivant H, f(@ k) est la somme
d'un polynome en % et d'un infiniment petit d'ordre supérieur & n
par rapport & b pris pour infiniment petit principal, Il existe done »
nombres f,(z, H) (p=1,..., n) tels que &(z, h) défini par

®) loth)=flaHh e B+ foe )t 1, ) )

tend vers 0 avee % si le point @~k ne cesse de se déplacer sur H.
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fa(w, H) est appelé le n® quotient différentiel de f spécial & H
au point .

" f. (% H) est la différentielle n* de f spéciale & H au point a.

Iei encore, l'existence de la différentielle n® spdeiale 4 H en-
traine l'existence de toutes les différentielles d’ordre inférieur i n,
spéeiales & H.

Si f(#) admet au point z une différentielle n° spécialement
& H, celle-ci est déterminée par la connaissance de / sur une suite
particuliére quelconque @ Ay, &~ hy,..., = Ayy,... de points de H
tendant vers z, quand m croft. '

En effet, 'égalité (8) entraine successivement

f (&) = lim f(z+h,)
fi (@, H) = lim f_(ﬂ}T):i@

m=oo

£ (2, H) = lim 2/ @) = f(&) — b /1 (@ H)

m=0 h?,,

Si f(x) posséde une différentielle spécialement & un ensemble H,
contenant H, a fortiori posséde-t-elle, spécialement & H, une diffé-
rentielle du méme ordre, et avec les mémes quotients différentiels
jusqua cet ordre inelus.

En particulier, si f(x) posséde au point x une différentielle
d’ordre n relative au continu, alors, quel que soit H, f,(z, H) existe
et est identique & f, (). Nous appellerons encore ordinaire ou géné-
rale (c'est-h-dire commune & tous les ensembles admettant z pour
point d’accumulation) la différentielle #° relative au continu.

11. A priori, il y aura deux fagons d’envisager une différen-
tielle #° spéciale de # au point . '

Ou bien on considérera un ensemble H indépendant de =, et
sur lequel  se déplace, et en chaque point duquel f, spécialement
4 H, admet une différentielle #n°. Ce cas donne l'extension la plus
simple de la différentielle »® ordinaire,

Ou bien Pensemble H, spécialement auquel f est n fois diffé-
rentiable au point 7, existe pour chaque position de # (tout au moins
pour tout x appartenant & un certain ensemble linéaire w), mais H
varie avec x. H est un ensemble H(z).
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¢ déerivant o, il pourra se faire qu'il nexiste pas d’ensemble

H(w) commun & tous les H(x).

Mais il sera indispensable, pour mettre en évidence des pro-
priétés de la n° différentielle de f au point z spécialement i H (),
de supposer que ce dernier ensemble vérifie des conditions limitant
sa nature, indépendamment de z variable sur .

Par exemple, H(z) a au point , 'épaisseur 1, ou une épaisseur
bilatérale supérieure & 1/2, ou H (x) est, dans un intervalle assez
court entourant x, un résiduel du continu (complémentaire d'un
ensemble de premitre catégorie). ete. Ou peut espérer que, ' étant
sur o assez prés de , et sous certaines conditions assez générales,
deux ensembles H(x), H(a') auront des points communs formant
un ensemble de mesure positive, un résiduel d’intervalle, ete...

f peut posséder au point x diverses différentielles d’ordre n,
correspondant & des ensembles H', H",... différents admettant
chacun 2 pour point limite. Bien entendu, il faut pour cela que
lensemble H'+«H' commun & deux ensembles queleconques H’, H'’
spécialement auxquels / a des différentielles 7** inégales m'admette
pas x pour point limite,

Cette derniére circonstance sera 1mposslblc si par exemple I'épais-
seur inférieure de H’ et de H'' d'un méme cbté de 2 surpasse 1/2
(ou encore si H' et H” sont les complémentaires d’ensembles de
premiére catégorie an voisinage de w).

11b. Une différentielle d'ordre n de f(z) sera dite approwimative
(bilatérale, droite, gauche) si elle est spéciale & un ensemble FH ()
d'épaisseur 1 (bilatérale, droite, gauche) au point . Il existe alors
des nombres f (@), fou(@)..., f,,,u(m) tels que a(w, k) défini par

(8Y5) F (@, B) = f() + b fy () —{—— fm (@) . + [I‘n,a( ) -+ &(z, h)]

tend vers 0 avee » quand le point -4 déerit un certain ensemble
H(x) d’épaisseur (qualifiée ou bilatérale) égale & 1 au point .

12. Quand tous les points de H(x) distinets de x sont d’un
méme cbté de x, / aun signe constant, les différentielles, les quo-
tients différentiels sont dits unilatéraus: droits pour h>0, gauches
pour % < 0.

Nous dirons que f admet au point » une différentielle prépon-
dérante (bilatérale, ou droite, ou gauche) définissant des quotients
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différentiels prépondérants au méme point (et de méme sorte) si f
admet une différentielle spéciale & un ensemble d’épaisseur (bilatérale,
droite ou gauche) supérieure & 1/2 au point .

Si la différentielle prépondérante de / existe au point @, cette
différentielle est déterminde, d’aprés une remarque faite un peu
plus haut. Au contraire, a priori une fonetion f(x) pourrait avoir
pour un c6té donné p, mais non pas (p-} 1) différentielles »°s dis-
tinetes, chacune étant spéciale 4 un ensemble d'épaisseur inférieure ¢,

. .1 1
(du cbté considéré) si —— < e,<C—~ au point .
pFITHS T

13. Enfin, supposons simplement que f(x) admette une diffé-
rentielle d'ordre n— 1 au point z, spéciale & un ensemble H ad-
mettant 2 pour point limite. Soit @, (x k) défini par

®) fle+h)=F(@)+-hf, (H)+. +w 1),72_1@ HH— Q) (x, h).

Nous donnerons le nom de coefﬁczents différentiels nes supe’rzeurs,
inférieurs (I'un et Pantre étant dits ecirémes), moyens de f an point =
spécialement & H, & la plus grande limite, & la plus petite limite,
& l'une queleonque des valeurs limites de @,(x, %), & tendant vers 0,
de fagon que x| 7 se déplace indifféremment sur H.

Si H est le continu, les quotients différentiels 2% extrémes et
moyens de f au point # ne sont pas qualifiés, ou sont dits ordinaires,
généraux,

Comme application de ces définitions et du théoréme I, nous
établirons la proposition suivante:

14. Théoréme IL. f(x) admettant une différentielle n® ordi-
naire en tout point x du segment ab, et &(x,h) étant le nombre dé-
fini par VPégalité (1), si P est un ensemble parfait situé sur ab,
auquel sont associés deur nombres positifs o, n indépendants de
et tels que, pour tout point x de P, linégalité |h|<n entraine
lea, )| < , |

sous ces conditions suffisantes:

10 £ (x) est borné sur P et, u dtant un nombre indépendant de x
et de o, Poscillation de f,(x) en chagque potnt de P et spéeialement
& P est inférieure & po; ‘

20 f,1(z) est continu sur P, spécialement & P, et, en chaque
point de P, les nombres dérivés extrémes de f,_(x) spéciaur & P
sont bornéds et écartés de moins de 2 pa;
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3, spécialement & P, en chaque point de P, et pour p==1,2,...,n—2,
8) f,(%) est continu, admet wne différentielle d'ordre n—p—1
spéciale & P,
b) le me quotient différentiel [f,)n (z, P) de f,(v) spécial & P
est égal & frpm(®) pour m=1,2,..., n—p—1.

Les formules () fournissent immédiatement ce théoréme, quand

on remplace dans (B) A,(x), 4, k) par f,(2), f,(x k).
En effet, soient et x--- & deux points de P avee |%|<C%. Donnons-
nous une suite de nombres positifs décroissants B;<<1, f...., Bup,

i
n—}—?)
Posons hy—=—k(1—@,) et ky=k-}-h,=kp;. Le point x--k-h =
=a-+k=x-kp, est compris entre et #-- k. Donc |k, |k| et
|k~ k| sont inférieurs & #. La formule (5) sapplique en y rem-

plagant 4,( ) (@ k) par £,(2), f,(x-+ k), B par le plus grand des

nombres
Bi— 131+1

par 1). Dés lors, u, (B, C) = 2(n 1) B"=y indépendamment de p.

indépendants de = et de %, (on pourrait prendre 8, =1 —

Cpar 1 (et aussi C- 1, dans le dernier facteur

On a done

kum

(1) et R)=fmr byt s e s i, B

pour p==0,1,...,n [k <
Le premier alinéa du théoréme résulte de la dernidre des for-
mules précédentes

[fal@+ k) — fo(2)| <wa pour |kl<"7

/» est borné sur P, puisque, le dlamétre de P étant au plus b—a,

P est divisible en moins de b—

portlons, sur chacune desquelles

Voscillation de f spéciale & P est inférieure & u a.

Toutes les autres parties de l'dnoncé découlent dés lors des fox-
mules (10) pour p=nx— 1 @abord, et pour p=0,1,..., n—2
ensuite,

15. Le théoréme II (et par suite ausssi IIT) subsiste quand
il wagit d'une différentielle ne de f (%) spéciale & un ensemble parfait
donné H, si, outre I'hypothése que, P étant parfait situé sux H, la
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~ double condition |h| <7 et A sur H, entraine dans la formule (1):

le(w, B)| < @, quel que svit & sur P, si par surerolt on suppose que
'indice de H est uniformément borné aux points de P.

Jai introduit la notion d'indice d'un ensemble parfait H & l'oc-
casion de mes études sur l'intégration des dérivées secondes géné-
ralisées. I/indice de H &n un de ses points § est la borne infé-
rieure ® == 1 des nombres 4 tels quil existe une suite

Et ko Et by £t Fuyee

situde sur H et tendant vers & avec 1 <C } kk < A
‘41

Si aucun nombre A n'existe vérifiant cette condition, l'indice
de H au point £ est infini.

Nous disons que Vindice de H est uniformément borné par yz=1
sur P, y étant indépendant de &, si dans la condition préeédente
on peut faire A =1y et |ky| >0, 0 étant indépendant de §&.

On peut alors écrire les formules (6), = et -}k étant deux

points de P, si |k| <g—, 1R <g, en remplagant dans (6)

Ay @)y Ap(@yy A ). par fi(w, H), fo(2, H) fo(z + &, H),...
(p=1,..,n).

Nous observons que l'on peut trouver une suite de nombres
positifs ou négatifs déeroissants en valeur absolue, f;, fs,..., Bus1,
avec |$,|<C 1, mais dépendant de z et de -k, de fagon que

10 s By=—k(1 — ), le point z 4+ ky=a+h 4k =z Bk
appartienne & H,

1 ot 1
“91 ﬂ1+1 Iﬂi'_ﬁi-i-Z]
indépendant de x et de k.
En effet, on peut trouver §; tel que 2 - B,k soit sur H avee

%<]ﬁll<$, x4 B,k soit sur H avee |'6""1|<|ﬁ|<lﬁi“1| pour
i=12..,241 ’
(2+1)

a2 7
Faisons C=2 (et non 0-{—-1._.2), B_ﬁ, y,,,__-22’“”(n—|—-1)(7 e

20

golent bornés par un nombre B

Uy == U 277
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Dés lors, a fortiori ‘pour p=12...,n

avee 0, <1 si |k[<2-.

Lénoneé du théoréme II subsiste done, mais la valeur du coef-
ficient g, multiplicateur de @, est autre que si H est lo continu.

16. Si au contraire lindice de H est infini en chacun de ses
points, il n'est plus exact que sur un ensemble parfait P situé
sur H et oli les hypotheses @ sur P, ok sur H, |h| <<% entrai-
nent uniformément |z(z, k)| < @, les quotients différentiels f, (x, H)
alent en tout point de P et spécialement & P, des différentielles
dordre n—p—1, ni a fortiori que le ke coefficient différentiel
spéeial & P de £, (z, H), done [f, (m, H))y (&, P), soit égal & [, (v, H),
méme pour k=1 (18).

Toutefois, nous allons, méme dans le cas le plus général, con-
stater, avec les hypothéses faites, la continuité des coefficients

fireors [o(@y H),... sur P.

17. a et 5 étant deux nombres positifs donnés, nous désigne-
rons par ¢,(H, f, @, ) Vensemble des nombres y de H en lesquels
o f admet spécialement & H une différentielle d’ordre 7,

29 les conditions (4) od 4, (y) est remplacé par f,(y, H)
(p=1,2,..., n) sont vérifides si 9 est sur H et si en méme temps
lv'—yl <m.

En somme

— 917y, )+ dal

avee 0% <1, moyennant: y sur e,, y' sur H, [y’ —y| <.

Nous dirons encore que, spécialement & H, f est, & ¢ et 7 prés,
uniformément différentiable & Pordre n sur e,(H, f, &, 1),

Nous ne supposons pas a priori / différentiable ni méme continu
sur H aux points étrangers & ¢,. Sur ¢, lui-méme linégalité (12)
n’implique pas par elle-méme l'existence d’'un quotient différentiel e,

mais seulement de quotients différentiels extrémes finis et éeartés de
moins de a.

12) fly)=1fly)+ (¥ —y)/ﬂ(y,H)+ +
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Théoréme ILIL. En tout point & de ¢,(H, f, e, ),

10 spécialement & H, f(x) est continu et (n—1) fois différentiable,

20 spécialement & e,(H,f,e,n), les (n —1) premiers quotients
différentiels f,(x. 1) sont continus, les n® coefficients différentiels
extrémes, fo (& H), [, (& H) éant bornds indépendamment de E,
et, en chaque point &, écartds Pun de Unutre de moins de 2 .

Selon T'usage, 2,(H, f, @, 7) désigne ¢, aceru de ses points d’ac-
cumulation étrangers & lui, ce que l'on appelle encore la fermeture

de e,.

Le premier alinéa ne demande A 8tre démontré qu'aux points §
limites de e, et étrangers & lui, done aux points £ de &,— ¢,, lesquels
appartiennent & e,

Soit done £ un point de 2,(H, f, a, 17) Si & est étranger b e,,
nous avons dit que £ est un point d'accumulation de e, étranger
4 ce ensemble. A priori nous ne supposons méme pas / continu
spécialement & H aun point &.

Soient £-4-hy, E+ hgyeery 4Ry n-F 1 points de H, deux
4 deux distinets, avee |7;| < #. Ce choix est possible, 7 étant par-
fait et contenant £, puisque £ étant dans 2, est dans H.

Soit €4k un point de e,, assez vuisin de § pour que |h—k|<7
pour i=1, 2,..., n-+1. Dans (12) remplagons y' par g—l—hi,
y par §+ k. AlOl‘m

(g+h,:)zf‘§+l:)+(hi-k)ﬂ(§+/f',H)+--.
o BB e H) - 0]

avee 62 < 1 pour i=1,2,..., n-}1. J; est une fonction de & dek,
de h;, de a. La formule (3) nous donne done:

femn1

By— k)] Stny (i — k&
—_—‘2‘ [fg‘l‘hu'—dt ¢ 7 )] Q)E(h,) ):

i=1

%;ﬂ,(&—{—k, 24

Sin—p(hm — k) btant la somme des produits n—p & n—p des
nombres b, — k, hy — ky.... hoyy—Fk, sauf b, —k.

Lorsque % tend vers 0, £-+% ne quittant pas e,, les h; restant
invariables, il est évident que f,(E- 4 H) rveste borné (pour
p=0,1,..., n).
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17h. Soit @,(5) une quelconque des limites (plus grande, ou
plus petite, ou moyenne) de f,(§-+%, H) quand & 4% tend vers £
(sans quitter ¢,). A cette valeur limite correspond un systéme de
nombres d; de fagon que

I=pn--1

v B Spuy (e .
dj—;ff—) =2 [f Eth)—dia nir] *L"(‘I:g)] ) <.

Soit {4k, 4Ky, E-+ K., une suite de points de ¢,(H,f, a,7)
tendant vers § et tels que pour p=0,1,2,., n, chacun des quotients
[»(6 + k7, H) tende vers une limite unique @,(£), nécessairement
finie. On a les relations:

(18)  fE+RB=fEFFN 4 (h— kD) f;(E+E, H) +...
A CF e ko, B) - 000

d” dépendant de & de h, de k), mais vérifiant |67 <1 sous les
conditions suffisantes: |h| <<#, [h— k7| <<%, E-h sur H.

Done, les deux facteurs de chaque terme du second membres
de (13) ayant une limite unique, il en est de méme de 6*, qui tend
vers un nombre 4" = d"(£, k), et

b h*
(14) FE+R =B +h GO+ + 1 0.+ 8"a, 0],
sous les seules conditions qui demeurent: |h|<<#, -1 sur H.

17c. Observons que I'égalité (13) est vraie méme pour k=0,
Il en est done de méme de l'égalité (14), et par suite @ (£) = f(£).
D'autre part, Iégalité (14) ot @ (&) est remplacé par f(£) signifie
qu’au point

1° f(x) admet spécialement 3 H une différentielle (n—1),
les (n—1) premiers quotients différentiels /»(& H) élant égaux
& D,(8),..., B, 4(E), et f(x) admet spécialement & H des coeffi-
clents différentiels ne finis compris entre D,(5)—a et D,(§) + a
inclusivement.

'2° La relation (14) ne peut pas étre vérifice par une autre
suite de coefficients U, (£),..., @, (&) respectivement substitués 2
D, (€),..., @, (&), ni par un coefficient T, (&) substitué & @,(£) si
2. (8) — 2,8)|> 2a. : |
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Done 2) les nombres f,(54-k, H), f5(E+F H),..., f,s (E-+k H)
quand £-% tend indifféremment vers £ sans quitter H, tendent
nécessairemment vers @, (§) =/;(§ H),..., @,,(&=fu (& H)
respectivement. Sinon on pourrait obtenir une seconde relation (14)
vérifiée elle aussi avec d* <1 pour |k| <<%, &% sur H, ce qui
est impossible.

Done f,(x, H) est continu sur g, pour p=1,2,..., n — L.

b) la formule (14) exige que f,(§-+%, H), £-% étant sur e,
ot tendant vers £ ait sa plus grande et sa plus petite limite A (£ H)
et A(§, H) finies, différant entre elles de moins de 2@, et que

A_ agfn,i(gl H)gfn,s(gaﬂ) <2‘+ a.

Il en résulte immédiatement que f,(z, H) est borné sur ¢, et
que les n° coefficients différentiels extrémes de f spécialement & H

sont bornés sur g, et, en chaque point de &, différent entre eux
de moins de 2c.

18. Théoréme I'V. Une fonction f(x) étant définie et continue sur
un ensemble parfait donné H, le n® quotient différenticl de f(x)
spécial @ H est une fonction de classe 1 sur H.

Si H est le continu, la proposition résulte de I'égalité immédia~
tement déduite de (1):

fe=n4-1
5 L A g L
(1) = f,,(m)_%' [f(x-}—a,h)—mh &z, h)] o
les @, étant (n-1) nombres distinets indépendants de z et de .
On pose @(u) = (u—ay)... (% — &)
Done

i=n41
. nl g flatah)
6 fu (@) =lim oy @

b)

formule qui démontre le théoréme.

18D, Supposons H parfait guelcongue.

En vertu du théordme de Baire, pour prouver que £, (z, H) est
de classe 1 sur H, c'est-h-dire est limite de fonctions définies et
continues sur H, il suffit de prouver l'impossibilité que, sur un en-
semble parfait P inclus dans H, f,(x, H) soit totalement discontinue,
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ceci entrainant Pexistence d’un nombre positif 2« indépendant de z,
tel qu'en tout point de P Poscillation de f,(z, H) spécialement & P
surpasse 2a.

Nous déduirons trés simplement ceei du théoreme IIL Nous
reprenons les notations utilisées dans ce théoréme. ¢,(H, f, a,n) est
lensemble des points z de H tels que les conditions |h| <7,
o+ h sur H entrainent dans la formule (1) |e(z, b)| << a.

@ étant donné, tout point x de H appartient & e,(H,f, a,7) dés
que 7 est assez petit. Ceite condition, satisfaite pour toute valeur
positive de a, est en effet identique & I'hypothdse que f(x) admet
en tout point z de H une différentielle n° spéciale & Z.

Si done ¢,,(@) désigne Pensemble G(H, 7 a,%), I'engemble ¢,., (@)

croissant avec I'entier p finit par contenir tout point x de H donné
d’avance, & partir d'une certaine valeur p, = p, (%) = p,(«, H).

Soit P-e,, l'ensemble commun & P et & ¢,,(a). On a, d’aprés
la remarque faite & l'instant:

P=P.¢,,+Petp+..4+P-ty,—+...,

puisque tout point de P appartient & un ¢,,(e), done & un P.g,
(et & tous les suivants, quand p croit).

Il est done impossible que tous les P.e¢,, soient non-denses
sur Vensemble parfait P. Car la réunion d’'une infinité dénombrable
d’ensembles situés sur P et non-denses sur P ne peut constituer F.

‘P

Ily a done un nombre p, = ’7?1; tel que l'ensemble P-¢,., = P.¢,(H,f, a,n,)

soit dense sur P, c'est-d-dire partout dense sur une portion P’ de P.
Mais alors P’ est identique au dérivé de P-e,,, et par consé-
quent P’ est a fortiori dans &,(x,n,).

Par hypothése f,(v, H) existe en tout point de ,(H, f, @, ).
Done d’aprés le théoréme III, en chaque point de z, et spéciale-
ment & &,, f,(x, H) a une oscillation inférieure & 2. &, contenant P/,
@ fortiori en chaque point de P’ et spécialement & P’, Ioscillation
de f,(w, H) est inférieure & 2a. Done, sauf peut-8tre aux points
extrémes de P, l'oscillation de f,(w, H) spéciale & P est, en tout
point de P, au plus égale & 2a, contrairement & I'hypothése.

En résumé, f,(z, H) est ponctuellement discontinue sur tout en-
semble parfait P situé sur H. Donc f,(w, H) est de classe 1 sur H.
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19. 11 semble difficile dans le cas d’un ensemble parfait quel-
conque H, d’obtenir un résultat plus précis que le théoréme III
Soit 4, =1, 4y,...,2,y...,4o=0 une suite de nombres non

négatifs, tels que %ﬁ =g, < %— tende vers 0 quaﬁd n croit.

n

L’ensemble H des points:
=LAy — A+ Ay — oo (— 1) Ay ...

0y iy <y <o
est parfait, Nous admettons i, = oo,
Sur H, congidérons la fonetion:

fo =Y 1y,

/(=) est continue sur H. Soient x et 2’ deux points de H. Sup-
posons que x et 2’ débutent par les » mémes premiers chiffres:

Ly— Ayt (=172 =0,y
et que les n° chiffres différent, soit 4, 3= 4.
8i iy >y, on 8 & — @ =(— 1A, (L +b,e,) et fo') — F(@)
3

liﬂ

= (— 1)+ -ém—(l—l—dﬁ,e,,), 0, et J, étant bornés indépendam-
ment de n. '

Si 4, > 4,, on échange les indices 4, et 4, dans les relations
précédentes et en méme temps les signes des seconds membres,
Dans tous les cas

o) —r@ =222 o,

ol

€= ¢(x, 2') tendant vers 0 avec 2’ — z.
Done, f(x) posséde spécialement & H une différentielle troisiéme
égale & A% si h est l'accroissement de x. D’autre part,

fi(w, H) =0, fy(x,H)=0 avee f(z,H)=1.

/1(x, H) et f,(x, H) sont bien continues 'une et I'autre. Il en
est encore de méme de f,(z, H). Mais f;(z, H) n’est pas la dérivée
de fy(xz, H) spéciale & H, qui existe et est O, ni le second quotient
différentiel de 7;(x, H) spécial & H, qui existe et est 0.

L'indice de H est infini en chaque point, mais &, tendant vers 0

19*
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aussi lentement qu'on veut, l'ordre d'infinitude de l'indice de H eat
aussi faible qu'on le veut. Ceci montre le role néeessaire joué par
ce caractére de lindice dans les propriétés de H relativement h la

différentiation.

20. Le fait que £,(z) [et méme f,(w, H)] soit une fonction de
classe 1 quand elle existe (théoréme IV) entraine que, I> étant un
ensemble parfait quelconque (situé sur I, si /, est spéeial & len-
semble parfait ), les points § de I au voisinage desquels le nombre
&,(%, h) des formules (1) [et (8)] est nom borné indipendamment de x
et de h, forment eux miémes un ensemble K (fexmé) non-dense sur P.

Si l'on remplace dans I'énoncé préeédent le nombre e,(x, k) par
le nombre @,(x,h) de la formule (9), la proposition reste exacte
quand on suppose seulement que les quabre coufficients différenticls
n* extrémes de f (spécisux & H, et au nombre de deux seulement
aux points de premidre espéee de H) sont finis en chaque point de
ab (de H)

La démonstration du théoréme IV justifie sans difficultd cette
derniére extension.

De 14 la conséquence suivante:

21. Convenons de dire que, en un point # de Vensemble par-
fait P, f(x) est régulitre d'ordre n spécialement & P si: 1° f admet

spéeialement & P une différentielle d'ordre n— 1, avec les quotients

successifs f;(z, P), ..., f,-1(x, P) et tous les quatre (ou deux) coefficients
différentiels extrémes d'ordre # jfinis; 2° pour p=1,...,n —1,
folee, P) admet spécialement d P une différentielle d’oxdre #—p —1
aveec les quotients spéciaux suecessifs [, (x, P),...,/a(w, P) et
quatre coefficients différentiels extrémes d’ordre 7 fini.

Cela étant, nous avons le théoréme suivant:

Théoreme V. Soit f(x) défini sur ab (ou sur H d’indice fini)
ot ayant en tout point ses coefficients différentiels ewtrémes dordre n
(généraux ou spéeianx & H) finis. Quel que soit V'ensemble parfait P
situé sur ab (ou sur H), Vensemble K des points & de P oi, sSpé-
- clalement & P, f west pas régulitre, est mon-dense sur P.

Bien entendu, les quotients f,(x, P) sont alors identiques & /()
{ou & f,(z, H), puisque P est dans H],

Les raisonnements donnés plus hauts et établissant ce théoréme
donnent méme le résultat plus précis suivant:
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21b. Si £ désigne un point de P tel que, pour tout intervalle ¢
de centre §, sur la portion w=1i.P de P, les hypothéses du théo-
réme II -sont inexactes (pour tout choix de « et de % positifs), Ien-
gemble K des points analogues & £ est non-dense sur P.

Alors toute portion de P sans point commun avee K est une
portion P; pour laquelle les hypothéses et les conclusions du théo-
réme II sont vérifies (pour certains nombres a,# dépendant de F,).

Dans le cas oie H est un ensemble parfait d'indice fini en chacun
de ses points, il fuut en outre observer que lensemble K’ des poinis
de P ol Pindice de H w'est pas uniformément fini, est non-dense sur P.

22, Enfin, si Fon suppose encore Uexistence d'un quotient diffé-
rentiel n° fini (général ou spéeial & H) en tout point = de ab (ou
de H), et non pas seulement la condition que tous les coefficients
différentiels extrémes »°® soient finis, on voit que, sur toute portion Py,
Pensemble des points o fo(x) [ou f,(x, H)] admet spécialement
& Py une différenticlle (n — p)° égale & f,(x) [ou & f,(x, H)] est un
résiduel de P '

Sous une forme plus bréve, mais moins précise, nous pouvons
énoneer le

Théoréme VI. Si f(x) admet en tout point de ab (ou de
lensemble parfait H &’indice fini en chacun de ses points) une
différentielle n° (générale ou spéciale d H), le systime des f,(x)
(p==1,2,...,p— 1) est, sur tout ensemble parfait P (inclus dans H),
ponctuellement non dif férentiable & Pordre n—p spécialement i P.

Il faut entendre par 13 que toute portion de P contient des
point ot chaque 7, (x) est différentiable & I'ordre n - p spécialement & P.

Fonetions d coefficients différentiels 7* unilatéraux finis.

23. Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant:

Théoréme VIL [(x) étant une fonction définie et continue sur
un segment ab, si E désigne Densemble des points de ab ou, au moins
dun cbté, f(x) posside deuw coefficients différentiels n°® extrémes finis,
f(%) admet une différentielle n® générale sur une pleine épaisseur de E.

Pour mettre en défaut ce théordme, il faudrait qu'il fit possible
de trouver une fonction f(z) et un ensemble épais I en tout point
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d.uquel, au moins d'un cbté, f(x) possédit deux coefficients différen-
tiels #* extrémes finis et distincts.

y I se décon?poae' en deux ensembles I, et I, I, étaut formé des
points ol la circonstance caractéristique de I se présente au moins
pour Ifs cotfé droit, et f, =1 — I,, ot elle ne se présente pas pour
le ¢oté droit, done nécessairement pour le coté gduche.

| L’(l;n des deux ensembles I, et I, est épais, puisque [==1, 41
‘est. On peut toujours, quitte & cha — '
i jours, ¢ nger £ en — g, supposer que I,

Soit fH(x) (p=1,2,....,n— 1) le p° i i
(p=12,..,n—1) le p° quotient différentiel i

de f(x) au point #. Eerivons: el

Flot W= flo) + b o) .t By )+

hn—-—l h"

(17

Soit A(z) la plus grande limite de |/,(x, h

par valeurs posi'tives. Par hypothése A(xl) t(as; )ﬁln(il,ua;ud;alh ;?Ead :(;1;82
f,l.xr'Il..Donc, s1 &> A(x), il existe un nombre positif # tel que
inégalité 0 <h < 7 entraine |i.(2, h)| << @. Mais o étant do ; é
7 dépend o priori non seulement de @, mais aussi de x e
; rets étant deux entiers positifs quelconques, soit Zj.,., i’ensemble
351[‘)0““5 @ de I, tels que, pour 0 << h < 1/s, on ait |Z,(x, k)| <<r
. out Poxlnt @ de I, appartient 4 un ensemble L (ot zlés lors'

v 87 2>7 b & I,y 8i ¢ > 5). Done I =31, Les I,
oy rs

:::uen infmité dénomb_rable. Ils ne peuvent &tre tous minces (de
nombl;z nulle), sans quoi I, serait lui aussi mince, Il existe donc un
o Oin;xs_r.:i et un n(?mbre 7= 1/s,, tels que I'ensemble I, ( %)
o fais Dw e I, vérifiant |l,(z, k)| < e moyennant 0 < h<,'r]
sembfe . fa‘n:s cet e_nsemble 1, (@, ), nous pouvons prendre un en:
N mémgaz ait f) épils (nous pouvons méme supposer ¢} épais en
- n retranchant les points autour d ls i i
Le probléme est réduit & e cortame o)
. montrer que, swr wun ; i
) : ‘ , e cerfaine pleing
If;a:szeu& ud 1:: ensemble parfait Q ol 1,(z, h) est uni/'ormémmi%orné
08 que nous ven i )
e e e ons de dire), f(2) posside une diffe-

n sulvante dll théoléme II
(}e()l I‘éS"Itel‘a de lexte 810n

aux hy-
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24. Théoréme VIIL. Si f(x) posstde en tout point d'un en-
semble parfait P deux coefficients différentiels n* droits finis, de
fagon que Pégalité:

(19) Sl W= 70+ W@+ gy @ b

entraine |6] <1 moyennant 0 <h <1, quel que soit  sur P, o et 0
dtant indépendants de x et h,

sous ces conditions suffisantes:

10 ft,(x) est continu sur P spécialement & P, et vérifie sur P
la condition:

(19,1) |fa(@ + ) — fia(@)| < valh|

90 spécialement & P, en chaque point  de P, et pour p=1,2,..,n—2,

a) fiH(x) est continu, admet une différentielle dordre n— p spé-
ciale & P, le me quotient différentiel [/]w (&, P) de £ (%) spécial & P
dtant égal & fn(@) pour m=1,2,...,n —p — 1;

b) plus précisément, si z et » + & sont sur P, on a la formule:

@ A B = £+@) -+ kffa (@) + -
( 1 9)7) kn.._p_]: kn_p
mf;"—1(9’)+5 —— V0

(n—p)!
avec 62 << 1 si |B| < 7, » étant un certain coefficient indépendant
de =, de h, de @, et dépendant seulement de n.

La démonstration du théoréme VIII est toute pareille a celle
du théoréme II pour les parties analogues des deux énoncés.

Dans la relation (4) faisons 4,(y)=/; () pour p=12..,n—1,
A,(y)=0. =z et x|k btant deux points de P, la relation (4) est
exacte pour y == et y=uz-k, avec y' ==+ k -+ h,, pourvu que
k - h; et h, soient positifs et inférieurs & 7.

Si k> 0, on prendra k= (y;— DE, 1<, <93 <o <Vrpre
Si k< 0, on prendra k= (—y:— 1)%, les y, étant indépendants

de &k avec (y.uu + D] <m.
Les formules (b) s'appliquent, s, ayant une certaine valeur indé-

pendante de = et de k, et inférieure & un nombre » dépendant
seulement des y,. Elles fournissent les égalités contenues dans

l'énoncé du théoréme VIIL
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25. Le théoréme VIII n'exige rien concernant les propriétés
métriques de l'ensemble parfait P. En supposant désormais P épais,
nous démontrerons le théoréme VII, sous la forme réduite o nous
avons amené son énoncé.

On conclut de (19,.,) que, sur pleine épaisseur do P, i, a une
dérivée unique spéciale & P. Soit kK, l'ensemble des points de
seconde espéce de J° oli ceite dérivée existe. Nous poserons Ga0) =
= [/l (2, P) sur B, g,(x) =0 hors de E,.

On a |g,(z)| < »a, quel que soit z, entre les extrémités ¢,d de P,

Soit &, l'ensemble des points de £, ot .P a épaisseur 1. B, est
encore une pleine épaisseur de 2. ‘

Je dis guwen tout point de By, f(x) admet une différentielle n° ge-
nérale, le n* quotient différentiel de f étant 9 ().

Nous montrerons auxilisirement que, en tout point 2 de K,
fF@) (p=1,2,...,n— 1) admet, spécialement P, une différen-
tielle d’ordre (n — p), le quotient différentiel correspondant étant
9x(x); autrement dit:

(@4 B) = @)+ k(@) + ...

20 ot =
20 b mfﬁ'ix(x) + —p 9a(2) 4o (l"~*),

en utilisant la notation o(u) de E. Landau pour désigner un
nombre dont le rapport & u tend vers 0.

Nous introduirons dans les raisonnements une légére simplifica-
tion. Décomposons P en un nombre fini de portions sépardes par des
intervalles contigus, le segment des points extrémes de chaque por-
tion étant inférieur & # en longueur’. Si le théordme est démontré
pour chacune de ces portions, il est établi par la-méme pour P.
Supposons done que le segment ¢d limité par les extrémités de P
soit inférieur & 7. Alors, quels que soient z et a’ sur P,

[Ea(@) — fa ()] < vala — g,

26. I% Dous sera utile de rappeler les notations commodes dont
J¢ mé suls servi dans mon mémoire sur les nombres dérivés du
premier ordre. Je désigne par V(g,z, &) la variation simple#
de g entre z et o/, soi () — g(a); 5 %) ln variai

. & , g g(=); par VR(g, %, 4') la variation
nrelative* de g entre @ et o/, soit:

9@ —g@) _ V(g,z o)

' —a a g
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Soient a,,b, ou u, les contigus énumérés de P. D’aprés u, <7,
nous avons dans le eas qui nous oceupe |VR(fF,, 4,)| < »au,. Soit
w, un nombre attaché & u,. Supposons que la série J|w,| converge.
x et o' appartenant au segment c¢d, nous désignons par (z3a')w,
et nous énongons ,somme des w, entre z et 2'% la somme des w,
correspondant aux intervalles contigus u, totalemeunt contenus dans
lintervalle x«’. Ces u,, vérifient les inégalités (si 2<la") 2<La,,<<b,< 2"

Si 2’ <z, nous convenons de poser (x32")w, =— (z'Jz)w,.

Si I'épaisseur moyenne de P sur za’ est supérieurs & 1-—e¢, on
a évidemment |(z Ja")u,| < &|z’ — x|

Si I'épaisseur de P au point z est 1, le nombre |(zZa')uy|-
+ Ouf vaut o[(x’ — x)] quand &’ tend vers x, si l'on fait =0
quand 2’ est sur P, 6=1 si 2’ est dans lintervalle u,. Cette re-
marque: évidente nous servira plusieurs fois.

27. Ces notations étant posées, nous considérerons une suite de

fonetions g, ;(%), gra(®),...,9: (%), g(x), toutes définies et continues
sur le segment cd, et déterminées par les conditions suivantes:

a) Si x est situé sur P, g,(x)=f+ (). N
b) Si x est un point guelconque de cd, la fonction @,(x) definie par:

e1,) 0,@) =170 + [ 9,@)dz + 7,0

est linéaire sur chaque contigu & P (et continue sur cd, d’aprés Phy-
pothése que g,(x) est continu).

Ces conditions suffisent & définir de proche en proche toutes les
fonetions g,(z), pour p<n— 1. Sur lintervalle a, b, contign & P,
LOUS POSErons:

(2 2) Pp (x) — @ (am) = Zp,m(‘” - a,,,).

Nous introduirons encore une fonetion auxiliaire Z,(r, %) par
Pégalité: :
5@+ 1) = ) + hgpua(a)
23 i
( ) N —|— m Gn—1 (m)—l- Rp(x,h).

Nous nous proposons d’établir les propriétés suivantes de g,(x)
et de R,(x,h):
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28. Al ¢,(2) vérifie sur cd une conditton de Lipschite, et par
suite est l'intégrale indéfinie de sa dérivée (remplacée par 0 aux
points de lensemble mince ot @, (%) n'existe pas).

Cette propriété de ¢,(z) résulte de la remarque que voiei:
Quand une fonetion ¢(x) linéaire sur les contigus & ’ensemble
parfait P d’extrémités ¢,d vérifie I'inégalité:

lp(@) — p(x)| < K|a' — ],

quels que soient x et 2’ situées simultanément sur P, elle vérifie
la méme condition, quels que soient x et &’ sur c¢d (K indépendant
de » et de ).

La démonstration est immédiate, si 'on remarque que sur chaque
contign a,b, & P, on a |VR[p, a,, s]| = |VE(p, t b,)| < K
D’aprés une proposition fondamentale due & H. Lebesgue, ¢(x)
admet sur une pleine épaisseur de P une dérivée finie ¢’(x). Hors
de P, |@'(x)| = | VE(®, &, bu)] < K. Sur une pleine épaisseur de P
@' (%) existe et y vérifie |¢/ ()| << K.

Appliquons ees remarques & @,(x). La fonetion g,(x) coincide
sur P avee f,f(x) qui, d’aprés la relation (19,), vérifie la condition
de Lipschitz entre deux points queleconques %, &’ =x -k de P.

La fonction fg,4,(%)dw vérifie également une condition de Lipschitz

sur cd, puisque sa dérivée g,.,(x) est hornée sur tout ¢d. Done,
¢,() vérifie une condition de Lipschitz entre deux points quelcon-
ques 2, & -k de P et par suite aussi sur la totalité du segment cd,

Nous tirons de la cette conséquence que g,(x) donné par (21)

vérifie lui aussi une condition de Lipschitz sur la totalité du seg-
ment cd.

A2 ¢,(x) =0 sur une pleine épaisseur de P.

En effet, sur une pleine épaisseur de cd, g,(x) qui vérifie une
condition de Lipschitz a une dérivée bornée sur une épaisseur pleine,
en particulier sur une pleine épaisseur £, de P. Mais, sur P, 9p()
coincide avec fF(x). Si done en un point de P, 9,(®) a une dérivée
(gépérale), cette dérivée coincide avee la dérivée de fiF(z) spéeiale
& P, done d'aprés (19,) avee /i, (w) = o4 (), D'aprés Pexpression
(21,) de g,(), en tout point de Ky, ¢, (x) existe et vaut O.

Or, @,(#) qui vérifie une condition de Lipschitz sur ¢d a une
dérivée bornée sur une pleine épaisseur de c¢d, et si on remplace
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¢, () par 0 aux points de l'ensemble mince ol ,(x) n'existe pas,
on a

Pa(0) = f vy(@) da.

Mais, sur P, ¢,=0. Sur u,, fxq);(x)dx =4, (z — a,). Fina-
lement: m

(24,) Pp(z) = (¢ Ex)z’p'm U A= 04y (2 — aq)’

avee 6 =0 si « est sur P et 6 =1 si x est sur lintervalle u,.

La formule (24,) montre en méme temps qu'en tout point x de P
ot 'épaisseur de P est 1, ¢,(x) =0. Il en est done ainsi en par-
ticulier sur E,.

29. B. Evaluons maintenant R,(z, b). Nous allons établir les for-
mules suivantes:

@) B, B < v

| [~
(n—p)!
( sur P, x4k sur P, p=0,1,...,n —1). )
Ceci résulte des formules (18) et (19,) et de Pégalité g,(x) == f(x)
quand z est sur P.

{25 bis) | B,(z, h)] < va [

e
(n—p)!
(x sur P, 2k sur u,), y, ne dépendant que de p (et de n) mais

non pas de z ni de h.

i .
(25 ter) B, (2, h) = m—p)! 9(@) 4 0(h"™)
(x sur B, =+ h sur cd).

Il résultera de (25 ter) que, aux points de Zj, g,() a sa déri-
vée (n — p)* égale & g,(z). Cette propriété pour p==0 nous per- .
mettra d'établir immédiatement le théoréme que g,(%) est le »° quo-
tient différentiel ordinaire de f(x) en tout point de Z,.

Etablissons d’abord les formules (25 bis), (25 ter) pour p=n—1.
Nous avons

@1, Goa(@) = a0+ f 12(®) + Pas(®)

+ yp|h|u:-ﬂ-*]

et nous posons

Joa(® 4 B) = gn (@) + Bu (x, h).
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Gua (), bgal & fit, () sur P, y vérifie linégalité
|94-12) — gamr(@)| < vals’ — 2],

quelé que soient z et &’ sur P.

gn_1, linéaire sur les contigus & P, puisque g,(#) =0 sur chaque
segment a,,b,, vérifie la méme inégalité, quels que soient x et a’
sur ¢d. Done, :

| Bya () g)|< valh,

ce qui est la formule (25 bis) axec ¥, ;==0.

En un 'point de Z, (et méme de [), g,—; a pour dérivée géné-
rale la dérivée de fif,(z) spéeiale b P, soit g,(x). Done

.%-1(-%' + h’) - 9n-1("") = hgn(“') + O(h)

(@ sur E, x4k sur ¢d). Dot B, (x,h)=hg,(x)-}o(h) si 2 est
sur B, (méme sur E). Les formules (20bis) et (20 ter) sont done
établies pour p=mn — 1.

29 . ..Sulfposons démontrées les formules (20 bis) et (25 ter) pour
tous les indices supérieurs & p, dome pour g, i, Gu—g,-..,gpss b
prouvons-les pour g,(z). o

Comparons les deux expressions de g,(w -+ h) — g,(x) fournies

par la formule (23) et par la relation (21) définissant g,(x). Celle-ci
donne ’

2h
50 +H—3,0) = [ a8t + g0+ B — gy )

3 h .
L’intégrale vaut of 9pa( - ) du, et d’aprés la formule (23) admise
quand on y remplace p par p -+ 1, un caleul immédiat donne
xth .
he
Ip1a() At = hgpa(@) + 5 Grial@) +- ...

x
prr-2

h
ot e @)+ [ sl

Finalement

(26) By b) = / Bp(@w)du+ @,(w + h) — @,(®).
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Oette formule est établie, quels que soient z et z--h sur cd.
Faisons s==a,,, --h=b,, d'olt h=u,,. D'aprés Dp (0m)—Pp ()= poms
on a ,

27) Apmm = By(trs Um) — f By (0, w) du.
0

Mais a,, et b, étant sur P, d’aprés la formule (26), établie quel

n—p

que soit p<<n—1, |B, (@, )| <0 (WM—EE)_" D'autre part, d’aprés
(25 bis) admis pour lindice p -1, A

n-p—1
| Bpi1 (@m) u)| <ve [(—?ﬂw—ﬁ-! + Ypyath* u’;;"p—n] .

n—p-—
Finalement
28) |pm| < Bov ot ?™,
en posant

2 Vot
Bt e

On en conclut immédiatement que si x est sur P et -k
dans u,, .

|9, (@ + B) — @, ()| < porve| (@S + hyur?| 4 e w7 h|,
et par suite quand z est un point de P ol Pépaisseur de P est 1,
(29 ter) @,(z - B) — @,(x) = 0(h"™).

Nous n’écrirons pas les formules (29) et (29 bis), donnant respee-
tivement ¢,(® ~+ k) — @,(z) pour z et x- h sur P ou quelconques
sur ed.

29 ¢. Le dernier terme de la formule (26) étant évalué, nous
pouvons obtenir une limite supérieure de |E,(,%)| dans le cas qui

nous intéresse (v sur P, s+ h dans ).
x - h étant dans u,, on & d'aprés (26)

d
ar R,(x, h)= Ry (@, B+ Apq-
D’aprés D'expression (25bis) de R,4a(z, k) et la formule (28),

\n—p—l

h T
< va[(an_l)! + '}’p-)-llhluz—pwg} + A’"‘q'pau‘q 7t
&

d
Eﬁ R,, (xv h)

d
8i A>0, R,,(w,h):R(m,aq——w)—}—f%Rp(x,u)du.

q—x
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Mais, a, étant sur P, la formule (25) s'applique:

: . (2, — )"
|B, (2, a, x)|<'va~—(7lz___p)! .

Done

b=
|By(a, B)| <wva —p) + oy + )b,
[ald
Si A <o, Rﬂ(m’ h)=R(x? bﬂ"""w) —f %Rp(”,u)du
i

Done, quel que soit # % sur w,, la formule (26 bis) est établie
AVeC Yy = Yp41 + My
Quant & la formule (25 ter) relative au eas ol « est sur By,

elle résulte immédiatement 1° de la relation (25 ter) admise pour
lindice p -1,
R h — e e Can e A
M-I(x) ) g,,(x) (n__p__ ! +O(h’ "
2° de la relation (29 ter), valable parce que, en tout point de Z
I'épaisseur de P est 1. K
La formule (25 ter), qui nous intéresse particuliérement, est donec

établie pour toute valeur de p. Il n'y a aucune difficulté complé-
mentaire pour p = 0.

30. On a done, en remplagant dans (23) g,(x) par f+(x) pour
r=0,1,2,....,n—1 et en supposant z sur B, et % quelconque sur ed:
) 9o+ )= £@) + hf @) + ...

0) At h*
+m fiE @)+ o7 92(®@) =+ o (7).
Il' s'agit de borner g(w - &) — f(» + k) = D(x, h).
Si x4k est sur P, D(z, h) = 0. ‘

Si x—}—h est dans u,, nous avons, d’aprés les formules (18) et:
(23) appliquées au point a,,

fa+m=fla)+ @4 h— a) @) + ...

(w+h— q"— — n
-~+‘W:—lﬁ)!)— fEa,) +va _(_af._t%,_&l)_ @r<<1),

9@+ =gla) + (4 h — a)g(a) + ...

(4 h—ay
v _Hl)—m In(ag) + Bo(ag, & + b — a,)
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sweo |By(ono-th—ag)<as| CELZE 4ok —apur]

Done

9o+ 1) — Flo B <va |2+ ) u
si ok est dans u,.

Si I'dpaisseur de P au point z est 1, Eh"— tend vers 0. Done

9@+ h) — fl@ 4 h)=o(A").

Finalement, en tout point # de K, la formule (30) ol lon
remplace g(z - h) par f(x -+ k) est justifiée, quel que soit z-|- %
sur cd.

Done, f(x) admet en tout point de E, une différentielle »° ordi-
naire, f;F(x) doit g'éerire f,(x) et g,(x) doit &'écrire f,(z), si = est
sur E,.

Le théoréme VII est done établi.

31. Il serait curieux de rechercher si les trois autres cas fon- -
damentaux des nombres dérivés du premier ordre (voir mon mémoire
du Journal de Math. pures et appliquées, 1915) sont également les
seuls que les coefficients différentiels #°*s extrémes d'une fometion
f(z) sont susceptibles de présenter sur un ensemble épais.

82. Sl g'agit de la différentiation spécialement & un ensemble
parfait H d'indice fini, les circonstances sont les mémes que si H
est le continu. Le théoréme VIII subsiste pour tout ensemble par-
fait inclus dans H et sur lequel I'indice de H est uniformément fini.
Bien entendu, I’égalité (18), donnée dans I'énoncé du théoréme VIII
sous sa nouvelle forme, est subordonnée & 'hypothése complémen-
taire que z - A soit sur H.

Le théoréme VIII jouera un rdle essentiel par la suite, gréce
& cotte remarque fondée sur un raisonnement analogue & ceux de
Baire, ou de nature ,descriplive:

Si en tout point d'un ensemble parfait P, f posséde du coté droit
(ou toujours du coté gauche) deux quotients différentiels n*s extrémes
finis, ’

ou bien il existe deux mombres positifs ¢ et 7 tels que Végalité (18)
ait liew, quel que soit © sur P et 0 <h <7,
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ou bien il existe sur P un ensemble fermé mnon-dense K tol que
sur toute portion de P sans pomt commun avec K la premiére alter-
native est réalisée.

82b. Supposons qu'en chaque point de P, l'existence de deux
quotients différentiels n% extrémes unilatéraux de / soit assurée pour
au moins un cOté, sans que ce cOlé soit mdeessairement toujours le
méme. Si ¢f(f, a,n), ¢;(f, @, n) sont les ensembles des points & ol la
condition (17) et la condition (177) qu'on déduit de (17) en chan-
geant f;f en f,~ sont respectivement vérifiées avec |i,(x, k)| < pour
0<h <7 ou pour —n <k <0, il existe des nombres positifs «, 7
tels que l'un au moins des deux ensembles ¢ ou ¢ soit partout
dense sur une portion P, de P. Le raisonnement du théoréme ITI
montre que cet ensemble, ¢ ou ¢, contient la totalité de P,

On en conclut que, quel que soit P, ou hien il existe deux
nombres positifs o, tels que Pune au moins des deux’ égalitds (18)
ou (187) ait liew quel que soit # sur P, et respectivement 0 <4 < g
ou —5<<h<0.

' Ou bien il existe sur P un ensemble fermé K, non-dense sur P
et tel que, sur toute portion de P sans point commun avec K, la
premiére alternative se réalise,

Quotients différentiels généralisés.

33. Soit f(x) une fonction définie sur le segment ab ot ay,,.. vy Oy
(n - 1) nombres indépendants de # et de k. Posons

o) = U, a;, a,..., Cppg) = (U — @;)... (0 — Cpr).

Nous appellerons combinaison aux différences de f(«), définjie par
la suite a,, le nombre

l=n--1

(31') Qn(f, x, h 3 Ogyeney an+1) — 7“21 f(m _I"ac;g h) .

Lraddition & f(2) d'un polynome queleconque de degré n — 1 au
plus en # ne change pas @,.

Considérons le rapport

R.(f,z ...

) Opyg) = Qn(fa @, hyoy )

hn
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Si f(2) posséde au point # un quotient différentiel général égal

4 f.(x), la condition (1) et la formule (16) donnent:

f==pl

fn(x) = Rn (f; z, ha ai) —Z 'Fa(:;‘;j‘ E(xa alh)

i

(16 bis)

et fu() =lim E,(f, 2, b, @),

Nous dirons que g,(z) ==g,(», a,,...
rentiel généralisé de f au point z si

(2  g@=lnE{eha)=ln" Zﬂ” +aj;f").

y@,yq) 08t un guotient diffé-

L’existence de g,(z) n’entraine nullement Pexistence du quotient
différentiel ordinaire f,(z).

34. Comme dans le cas du quotient différentiel ordinaire 7,(x),
il est naturel de se poser les deux questions suivantes:

1° La connaissance de g,(x) en tout point de ab pour une suite
«; donnée détermine-t-elle f(x), & l'addition prés d'un polynome
quelconque de degré » — 1 au plus?

2° Comment est-il possible de passer de g,(x) supposé donné & f(z)
inconnu?

Dans le cas ot n =2, oy =1, 2, =0, az=—1, g,(z) est la
-dérivée seconde généralisée de f(x), au sens de Riemann. On saif,
d'aprés Schwartz que la connaissance de g,(z) détermine f(r)
4 l'addition prés d’une fonction lindaire, et j'ai définil) l'opération
intégrale permettant d’obtenir / au moyen de g,.

Je n'aborderai ici ni la premiére question dans toute sa géné-
ralité [détermination de f(x) par g,(z)], ni, dans le cas de la déter-
mination de f(#) par g,(z), le probléme d'intégration permettant
d’obtenir f au moyen de g,.

. 35, Observons seulement que, si les @, ne présentent pas les deux
signes, f(z) ne peut pas étre déterminé par g,(x). Généralement, un
.quotient différentiel ordinaire unilatéral d’ordre au moins égal & 2
ne définit pas la fonetion d'ou il dérive.

Nous le montrerons a fortiori, en donnant 'exemple d’'une fonetion
admettant en tout point et de chaque c6té une différentielle unila-

3 C. R. Paris (t. 172, pp. 653, 833, 903, 1218; t. 173, p. 127), notes réunies
en un fascicule (Gauthier-Villars, Paris), Voir également mes deux Notices
ayant pour objet _l’exposé de mes travaux (1921 et 1934).

Fundamenta Mathematicae, T. XXV. 20
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térale ne nulle, sans que cette fonetion soit identique & un polynome
unique de degré (n — 1) au plus. Si méme X est un ensemble fermé
indifféremment donné d’avance, on pourra faire en sorte que cette
fonction ne soit identique A un polynome unique dans aucun inter-
valle contenant au moing un point de .

Soit w(x) == [d(z, E)]*** (0 < @). Sur un intervalle contigu quel-
conque ¢ de E, d'extrémités ¢, d, plagons une suite croissante a,,
m allant de — oo & -} oo, a, tendant vers ¢ pour m==— oo et vers
d pour m = - oo.

Donnons-nous indifféremment f(a,) non nul et inférieur en va-
leur absolue & wu(a,) et, pour a, <& < @yyq, soit f(@)=P(x, cd, m),
P étant un polynome de degré » — 1, prenant aux extrémités du
segment a,, a,4, les valeurs choisies f(a,), /(@) et vérifiant en
outre linégalité |P(x, cd, m)| < u (@) pour a, < & < dyys.

Sur chaque contigu & K, procédons de méme. I'inalement f(v)
est défini sur la totalité de ab. Faisons f(a)=0 pour x<<a et
pour « > b. f(v) est continu sur tout Vaxe réel,

En chaque point de Z, / a une différentielle ordinaire %° nulle,
tous les (n —1) premiers quotients différentiels étant également nuls.

En chaque point a,, f a de chaque c6té une différentielle n°,
le n° quotient différentie] unilatéral étant O pour la droite et pour
la gauche. Mais en général les quotients différentiels antérieurs au
n° ne seront pas les mémes au point a, pour le ¢6té gauche et pour
le c6té droit,

Enfin, sur tout intervalle ne contenant aucun point a,, F(@) est
un polynome de degré n—1, il a done une dérivée ordinaire #° nulle.

Sur lintervalle total ¢d, f(x) n'est pas un polynome unique. Car
ce polynome devrait, comme sur a, a,,;, étre de degré » — 1. Il
s'annulerait n fois en ¢ (et aussi en d). Il serait done identiquement
nul. Or, ceci est impossible d'aprés Ihypothése f(a,,) == 0.

f(z) a donc toutes les propriétés annoncées.

36. Soient @, ,...,2,4, % -1 points quelconques situds sur
ab. Posons Y@, 2,00, wn-i-l):"p(w):(w"_ml) (x—ay)... (x"“wn-l-'l) ef

reapn{-1

n+l) __V___Z f (”r)

Si g(x) est continue et est la dérivée #° d’une fonetion S(z), on
trouve immédiatement, £ étant un nombre quelconque de ab:

(333) V(f’ xl’ wﬂ»'

icm

Intégration des coefficients dz'ﬁ”é’rentiels 307

r=ndl Xp

! Yy ! (%, — 2y g(z) d

(33) =P @y

On intégre  fois par parties chacun des » 1 termes du second
rend-1 p

membre de (33) et on utilise les égalités 2 ( 3= =0, pour
0<Cp << n— 1. Posons
1 1...1
D(@yy @y rBppy) = D =| 1 P27 Tmbt

A% .. Tppg
Soit D, le mineur de 2% dans D, done

1 1 ...1 1 ..1

D — D (— 1y By By ees Bpg Bpggeon Lnyy

r ’ —
Y(@) T e
af ™ af e ar . e

En multipliant les deux membres de (33) par D, oh a

C or—ngl N
=L / (@ — g (o) do

Le second membre, qui s’annule quand deux quelconques desn-1

quantités », deviennent égales, est une sorte d'intégrale & n -1

limites. Son expression au moyen de la primitive n°, f(x), est indépen-

dante de l'addition & celle-ci d'un polynome arbitraire de degré n—1.
Jai considérs, pour n =2, l'intégrale & trois limites

T(g, a,8,¢) =(c — b)f(a) + (@ — ) f(e) + (6 — @)/ (e)

qui, lorsque g est continu (ou plus généralement sommable ou totali-
sable), s'exprime par une somme de trois intégrales simples.
Enfin, dans les égalités (33) ou (34) remplagons a,,, par =z,

84 U=23Dfa)= —

Posons P(z) = (z — z,) .. z), dolt P (x.) = P(a)
P (x,) = — P’ (:i:,) (x — =,). On obtient

f(®)—P() 2 P/(xfg;)_ z,) (n — 1)y Z[ (@—tyg(t)dt—
(35)

P(z)
(B — 1)!2(:»:—- z,)

/ (m—ty— g t)d

20%
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37. Supposons maintenant que g(x) soit simplement un quotient
différentiel n° généralisé g,(2) relatif & un certain systdme particu-
lier donné de n—+ 1 constantes deux & deux distinctes @y, ¢y,...,@,y.
g() vérifie par hypothése I'égalité (32) par rapport & la fonctlon
inconnue f(#). La fonetion de (n-|-1) variables V(f,ay,...,@.ps) =V
est-elle donnée par I'égalité (33) ott g est rexplacée par g, (x), tout au
moins moyennant certaines hypothéses vérifies par g,(z), et & la
condition d’effectuer les opérations intégrales de (19) suivant une
régle convenablement posée?

Les égalités (33), (34), (85) sont effectivement exactes dans le
cas trés particulier ol Lon suppose encore que, sur le segment ab
ol les m, sont choisis arbitrairement, le nombre |R,(f, x h, a;)| est
borné indépendamment de x et de h (les @, étant indépendants de
et de s et donnés).

" La démonstration est celle dont s’est servi H. Liebesgue dans

des questions analogues & celle-ci. Posons
ran4-l

ﬁ(gm QJ,) (n+1 !2 w w)f(xr_"w”_lgu(w)dw

D’aprés un théoréme fondamental, les conditions:
. gn(x) = 1[:301 -Rn(f; %, by ai)a

B, borné indépendamment de » et de A, entrainent

B(gy ) =lim B(R,, ).
it nl fm—|—a,
1>12w<fo #—a) {2 ¥ (@) ]
1=a+1 renl

n':g (@) ( n_wZ' v (@) /mr—w"“lfx-l-a:k)dw

Soit F'(z) une fonetion continue dont la n° dérivée est la fonction
continue f(#). F(x - oh) a pour dérivée n® f(x -+ @,h). Daprés
la formule (33)

Or,
D(R,,x,) =

randl

r=pfl
V(F, m,+oc,h)_.2 _%:(%@ —

r= n+1
1

T— 1>!~ VG >!/ @ —ay™ flo+ h) da,
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done
femnel-l r=n+1
_nl x,+ak)
O(By)= 3z 2 g (a)Z
reppl fmnl

1 M!Z Pz, + ah)

) W (@)

f(x) étant la dérivée n® de F(x) en est a fortiori le n* quotient

généralisé relativement aux constantes e, a,,... Done
I=n+41
. nl F(x,+ a,h
im 1 3 Tk
=1
et enfin
r=npfl f(a,-
D(g,, x,) = hm O(R,, . )__2 @) =V( AR

Done, sur tout intervalle ot R, est borné indépendamment de =
et de 5, les égalités équivalentes entre elles (33), (34), (35) sont
valables.

On pourrait observer que les raisonnements et les conclusions
subsistent si I'on considére que 1'égalité '

lim B,(f,, h, &;) = g,(x)
fr=0

a lien non pas quand 4 tend indifféremment vers 0, mais simplement
quand % tend vers 0 en prenant sur lintervalle considéré une suc-
cession de valeurs //,...,h" de signes quelconques, indépendantes de .

38. f(z) étant supposée continue en chaque point, la fonction

" g.(x) limite de R,(f, z,h, @) est continue en x. D’aprés le raison-

nement de Baire, 'ensemble des points de ab au voisinage desquels
R, v'est pas borné indépendamment de x et de % est non-dense.
Soit K cet ensemble, dont on ne peut a priori déduire la position de
la seule comnaissance de g,(x).

Dans tout intervalle j contign & lensemble inconnu K, quels
que soient les x,z, situées sur j, lidentité (34) est valable, l'inté-
gration se faisant an sens de Lebesgue.

Si done g,(x) est sommable sur la totalité de ab, le second
membre de (35) est une fonction () telle que la différence 6(x)— f(x)
est un polynome de degré (n— 1) au plus dans tous les intervalles
contigus & un ensemble fermé mon-dense, d'aillenrs inconnu,
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Pour pouvoir espérer 1° la validité de (35) dans tout intervalle
ol g,(«) est borné, 2° la possibilité d’étendre la définition de I'in-
tégrale pour que 'égalité (35) soit vraie dans tout intervalle oh
9a(2) vérifie la condition (82), il faut avant tout que la connaissance
de g, détermine les combinaisons équivalentes V(f, ), U(f,,).

I faut et il suffit pour cela que, i g.(x) est nul, f(x) soit né-
cessairement sur la totalité de ab un polynome, de degrd (n— 1) au plus,

38b. D'aprés ce que nous avons vu, si g,(%) =0 sur ab, len-
semble des points de ab autour desquels / n’est pas un polynome
unique d'ordre n — 1 au plus est un ensemble fermé non-dense Z.
Il est naturel de rechercher les conditions & vérifier par les a, pour
que E ne puisse pas exister.

Nous savons déja que si la suite @,...,a,,; ne présente pas les
deux signes, £ peut exister et renfermer un ensemble fermé quel-
conque donné d'avance. Nous devons done supposer les @, non tous
de méme signe, par exemple:

>0 > > ak>‘0>ak+1>-“>an+1'

Nous appellerons rang de la combinaison Qu(fy 2y By gy o1 )
le nombre des coefficients @, de méme signe qui ne sont pas en
majorité,

Le changement de % en — % permet de supposer n>> 2k — 1,
8loayy; < 0 et 0> 2k, si Oy = 0. k sera dés lors le rang de la
combinaison ¢,.

Le changement de h en A% permet de choisir la valeur d'un
coefficient e,

3?. Pour que E ne puisse pas exister, il faut d’abord que B

ne puisse pas avoir de point isolé. '
En un point isolé ¢ de E, f(x)="P,_;(x) pour x2=¢, f(2)=0, (%)

pour 2Ce, P, ; et Q,_, étant deux polynomes différents, de degré

7 —1 au plus. Comme f peut 8tre aceru dans toit son champ

d’existence d’'un polynome quelconque d'ordre #— 1 au plus, tout

revient & exelure la possibilité que, avee lim R,=0, on ait & la fois

frem()

Jf(®)=0 pour <0
of f@) = A2 Ayt A, x = A, (%) pour z >0,
les 4, n'étant pas tous nuls.
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On en conclura la possibilité d’avoir
F@)=P,a@) powr c<w<ce
et f(x)=P, (@) A4 (x— ) .. A, (x—0) pour S,

avec les mémes coefficients non nuls 4, que pour ¢=0.
La condition pour que 4,==0 est

. oy o oy
36 S ey =0
(6) ¢(a1)+¢(az)+ +¢(ak) !
équivalente &

i=n41 o

/4
TN — 0‘
:..21;4.: @' (@)

Si (86) est vérifiée, la fonction / égale & 0 d'un c6té du point ¢ et
& C(x—c)™ du cbté opposé.de ¢, vérifie la condition I'Zm B, (f,z,h,0)==0,
=0

quels que soient ¢ et C indépendants de .

89b. Nous dirons que Yordre d'indétermination (sous-entendu:
de f) corrélatif & la combinaison @, est g, s'il existe g exposants m
entiers positifs inférieurs & n, tels que la fonetion w-2" ol w =0
pour <0, @=1 pour x>0, vérifie 'égalité Q,(w=",0,k,a)=0,
quel que soit A.

Pour 20, on a @, (waz™ x,ha)=0 si |h| < p]z|, moyennant
ue, <1, — pa,,; << 1, puisque dans Vintervalle 0,22, wx™ est un
polynome de degré n»—1 au plus. Par suite ]ﬂ% R,,(mx"’,m,h,a,)::(),

quel que soit .

Les g exposants m vérifiant la condition (36) seront appelés les
exposants d'indétermination.

Une combinaison @ dont lordre d'indétermination est .0 sera
dite caractéristique. ‘

|

Si Q.(f, )k, a;) est caractéristique, = Q.(wz™ 0, h, a;) ne peut

tendre vers 0 avec % pour aucune des valeurs 1,2,...,n—1 de m.

40. Si @y =0, n>2k, et si pu(2) =2(% — Cpy)...(T—Cpa) =
= 26(x), les équations (36) deviennent:

i=k
m—3
o;

Done, si la suite (@) ne contient pas le coefficient 0 et si (8) dé-

(Ap=g).
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signe la suite obtenue en ajoutant le coefficient 0 & la suite des
coefficients «,, la combinaison @, relative & la suite () et lo combi-

naison Q. relative & lo suite (8) ont le méme ordre d'inddtermination.

Les exposants d'indétermination de la seconde suite eweddent respec-
tivement d'une unité ceux de la premidre.

41. Soient m,,my,...,m, les exposants caractéristiques corréla-
tifs & la suite @, et ¢, les points d’un ensemble clairsemd.

On peut entourer chacun des ¢, d'un intervalle propre, de fagon
que tout point de l'axe des # soit intérieur & un nombre fini de
ces intervalles. On en conclut que les coefficients C,.. peuvent tou-
Jours étre choisis de fagon que la série

‘ S0y Cps(® — )"+ A Ty O — )"
ot G, 0, &,=0 pour < ¢, w,,=1 pour z>c¢,, ail

pour somme une fonction f vérifiant la condition lim R,(f, 2, h, a)=0,
quel que soit = sur ab. =0

42. A priori Yégalité (36) est impossible pour %= 1. Done,
toute combinaison de rang 1 est caractéristique.

43. Supposons au contraive £>2 (dome #>3 si >0
et n>4 sy = 0). Remplagons gy, a4y, .., @y par
01y Ghyosee—— Aupq, 108 0 étant positifs et croissants. Posons

Mt)=(a—a)(a—a)...a — &),
#(@) = (& + p)(@ -+ Chpa) . o (@ apy).

La condition (36) devient

(37

ef o e ai =0

A (@) u(ey) V(wula) * " 1 V(wule)
Les nombres u(a,),...,s(a,) sont tous positifs. Les A (@y)ye ey A ()
sont alternativement positifs et négatifs.

Il est aisé de voir qu'une équation en r:

By — Bya;+ ... 4 (— 1}B,a; =0,

o les B sont positifs et les a, décroissent, a au plus & — 1 racines
réelles en ». En divisant par of et dérivant par rapport & #, on
trouve.en effet une équation du méme type, mais possédant un terme
de moins, ce qui rend la proposition évidente.

] Ponc, Vordre d'indétermination d’une combinaison Q.(f,2,h, ) est
inférieur au rang & de cette combinaison.
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44. Quand tous les coefficients @, sont de méme signe (I'un
d’eux pouvant &ire nul), nous avons vu que l'ordre d'indétermination
de @, est n— 1. Voici un autre cas d’indétermination maximum
de f connajssant g,, le nombre maximum %-—1 des degrés des
termes arbitraires unilatéraux A, (z —¢)” étant atteint. C'est le cas
ot k étant au moins égal & 2, le systéme des nombres o, est symé-

trique par rapport & Porigine. Done @, ,= —e; On a soit
n=2k—1, si n est impair et @, = —a, <0, soit n=2k et
ak_H_ = 0. -

Les quotients différentiels généraliss gu, (%, @y, Gaye..y Qg — Gy,
— gy, — @) €6 G (@ @gyeery By 0, — @y, — @) me caracté-
risent pas f et laissent & f une indétermination d’ordre mazimum
E—1.

Posons @(u) = (4 af) (u — aj)...(u —a3).

Si n=2k—1, ¢@a)="U«?) ¢(@)=2a T (.

Si n=2k g@)=aBe), ¢@)=2d D).

L’équation (22)

Lk
P
Py ¥’ (@)
devient
i=k - . i=2 e
i J— 1 P J— ———t—-—-——-= i = .
;m_o 8 on=2k—1, g‘w’(a%) 0 si n=2k

Done, si #n =2k — 1, la condition est satisfaite pour toute valeur
impaire de m telle que @;gk—% o m=1,3,..., 2k—3,
ce qui fait bien £—1 valeurs de m.

Si n=2F, la deuxidme condition est satisfaite pour m pair et
m—2
2

k—1 degrés de termes unilatéraux arbitraires.

Ces résultat s'applique en particulier gquand les @, forment une
progression arithmétique syméirique par rapport & 0, auquel cas la
combinaison @, est une différence n® de f(x) d’un type classique.

Si n=2k—1 (y;<<0), 8i 2=2% (@41;=0), on peut, sans
modifier ni Pexistence, ni la valenr de g,(f, #, @;) en aucun point
de ab, ajouter & f(x) d'un coté et dun seul du point ¢, dans le
premier cas un polynome I(z—:c) impair en x—c, dansle second
cas un polynome P(x —¢) pair en x-—c et sans terme constant.

<k—2, done pour m=2, 4,..., 2k—2, ce qui fait encore
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Si l'ensemble clairsemé queleonque ¢, est donné, on pourra
ajouter & f une série de polynomes unilatéraux = w, O, I, (2 —c,),
2w, C, P, (x—-¢,) sans changer g,(f, ), les coefficients C, supposés
non nuls devant é&tre convenablement choisis, étant donnés les J
et les P,. ’

45. Nous ne nous proposerons pas de rechercher toutes les com-
binaisons non caractéristiques. Bornong-nous 3 de sommaires indi-
cations dans les cas de k==2 et k=23,

Si k=2 (dott n>23 sl ay<<0, n224 si @, =0), Péquation (36)
devient
af oyt

@t o). @F ) (G ). (Gt )

. - . wm
Si mZ==n— 1, la fonetion j—i-epe @;:; = e8t congtamment

) , ) (x -+ ) o))
déeroissante. L'égalité est impossible s @, == @y, Done m<n— 2.

Si <0, n23), 1< m<<n—2. Si =0
I'équation est S - =

. o am=1
(@t o). (@t ) (@ F i) (e )’
Done 2<m<Cn — 2.

En particulier, pour n=3, @, <0, il v’y a dautre solution
possible que m=1 avec @, @, = a;a;, et pour n=4, ay=0, la
seule solution possible est m =2 avee a, @y = a as.

Done les quotients différentiels suivants, ol 0 << g <<y<<1,

s (fz z, 11 ﬂ% ""'381 —’)’) ==
i 6 9 (@—BR)—Bf (a—yh B)—
pury ﬁy(l+ﬂ)(1+7)h”[ y— ﬁ{ = )"'f(erﬂyl = gyyﬂxw]
94(f; z 1, ﬁ% O’ “"ﬂa - Y) =

—1i 24 B2y: fle4-h) — h
i gy
T+ g — PLEEED B =)
e
ne caractérisent pas f. Ces quotients différentiels généralisés gy, g,

i::edzo.n't mt\)diﬁéﬂ ni dans leur existence, ni dans leur valeur par
addition & f d'une série de fonetions 3¢, @, (% —c,) dans lo
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premier cas, 3 C,0,(x—c,)* dans le second cas, avec les notations
utilisées plus haut.

46. Pour k=3 (donc n>b si @, <<0, n>6 si e,=0), on
peut chercher des associations de coefficients a, tels que # ait deux
valeurs, Il est impossible que ces deux valeurs soient consécutives.

En effet, les deux équations & vérifier seraient, d'apreés (23),

of (@, — ag) + a7 (g —ay) + g (@ — as) =0

. () () p(as)
e
ot (@, — ay)
S 2 A =0
w(e) +
Done
or ey ag'

ple)  wles)  wu(e)
ce qui est impossible, si les trois nombres a@;, a@,, @y sont inégaux,
mlll

EFa) @t @) @ gu)

gens de variation quand z varie de 0 & J-oco.

a au plus un changement de

puisque

47. Nous arrétons ici ces considérations. Nous retiendrons de
ce qui préeéde que, siles o, présentent les deux signes, en général
Tensemble E des points au voisinage desquels deux fonctious f(z), k()
admettant le m&me 7° quotient différentiel généralisé ¢,(w, ;) n'ont
pas pour différence un polynome unique d'ordre »—1 au plus,
cet ensemble E ne contient pas de points isolés.

48. Il resterait & prouver que si la combinaison @, est caracté-
ristique, I'ensemble B n'existe pas. Il est déja établi que 7l existait,
il serait parfait, puisqu’il est fermé et dépourvu de points isolés.

Supposons que E parfait existe. A priori, d’aprés le raisonnement

de Baire, E renferme une portion ¢ sur laquelle % est borné in-

dépendamment de z sur ¢ et de A. Il suffirait d’établir que, » variant

indifféremment entre les extrémités de e, %:: R.(f, %, h, o) est

borné (ou tout au moins n'est pas non borné dans tout intervalle
contenant des points de ¢), done quil est impossible de trouver une
double suite z,, A?, h® tendant vers 0, de fagon que B,( fi 2o, B9, @)
croisse indéfiniment quand p croit. -
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x, aurait évidemment ses points d’accumulation sur e, sans
quaucun des », puisse étre sur ¢, A partir d'une valeur assez
grande de p.

Telle est la premiére question & élucider si l'on veut résoudre
le probléme de lintégration d'un qguotient différentiel #° généralisd
d» (f, #, @) quand la combinaison @, est caractéristique. Je me borne
& signaler ce sujet d'étude.

Totalisation des quotients différentiels d’ordre .

49. Rappelons d’abord quelques définitions et résultats énoncds
ailleurs 1).

Une fonction f(x) est dite résoluble (sous-entendu: du premier
ordre) sur le segment ab, si elle est continue sur ad et si sa
variation sur tout ensemble parfait mince est réductible d zéro.

Ces conditions expriment les propriétés suivantes:

a) [réductibilité de la variation de /() sur un ensemble parfait ).
Quel que soit I'ensemble parfait P, dont les contigus sont désignés
par a, b, ou 4,, si V,=f(b,) — f(a,) désigne la variation simple
de f(x) sur 4,, lensemble des points £ de P au voisinage desquels
la série 3|V,,| diverge est non-dense sur P.

Ou encore, P contient une portion P; sur laquelle la variation
simple de f(x) est définie, ce qui signifie que la série 3 |V,,| rela-
tive aux contigus de P, converge. La variation simple de f(x) sur P,
d'extrémités af, est alors par définition £(8) — f(e) — (¢ 3 B) V.

Il résulte de la gondition a) que I'ensemble K des points de ab
au voisinage desquels / n'est pas & variation totale bornée est un
ensemble non-dense, évidemment fermé.

b) [réductibilité & O de la variation de f sur 'ensemble mince P].
Si P est de mesure nulle, sur toute portion P, de P ol la variation
de f est définie, cette variation est nulle.

En particulier, sur tout segment sans point commun avee K
(@) est absolument continue.

Une fonction résoluble posséde sur une épaisseur pleine (com-
plémentaire d'un ensemble de mesure nulle ou pmince“) une dérivée

*) Le lecteur se reportera utilement 3 mon mémoire sur la dérivation ot son
caleul inverse, particulitrement aux deux dernidres parties parues aux Annales
de I'Ecole Normale Supérieure (1916 ot 1917).

icm

Intégration des coefficieals différentiels 317

approximative finie, et connaissant celle-ci @ (2), au besoin complétée
par une valeur finie quelconque aux points ol elle n’existe pas,

f(@) — f(a) = T(p, a, ),

T(p, a, x) étant la totale simple de @ entre a et =

50. Nous dirons qu'une fonction f(z) définie sur un ensemble
parfait @ quelconque est résoluble (sous-entendu: du premier ordre)
spécialement & cet ensemble @, si f(x) est continue sur @ et si sa
variation sur tout ensemble parfait mince P inclus dans @ est ré-
duetible & 0.

Pour que f soit résoluble sur @, il faut et il suffit que la fone-
tion égale & f sur @ et linéaire sur chaque segment contign & ¢
soit résoluble (ou méme que toute fonction continue sur ab égale
4 f sur @ et résoluble dans chaque contign & () soit résoluble
sur ab).

/ admet sur une pleine épaisseur de ¢ une dérivée approxima-
tive spéciale & @, et a fortiori valable sur le continu, quelle que
soit la facon dont f est complétée sur les contigus & .

1l en résulte que si l'on connait 1° pour chaque contign @, f,
4 @ la différence f(B,)—f(@,) et en outre 2° la dérivée approxi-
mative ¢ de f sur une pleine épaisseur de @, il suffit de compléter
sur les contigus ¢, f, la définition de , en le prenant constant et

égal A [ — E) :};—Sxi"-)

m

sur a,f,, pour avoir encore

f(x) — f(¢) = T(p, @, x) pour tous les points 2 de ¢.

51. Nous dirons qu'une fonetion f(x) est résoluble d'ordre n
sur un segment a b, si elle vérifie les conditions suivantes:

1° En tout point z de ad (econditions locales): la) f(x) est conti-
nue, 1by Quelle que soit la fagon dont » non nul tend vers 0, il est
possible de trouver » nombres A, hs,...,k,, de signe opposé & A,
de valeurs absolues croissantes, pouvant dépendre non seulement
de h, mais aussi de z {h,==k(x, k)], tendant vers O avec & (z restant
invariable) et tels que, si .

@u) = (u—h) (u—hy)...(u—h,),

l=n hi
W(fy o h) =+ + 90 3 LA,
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la condition
tim L0 o ou W(fya )=o)  (Landa

soit vérifibe.

Cette condition sera satisfaite en particulier quand il existera
une combinaison @, (f, %, h @, @,..., @,y) dordre n, de rang 1,
infiniment petite d'ordre supérieur & n-—1 par rapport a A

20 (conditions globales relatives & un ensemble parfait P, continu
ou non). Il existe une portion P, de P en chaque point # de laquelle,
spécialement & P, a) f(2) posside une différentielle dordre n —1,

: .k . .
foth)=1@) + 1w B4 oy e @ P+ b))
&, (%, h) tendant vers 0 avec b, x-}/ ne cessant d’appartenir i P.
b) Spécialement & P, et pour k=1,2,..., n—2 fi(», P;) admet
une différenticlle d'ordre m—1k —1, avec les mémes quotients dif-
férentiels que f:

hn—k—-

AR =Fa) Moo P+t g

©) fu(w, Py) est résoluble sur P,.

) [fn—q(w: P )+£ 1(‘”: h)]

52. La dérivée approximative de f,_,(s, P;), spéciale & P,
(puisque f, (%, P;) est uniquement défini sur P,) existe sur une
pleine épajsseur de P;. C'est un quotient différentiel approxi-
matif #° de f.

Done, les hypothéses 2a), 2¢) entrainent que f admet sur umne

Dpleine épaisseur de ab, un quotient différentiel approximatif
d'ordre n, soit @,(z).

52b.Chacun des quotients différentiels spéciau fi(w, P,)(k=1,...,n—2)
et aussi f(2), ayant spéeialement & P, une dérivée continue f,,,(x, Py),
est résoluble sur Py. f,(x, P,) sera déterminé, & 'addition prds d'une
constante, par la connaissance de sa variation simple sur chaque

segment ¢, d, ou %, contigu & P, et par la connaissance de
fans (@, Py) sur P,.
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53. Supposons connue la variation simple

fri (my Py) = fact (6my Pr) =6, de [, (2, Py) sur c,d,.

Posons u, (2) = @, (x) aux pomts de P, et p,(x)= 6— pour

Cn <2<, Soient af les extrémités de P,. u, est totahsable
sur af et f,_,(#, P) — foi(@, P) = T(t,, @, ), quel que soit
sur P. Done f, (=, P,) — f,_s(a, P,) est calculé sur P,.

58b. Dés lors la connaissance de toutes les variations simples
de f,_s(x, P,) sur chacun des ¢, d, donnera f, ,(z, P,)—f, a(a, P,).
On remontera” de proche en proche jusqu'a f, dont I'excés sur le
polynome

f(@)+ (@ —a) f; (@ B) +.. +((n 2 foala, B)

est déterminé, ce polynome lui-méme pouvant étre quelcongue.

b4. Il est évident que toute fonction résoluble d’ordre n l'est
a fortiori d'ordre k&, si 1<Ck<{n. La somme, le produit de deux
fonetions résolubles d’ordre # sont résolubles d’ordre 7.

55. La définition du caractére de résolubilité d'ordre n spéciale-
ment & un ensemble parfait @ quelconque s'obtiendrait par Vextension
naturelle du caractére de résolubilité sur le continu. Dans les con-
ditions locales: la la continuité de f(x) en tout point de @ s’entend
pSpécialement & Q% 15 les points x-}h, x4 A, doivent &tre situés
gur . Dans la condition globale relative & un ensemble parfait quel-
conque P, il faut ajouter que P est dans Q. '

Nous n’aurons pas iei & utiliser cette généralisation.

Observons néanmoins que si @ a un indice fini en tout point,
et si f(z) admet spécialement & @, en tout point et au moins d'un
coté, deux coefficients différentiels ze¢ finis, f(2) est réscluble
d’ordre n spécialement & Q.

56. Nous allons montrer que foute fonction résoluble d'ordre n,
est déterminde, d l'addition prés d'un polyneme arbitraire d’ordre
n—1, par la connaissance sur une épaisseur pleine de son n° quo-
tient différentiel approximatif, soit f,,(x) = @.(x).
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Tout revient & montrer que si f,,(#)==0 sur une épaisseur
pleine, f(x) est un polynome de degré n-—1 au plus,

L'énoncé est vrai pour # = 1. Admettons qu'il soit vrai pour
tous les ordres inférieurs 4 » et démontrons-le pour la valeur con-
sidérée de n.

Drabord, lensemble des points au voisinage desquels f(x) n'ad-
met pas un quotient différentiel général d'ordre n—1 résoluble
est non-dense sur le continu (condition 2e¢ appliquée & P identique
& ab). Ce quotient f, ,(z) ayant la dérivée approximative 0 sur
une épaisseur pleine est constant sur tout intervalle ol il est réso-
Juble. Si done /(%) n’est pas un polynome unique sur ab, de degré
n—1 au plus, Pensemble F des points autour desquels f ne
coincide pas avec un polynome unique est non-dense, I est évi-
demment ferms, '

E wa pas de point isolé. Oar si K posséde un tel point & de
part et d’autre de & f(x) cotncide ‘avee deux polynomes distinets
dordre n—1 au plus, M(x) pour 2>§ N(x) pour <& Soit
L (#)= M(2) — N(x). La fonction 6 (x) égale & 0 pour z << £, b L(a)
pour x>, doit vérifier W(0,&, h)==o0(h"). Or W(6, & h)=L (£ -+ h)
i A>0. WOEN=p( ¥ LCAM _ 16415 si h<<0. Done

¢'(h)
LE+r)=o("). L étant de degré n—1 au plus, L (x) est
identiquement nul. N(x)= M (x). & w'appartient pas & E ZE n'’a
pas de point isolé,

E, #il existe, est donc parfait. Il posséde une portion H, sur
laquelle les hypothéses 20 sont vérifides. Soit c¢d ou ¢ un intervalle
contign & E. Sur cd, f est un polynome P(z) de degré au plus
égal & n—1,

Soit h négatif et assez petit pour que hy=h,(c, h), qui est po-
sitif, soit inférieur & i. Alors ¢4, est sur i, pour r=1,2,..,,
et fc+h)=P(c+1,). Mais

Pe+h) | g Pleth)
' (k) +2 o) =0

P étant un polynome de degré n —1 au plus. Done

W(f,c,h)=f(c+h)-P(c+h)=o(h"") si h<<O.
Et de méme

f@+h) —P@+m =0 s h>0

’
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Mais, « étant sur 7,

— p\n—1 )
[&) =10 +@—afite, B) ..o E=TL o, B )=
== P(x) + o(x — o)1,
Le méme raisonnement s'applique au point d.
On en conclut I'identité avec P(z) des deux polynomes:

O+ @—file By +... - E e oy

(=
FD+ @~ (6 B+ G a0, )

En particulier f,_,(d. E;) = f,_,(c, E,). Donc la variation de
faa (% Ey) entre les extrémités de chaque contign & Z; est nulle.

Considérons la fonction u,(z) ainsi définie sur le segment ap
joignant les extémités de E,: p,(x)==7,_,(x, B, si « est sur E
#a(2)=fr1(¢,Ey) =fn1(d, B,) sur lintervalle ¢d contigu & E,.

#, () est continu, résoluble d’ordre 1 et a sur une pleine épais-
seur de o la dérivée approximative 0. Done u,(x) est constant entre
les exirémités de E,. Soit 4, , sa valeur. Posons

wu—l

my (%) = f(&) — 4, [y

my (o), résoluble d’ordre n — 1 sur @f, y possdde sur une &pais-
seur pleine le (n — 1)* quotient différentiel approximatif 0. Done,
d’aprés ce que nous avons admis, m,(x) est un polynome d'ordre
n—2 au plus sur af. Done f est un polynome unique d’ordre
n—1 au plus sur af. Done E n’a aucun point sur Iintervalle a g,
contrairement & I'hypothése que E, est une portion de E. Nous
aboutissons & une contradiction. Le théoréme est établi.

57. Il résulte de ce théoréme que, si une suite d'opérations
appliquée & @,(x) nous donne sur @b une fonetion m(z) résoluble
d’'ordre n et admettant sur une épaisseur pleine ¢, pour dérivée
approximative d’ordre », toute fonction f # fois résoluble sur ad,
admettant ¢,(x) pour dérivée approximative n° sur une épaisseur
pleine, est la somme de m(z) et d’'un polynome d’ordre #n—1 au plus.

Cette observation justifie la légitimité du calcul suivant de f(x)
a laide de g,.
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58. 7 inconnu étant résoluble, il y a (2¢) par hypothése, sur
tout intervalle de ab, un segment ol /., existe, cst continu et est
régoluble. Sur ce segment ¢, () est totalisable. On en tire pour ¢, ce

Caractére (2¢). 8i L est Vensemble des points qui me sont in-
tdrieurs & aucun intervalle sur lequel @, est totalisable, 1 ¢st non-dense.

Soit ¢ un intervalle contigu & [. Sur tout segment intérieur i ¢
@, est totalisable. Soit ¢ un point intérieur ¥ 4. Posons
1 B
I(z) = _“1)! [( t)nm“pn(t))a‘)m]a
2 étant un point quelconque intérieur & 4. Le second membre est
une fonction continue dans 4, ayant ses #-— 1 dérivées premitres
continues, la (n — 1)° étant T¢,(?), @, x]. Oelle-ci est résoluble et
a pour dérivée approximative ¢, (%) sur une épaisseur pleine. Done
flx) — I(z) est un polynome P(z) sur la totalité de 4.

59. Rappelons incidemment que, en un ensemble partout épais
sur 4, @, est la dérivée ordinaire de 1'(g,,, #). En un point de
cet ensemable, p, est la dérivée ordinaire n® de f(x). Supposons que
@ soit dans cet ensemble, I(x) est nul ainsi que ses #—1 premibres
dérivées au point ¢ et sa dérivée n° ordinaire y est égale & ¢,(a).

Au point @, les valeurs de P(x) et de ses n-— 1 premiéres dé-
rivées sont celles de F(x). ‘

60. Soient y, d les extrémités de i. x se déplagant sur intervalle

iy f(a) tend vers une limite unique (condition 1a) quand « tend vers

7 et il en est de méme quand  tend vers 0. Il en est done de

méme pour 1(x), et clest I un caractire nécessaire (caractére 1a) que
dott présenter @,

Mais, bien entendu, méme si 7 posséde au point y ou au point J
des quotients d1ﬂ'érent1e]s des n — 1 premiers ordres, il n’en résulte
vnu}llem‘c‘a‘nt que I(’f)(x) ey — lgl —
vers une limite quand z tend vers y ou vers J, méme pour k=1

T[(x — ty—* (1), @, x| tende

61. Convenons de dire que le probléme de la détermination de
f(@) sur un intervalle w est résolu, si nous connaissons f(x) sur
‘4 I'addition prés d’'un polynome unigue pour tout Iintervalle u. Nous

saurons résoudre le probléme pour la totalité de ab, si nous savons

résoudre chacun des deux suivants:
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Probléme A. Ayant déterminé f(z) séparément sur deus inter-
valles adjacents i,j séparés par leur extrémité commune &, détermi-
ner f sur Pintervalle i -4 & .

Probléme B. Ayant déterminé f(x) sur chaque intervalle con-
tzgu @ un ensemble parfait totalement discontinu P, déterminer f tout
au moins sur un intervalle contenant des points de P,

62. Probléme A. Sur 4, nous avons f(z)= I(z) - M(z); sur j,
fla) =J(x) —|—N(x I(z) et J(x) sont deux fonetions continues au
point &, et M(x), N(x) sont deux polynomes de degré n— 1 .au
plus, arbitraires jusqu’iei. L'un de ces polynomes, M (=) par exemp]e
restant arbitraire, il s'agit de relier le second N(z) au premier,
C’est-i-dire de montrer que la différence L(x) = N(z) — M(x) est
déterminée.

Nous utiliserons la propriété 15 de (). Supposons i & gauche de &.
Faisant A, = %,(, h) et supposant & assez petit pour que A, soit dans i ,
81 0 <Ch<Cj, et dans j, si —i<<h <0, cons1dérons W, é‘, Rh)y=o (k")

Si k>0,

FE+R=TE+ B+ NE+R), fE+h)=IE+h)+ ME+h),

Sf(Hh,) _ §1<5+hr) _ ME4n
& k) A g N
Posons
qo(h)Z Lt wusm

Wi(L & k) est une fonction connue de 4 positif suffisamment petit.

On a .
(5> 0).

J(E+R) + Wi (L, & hy—+ N+ h) —M(E+h)=o(h")
De méme ‘
IE+ N +W (6 )+ ME+ 1) — NE+p)=o(h™) (b <0)

Done (caractére 15 de @,): la fonction de h égale &
—J (E4-h)— W (LER) pour h<0 et a I(E-+h)+ W (J,&R) pour B0,

aclmet une différentielle générale dordre n—1 pour h= O Dautre
part cette fonction vaut L(E - A) + o(A*Y).

21*
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Done L(z), polynome dordre n-—1 au plus, est parfaitement
déterminé et nous venons de donner le moyen de l'obtenir.

Done f(x) est connu sur 4~ &~ 4.

L'application de cette méthode permettra, quand f(x) sera connu
sur tout intervalle contigu & un ensemble fermé E, de réduire celui-ci
& son noyau parfait. En effet, par une succession transfinie d'opés
rations du type préeédent, f(x) sera connu sur tout intervalle ou
B est réductible,

63. Probldme B, Supposons f(x) connu sur tout intervalle con-
tign & P parfait, D'aprés la condition 2° il existe une portion P,
de P (P, est provisoirement inconnu) oh f,_,(x, P;) existe, est réso-
luble, avec la dérivée approximative ¢,(x) sur une pleine épaisseur
de Py, fiy(x,P,) étant résoluble du k° ordre sur P, et avec les
mémes quotients différentiels spéeiaux & P, que f(x).

Solent ¢, dy ou iy,...,¢,d, OU i,,... les contigus & P, et cd le
segment des points extrémes de P, '

Sur ¢,d,, f(®)=1,@)-+ N,(x). I,(x) est une fonction connue
déja caleulde & l'aide de ¢,. N, (x) est un polynome quelconque de
degré n — 1. Il #agit de caleuler N, (x)— N, (x) quel que soit m, et
on aura f(x) sur tout le segment cd.

Soit & assez petit pour que h,(c., h) (A<<O) et |h,(da, k)|
{h>>0) soient inférieurs & i,=d,—c,. Comme dans le cas @,(x)=0,
nous trouvons

 (<<0) f(en+B) — Nulow + 5) + Wi (L, 0, B] = o(h*),
81
o N P(nth)
Wy Ly 0y B) = @' (B) 2 T
et '
F@m ~+B) — N(d 4 ) + Wy (L, &, b) = (") (h > 0).

Supposons ¢, - h situé sur P;. On a dés loré
(om = h) = 7(ew) + B2 (Cny P1) + .. -I-(n )| Fome €y P1) 0 (B*).

Done, W, (1, ¢m, h) admet spéclalement A 1’ensemble déerit par h
quand ¢,k décrit P, une différentielle d’ordre n—1 pour h==0,

80it Wy(Im) Cmy h) = 0o + 0 h 4. 4 0y s (ﬂ 1)! + o(A").
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Donc

N, (x) = cm) + @ -+ (@ — cn)[fs (0,,,, P) + o]+

oot O aaloms P) o 1]

et de méme W, (I,,,,d,,,,h) admet gpécialement & l'ensemble déerit
par h quand d, - & déerit P, une différentielle d'ordre »—1 au
point 2 =0 et vaut par conséquent

1

oi bt 0 =5

Donc encore
Nop(0) = f(d) + 05+ (@ @) /1 (G, Py) + 0] ..
ot B, P + 0l

(n

o(hn—l)'

En égalant les deux expressions de N,(z), on voit que fi(d,, F;)
g'exprime linéairement au moyen de fj(c,., F;):

fre1(@my Py) — fra(Cmy Pr) == @py — Wy = m,n—13
fk(dm P)+ (’Jk - fl:(cm '}‘_:’ikl"l‘ (d,,, - cm)[fb-}-l(cm Pl)"{"a’l] +
o e s B+ 001
(k=0,1,...,n —1).

63 b. Nous trouvons done que le ealeul appliqué & @, doit mettre

-en évidence les caractéres suivants:

Caractére (2a). L'ensemble K, des points de P au voisinage
desquels existent des intervalles comtigus c,d, & Py aux extrémilés
desquels les deux fonctions Wy(L,, ca, h) et W1(I1n, &, h) nadmettent
pas de différentielles n*® respectivement spéciales auxw ensembles décrits
par h quand c¢,-+h et d,-+h décrivent P, cet ensemble K, est
non-dense sur P.

Nous connaissons la variation
fn——-l(dma P) '—fn——l(cm, P) - w;u,n~1 -
pour tout intervalle contign 4 P n'ayant aucune de ses extrémités
sur K,. Sur toute portion @ de P sans point commun avec Ky, nous

pouvons, connaissant les 6, , ; relatifs aux contigns & cette portion,
tenter la totalisation de ¢, sur @.

mm, n—-1 = am, n—1
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Caractére (2b). Lensemble H, 2= K, des poinls aw voisinage
desquels @, est non totalisable sur P, quand on aftribue pour variation

& sa totale sur le contigu ¢, d, & P lo valewr 0,,.., H,, est
non-dense sur P. .

Soit @ une portion de P sans point commun avee I, ;, af les

extrémités de @. La fonction w(x), égale & ¢, sur o, & Q,’f‘_ sur le
1’"1

contigu i, & @, est totalisable. Sa totale entre o et x ne différe
que par une constante de f,_,(x, F) sur @. Dés lors, on connait de
la fonction f, (e, P) 1° la dérivée approximative égale & f, (2, P)
sur une pleine épaisseur de P— H,_,, 20 les variations de f,_,(x, P)
sur chaque contign & P n’ayant aucune de ses extrémités sur H, ,.

63c. f,_s(x, P)btant résoluble d'ordren-—1,'ensemble [, ,=H,_,
des points olt sa dérivée approximative f,_,(x, P) nest pas totalisable
est non-dense sur . Sur tout intervalle contign & IH, 4, une tota-
lisation simple nous donnera f, o(x, P), & une fonction linéaire ad-
ditive prés, en tenant compte de la constante arbitraire ajoutable
) fn-—l(m’ P)'

De proche en proche, on aboutira & un ensemble H=H, >..>H,_,,
H étant non-dense sur P et f(x) étant connu & l'addition prés d'un
polynome de degré » — 1 sur chaque contigu & H,

Par le caractére la de la continuité de cette dernitre totale,
en tout point, on a f(x) sur tout segment contigu & H.

. 64. On conclut de l4, comme dans le cas de la totalisation
simple, que, par wume suite dénombrable dopérations, on résout le
probléme de Iintégration de ¢, pour la totalité du segment ac.

65. Dans le cas ot la fonction donnée inconnue f(x) est sup-
posée posséder en chaque point de ab une différentielle d’ordre n
elle est résoluble d'ordre », d’aprés le théordme II. Done, on pas-’
sera, par Topération que nous venons de décrire, de son #° quotient
différentiel ordinaire f,(2) supposé donué & la fonetion f(x) suppo-
sée inconnue.

La méme conclusion vaut si /() posséde en tout point, au moins
@’un cdté, deux coefficients différentiels n°® extrémes finis, et si m ()
est en chaque point égal & I'mn d’eux. . ’ -

——————————————————
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Sur lexistence des continus indécomposables.
Par

Stefan Mazurkiewicz (Warszawa).

Je me propose de démontrer que fout espace méirique compact
de dimension =2 contient un continu indécomposable*).

Désignons par 2 la variable complexe, par S; la circonférence
|o| =1, par @, le disque |2/ =1, par ¥* la famille des fonctions
continues qui transforment I'espace X en sous-ensembles de l'espaceY.

Lemme I%). Si f est une transformation essenticlle d'un espace
méirique et compact A en Qp, alors f est une transformation essen-
tielle de A, = f~1(S,) en 5. ' ’ ‘ V

Désignons par « les points de 4, par u les points de 4,, par
T, la famille des @ ¢ S{ qui sont inessentielles, par I la famille
des @ e S+, qui sont extensibles sur A relativement & S;. Posons
@0 (w)=1; il vient g, eI, et ¢oel’y. Or, T, est connexe et I,
d’aprés un théoréme de M. K. Borsuk %), ouvert et fermé. Done
I, CT. ‘ ‘ ‘

Supposons que la transformation f de 4, en S, soit inessentielle,
c. 4 d. que feIh; done fel'y et il existe une fonetion ge Sf telle
que g (u) = f (u). ,

Posons: fi(x)=(1—1t)f(@) +t-9() 0=t=1

 On sure: fo(z) = (@) fi (@) =g (@) e Sy fs(@) eQs; fol) =)
Done, la transformation f de 4 en ¢); est inessentielle, contrairement
4 T'hypothdse.
En utilisant un lemme de M. Eilenberg ¢), on obtient le

1) Solution d'un probléme posé par M. P. Alexandroff.

%) Les lemmes I, I ot le théoréme I s'étendent aux transformations essentielles
en éléments n-dimensionnels.

%) Borsuk, Monatsh, f. Math. Phys. 38 (1931), ». 382883,

4) Fund. Math, XXIV, p. 164—16b.
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