16 . W. Sierpinski.

vant étre quelconque, on voit que la fonetion f(x) jouit de la pro-
priété II, e q. £ d. o
" Soit maintenant f, (%) (n==1, 2,3,...) une suite infinie de fone-

tions de la famille @, et soit
& f@=lmf, for fi i@

Posons, pour n=1, 2, 3,...

@) (@) = fu foes--- o 1 (@),

La famille F= @, satisfaisant & la condition 1° les fonctions
P (x) (n==1,2,8,...) appartiennent & @P;, donc jouissent de la
propriété II, et il en résulte, (d’aprés (2)), comme nous venons de
démontrer, que la fonction (1) jouit de la propriété II et par suite
appartient & @;. La famille #'= @, satisfait donc & la condition 2°.

La formule S(®,)= @; est ainsi démontrée. Or, d'aprés @, C @,,
on a S(P,)CS(P;): on a done S(P,)C P, cest-d-dire toute fonc-
tion obtenue par un nombre fini ou une infinité dénombrable de super-
positions de fonctions jowissant de la propriété de Baire jouit de la
propriété II.

Pour démontrer qu'il existe une fonction d'une variable réelle
qui n'appariient pas & la famille §(®@,) il suffit donc de démontrer
qu'il existe des fonctions f(x) qui ne jouissent pas de la propriété I7.

Or, telle est p. e. toute fonction discontinue sur tout ensemble
parfait, en particulier toute fonction caractéristique d'un ensemble
linéaire qui est totalement imparfait ainsi que son complémentaire
(et dont I'existence on démontre & l'aide du théoréme de M. Zer-
melo). ‘

Notre assertion est ainsi démontrée,

Remarque. Nous avons démontré que @, @,. Or, la question
se pose si l'on a @ = @; ou non. Nous ne savons pas résoudre
cette question (négativement) qu'en admettant 'hypothése du continu.
En admettant que 2% =1y, j’ai démontré?) qu’une superposition de
deux fonctions de la famille @, peut n’appartenir pas a cette fa-
mille, ce qui est incompatible avee Iégalité @, ==&, qui donne
(d'aprés 8(®y) = B;) S(P,) = §(P;)= Oy =B, done S(P,) = D,.

1) Fund. Math, t, XXII, p, 21.

S ——————————
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Sur une classe de fonctions de M. Sierpifiski
et la classe correspondante d’eénsembles 1).

Par
Edward Szpilrajn (Varsovie).

Introduetion. M. W, Sier pifski a considéré récemment la
classe des fonctions f(z) (réelles d’une variable réelle) qui satisfont
& la condition suivante: pour fout ensemble parfail P (de mombres
réels) il existe un ensemble parfait P,(CP tal que la fonction f|P,
est continue %), .

La note présente contient une étude détaillée des fonctions qui
satisfont & cette condition de M. Sierpifiski ainsi que Pétade des
ensembles qui satisfont & la condition correspondante (cf. 2:1). Nous
dirons que ces fonctions et ensembles jouissent de Zu propriété (s).
Nous considérons de méme les ensembles dont tous les sous-ensembles
possédent cette propriété, Nous dirons qu'ils jouissent de la propridté (s°).

D'aprés M. Sierpinski, la propriété de Baire au sens restreint
entraine la propriété (s) et, d'autre part, il résulte de I'hypothése du con-

- tinu que le théoréme inverse n’est pas vrai?). Nous ne savons pas, si

T'on peut se passer de 'hypothése du continu pour obtenir ce dernier
résultat. Nous ne savons non plus, si tout ensemble PCA (ou, plus
généralement, tout ensemble projectif) jouit de la propriété (s).

Ce qui parait intéressant, clest que la propriété (s) est un in-
variant de diverses opérations: de 'opération (4) (2'6), de ’homéo-
morphie généralisée (2:6), de la multiplication ‘cartésienne 27, de
la superposition 4) (4'5), ete.

1) Les résultata principaux de est ouvrage ont 6t présentés a la Société Po-
lonaise de Mathématique (section de Varsovie) le 18 mai 1934,
%) Sur un probiéme de M. Rusicwicz concernant les superpositions de
fonctions jouissant de la propridtd de Baire, ce volume, pp. 12—18.
*) Sierpiniski 1. c. et la note prégafita
%) Sierpinskil e.
Fond

ta Math
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Rappelons ici les théorémes de M. Sierpifski (dénfmntrés
A Vaide de 'hypothése du continu), d'aprés lesquels la propriété d.e
Baire au sens restreint n’est pas invariante par _rapport 4 la mullfl-
plication cartégienne, ni & la superposition ), ni 4 'homéomorphie

de classe 1,039). _ '
En gén:Sral, les relations, obtenues dans le domaine des fonctions

et des ensembles jouissant de la propriété (s), paraissfant former une
théorie assez simple et liée d’une fagon naturelle & divers problémes
de 1a théorie des ensembles de points.

Prémisses sur I'espace, termes et notations. Les espaces considérés dans
cette note sont supposés toujours metrigues, scparables et complets. Ils mont désignés
par les lettres X, Y, Z, )

Notre terminologie et nos notations ne différent en général de ceux qui sont
employés dans la Topologie de M. Kuratowaki?). :

Nous appelons: .

Ensemble jonissant de la propridté de Batre (au sens large) relativement 4 X —
un ensemble de la forme G — K, -}~ K,, ot @ est un sous-ensemble ouvert de X
et K, avec K, deux ensombles de premiére catégorie dans X; ‘

Ensemble jouissant de la propridté de Baire au sens restreint — un en-
semble EC X tel que pour tout sous-ensemble parfait P(C X, I'ensemble PE jouit
de 1a propriété de Baire (au sens large) rel, & P;

Ensemble foujours de premiére calégorie — un ensemble qui est de pre-
miére catégorie sur tout ensemble parfait;

Ensemble de Cantor — un ensemble homéomorphe & un sous-ensemble non
dense, parfait de I'intervalle [0, 1] (en d’autres mots: un ensemble parfait, compact
et 0-dimensionnel);

Fonction mesurable B — une fonction f(x) telle que pour tout sous-ensemble
ouvert G de lespace des valeurs, I’ensemble f—!(&) est borelien;

‘Homdomorphie généralisde entre los ensembles E, et E, — une fonction f
définie sur E,, biunivoque et mesurable B, dont l'inversion est mesurable B et telle
que f(E)=E,. )

Image de la fonction f — 1 ble des pointe (z, y) tels que y = f(x). )

Projection sur Vaxe X d'un ensemble E( XX Y — l'ensemble des points
z e X, pour lesquels il existe un y ¢ ¥,tel que (x,y) e E.

Nous désignons par:

f1E ou bien f(a|E) (oh Yensemble E est contenu dans I'ensemble sur lequel

f) W. Bierpifiski: Hypothése du continy, Monografje Matematycene 4,
Warssawa—Lwéw 1984, pp. 70—7b,

") W. Sierpifski: La propridté de Baire ot Vhomdomorphie généralisde,
Fund, Math, 22 (1934), p. 262. ,

) C. Kuratowski: Topologie I, Monografje Matematyczne 3, Warszawa—
Lwéw 1933. y
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la fonetion f est définie) — la fonetion @ (x) définie (senlement) pour ¢ B par
Pégalité @ (#) = f(z).

N{Epnn,...x,} — lo noyau du systéme déterminant {E, ,, ny) Pensembles,

c.-i-d. I'ensemble
'E, B,,:...
nuRy...

(ot la sommation s'étend 4 toutes les suites n, n,

En parlant des ensembles parfuits
pas vides,

... de nombres naturels).
» oud supposons toujours qu'ils ne sont

1. Familles denses d’ensembles parfaits,

1-1. Définitions. Une famille P de sous-ensembles parfaits d’un
espace X sera dite héréditaire lorsque tout sous-ensemble parfait d’un
ensemble quelconque P ¢ P appartient & P. Elle est additive (au sens
large) lorsque ls somme de chaque couple d’ensembles disjoints,
appartenant & P, appartient de méme & P. Enfin, la famille P est
dense sur Z (ot Z(CX) lorsque tout sous-ensemble parfait de - Z

contient un ensemble PeP. Elle est appelée dense, lorsqu'elle est
dense sur l'espace X.

1.2 Produit des familles denses. {P.} étant une suite de
familles additives (au sens large), héréditaires et denses Densembles
parfaits, la famille P= ITP, est dense ™)

Rl .

Remarquons d’abord que tout ensemble parfait contient demx
ensembles parfaits disjoints de diamétres arbitrairement petits,

Soit D un ensemble parfait quelconque. La famille P, étant
dense, il existe dans D deux ensembles parfaits disjoints P, et P,
appartenant & P, est dont les diamétres sont <C 1. Supposons & pré-
sent que les ensembles P,..;, (tous les indices étant égaux a O

ou 1) sont déja définis pour un nombre n. La famille P,y étant
dense, il existe dans P, , ., deux ensembles parfaits disjoints Pry.rto

et P, ..., appartenant & P, et dont les diamdtres sont <%.

L’ensemble .
P =ﬂ-2‘Pt,,x.,..‘,t,

nwl l;,i;"...,ln .

1) Evidemm_ant, elle est aussi héréditaire et additive (au sems large).
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(la sommation gétendant & tous les sysfémes de n indices égavx 40 oul)
est un sous-ensemble parfait de D. Les familles P, étant additives
(an sens large) et héréditaives, on a: PeP, pour n=1, 2,... et par

conséquent PeP.
La famille P est donc dense, c.q. f. d.

1:3. Application & la propriété de Baire.

(i) E étont un sous-ensemble de Vespace X la famille P des sous-ensembles

parfaits de X, non denses sur E, est héréditaire, additive et dense.

1L'hérédité et 1'additivité de la famille P étant évidentes, il reste 4 démontrer
que P est une famille dense. Soient: D un sous-ensemble parfait arbitraire de X,

ot Nle noyau parfait de E. Il réslte de D'égalité:
D={D—E)+DN+DE—N)

que 'ensemble D — E, ou bien l'ensemble DN, st indénombrable.

D—E étant un Gy, il contient dans le premier cas un ensemble parfait,
disjoint 4 E, donc — & plus forte raison — non demse sur E.

Dans le d cas, I ble fermé DN contient un ensemble parfait non
dense dans DN, donc & plus forte raison, non dense sur B,

La proposition (i) étant ainsi démontrée, il résulte de 1'2 que

(i) {En} dtant une suits arbitraire de sous-ensembles de X, lo famille des
sous-engembles parfaits de X, non denses simultanément sur Ep (n=1,2..) —
est dense,

Supposons marntenant que l'espace X est tndénombrable. Soit {H,} une suite
de sous-ensembles de X, D'aprds (ii) il existe un ensemble parfait P X, non
dense simultanément sur E, (n=1, 2...). On sait que tout ensemble parfait se
laisse décomposer en deux epsembles totalement imparfaits 1), donc ne satisfaisant
pas & la condition de Baire au sens restreint. Soit P==7"-+TU une telle décom-
positions. On parvient ainsi & la conclusion suivante:

(iti) {E.) ctant une suite. arbitraire de sous-ensembles de X, il existe un
ensemble T iel que Vensembls T E, joust de la propridté de Baire par rapport
& E, (pour n=1, 2...) et qui me jouit pas de ceite propridté au sems
restreint %),

1.4. Familles denses dans le produit cartésien. Soient P,
une famille dense de sous-ensembles parfaits de Y et P une fa-
- mille héréditaire de sous-ensembles parfaits de X X ¥, dense sur tout
ensemble XX (1), oit e Y, et contenant tout emsemble X X @, oil
QePy. Thise: la famille P est dense.

1) Of. p. ex. Kuratowski 1 e, p. 267.
1) Cest la réponse 4 une question posde par M. Ulam,
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Soit done D un sous-ensemble parfait de X X Y. Supposons
que la projection de D sur Y est an plus dénombrable Il existe
done un point n¢ ¥ tel que Tensemble [XX ()] D est indénom-
brable et par consdquent il contient un ensemble parfait. La famille
P étant dense sur X X (1), il exisle un ensemble parfait PeP tel
que PC[X X (9)]- D C D.

Supposons maintenant que la projection de Iensemble D sur Y
est indénombrable. Cette projection &tant un ensemble analytique,
elle contient un ensemble parfait et par conséquent un ensemble
QeP;. Liensemble D.(X X @) étant un ensemble fermé indénom-

brable, il contient un ensemble parfait. P Il résulte de nos pré-
mieses que PeP. ‘

2. Ensembles a propriété (s).

2.1. Définition. Un sous-ensemble E d'un espace X jouit de
la propriété (s), lorsque tout sous-ensemble parfait de X contient
un ensemble parfait P tel que P(C E ou bien PE = 0.

La classe des spus-ensembles de X qui jouissent de la propriété
(s) sera désignée S(X).

2:2. Ensembles dépourvus de la propriété (8). Il résulte di-
rectement de 2.1 que

() La relation E€S(X) équivaut & Texistence d'un ensemble par-
Jait P(C X de la sorte que les ensembles PE et P—E sont totale-
ment imparfaits.

Or, tout ensemble parfait se laisse décomposer en deux parties
totalement imparfaites?). Par conséquent

(i) Tout ensemble parfait P(C X contient un ensemble E &$(X).

2:3. Equivalences. Pour guw'un sous-ensemble E d'un espace X
Jouisse de la propriété (s) il faut et il suffit qu'il posstde une des
propriétés suivantes:

(s1) tout sous-ensemble parfait de X contient un ensemble parfait
P tel que Vensemble PE est ouvert dans P

(82) tout sous-ensemble parfait de X contient un ensemble parfait
P tel que Pensemble PE est analytique; '

1) Voir p. 201).
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(8s) tout sous-ensemble borelien indénombrable de X contient un en-
semble borelien indénombrable B, tel que Pensemble B, E est borelien;

(84) il existe un sous-ensemble borelien B de X, contenant E, tel
que dans tout sous-ensemble borelien indénombrable de B il ewiste un
ensemble borelien indénombrable B, tel que lensemble B, F est borelien.

Pour démontrer cette équivalence nous considérons encore deux
propriétés suivantes de ensemble E:

(s5) tout sous-ensemble analytique indénombrable de X contient
un ensemble parfait P tel que P F ou bien PE = 0;

(s5) il existe un sous-ensemble analytique 4 de X, contenant E
et tel que tout ensemble parfait, contenu dans 4, contient un en-
semble analytique indénombrable 4, tel que Pensemble 4, F est
analytique;
et nous allons démontrer que les propriétés (s) et (s)—(s,) sont
équivalentes. Les relations (3;)—>(s)—>(s;) = (85) = (5;) et (85) — (8)—>
—>(8)) > (ss) étant évidentes, il reste & démontrer que (g5) —> (s;).

Soit done E un ensemble jouissant de la propriété (86). Soit L
un sous-ensemble analytique indénombrable de X. Si A L est un
ensemble au plus dénombrable, L — AL contient un ensemble par-
fait 2. On a done P4 =0 et par conséquent PE==0. Si AL
est un ensemble indénombrable, il existe un ensemble parfait P(CAL.
Il existe donc un ensemble analytique indénombrable 4, CP tel
que 4, E est un ensemble analytique. L'ensemble A, £ étant indé-
nombrable resp. au plus dénombrable, lensemble 4, contient un en-
semble parfait' contenn dans £ resp. disjoint & E. L'ensemble E
jouit done de la propriété (s), c. q. £ d.

2-4. Suites d’emsembles A propriété (8)- {E,} étant une suite
de sous-ensembles de lespace X qui Jouissent de la propridté (s), tout
sous-ensemble parfait de X contient un.ensemble parfait P tel que
les ensembles P E, sont ouverts dams P pour n=1,2,...

Désignons par P, la classe des sous-ensembles parfaits P de X,
tels que l'ensemble PZ, est ouvert dans P. Les ensembles E, jouis-
sant de la propriété (s), done de méme de la propriéié (s,), les classes
P, sont denses. D'autre part elles sont héréditaires et additives, Il

résulte donc de 12 que la classe I P. est aussi dense, c. q. f. d.
n=1

25. Addition, soustraction, opération (4).
() S EeS(X), on a X— EeS(X).
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Cest une conséquence immédiate de la définition 2.1

() La somme d'une suite dénombrable densembles Jouissant de
la propriété (s) en jouit également. . '

En effet: il existe, en vertu de 2.4, dans tout ensemble parfait
un ensemble parfait P tel que PE, est un ensemble ouvert dans
P pour n=1,2... Par conséquent, 'ensemble PE=PE,+PE,+..-
est aussi ouvert dans P. Ainsi lensemble E jouit de la propriété
(s;), done, de méme, de la propriété (s).

Nous allons démontrer directement un théordme plus général:

(i) La propriéts (s) est un invariant de lopération (A).

Soit done {E,,,, ..} un systdme déterminant d’ensembles jouis-
sant de la propriété (s) et posons X =— N{E,,“b_._,,*}.‘ La classe de
tous les systémes finis de nombres naturels étant dénombrable, il
existe (d’aprés 2.4) dans tout ensemble parfait un ensemble parfait
P tel que 'ensemble PE,,., ..n, est ouvert dans P pour tout systéme
iy Mg, ... 7 de nombres naturels. Par conséquent, 'ensemble

PE="P-N{E,,,,..,}=N{PE,,,, .}
est ;nalytique. Ainsi, ensemble E jouit de la propriété (s,), done, de
méme, de la propriété (s).

2:6. Homéomorphie généralisée. La propriété (s) est un inva-
riant de Uhoméomorphie généralisée.

Soient done X et ¥ deux espaces; K, ¢§(X); E,CY.. Suppo-
sons qu'il existe une homéomorphie généralisée entre E, et E.
D’aprés un théoréme dti 3 M. Kuratowski, cette homéomorphie
généralisée se laisse prolonger sur deux emsembles boreliens situds
resp. dans X et Y et contenant resp. X, et E, 1). La propriété d’étre
un ensemble borelien étant invariante par rapport aux transforma-

‘tions biunivoques mesurables B?) et Pensemble E, satisfaisant 3 la

condition (s,) (cf. 2.3), 'ensemble E, satisfait évidemment & la con-
dition (s,). :

On peut démontrer que Iz Propriété (s) w'est pas invariamte par rap-
port oux iransformations biunivoques, inverses aux transformations comti-

Y) Kuratowski L e, p. 221.
%) Cf. p. ex. Kuratowski I, e, p. 263.
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mues. Soit notamment I= T+ U la décompoeition de l'intervalle [ == [0,1] en
deux ensembles totalement imparfaits et U, l'ensemble de tous les points a1,
ob zeU. Posons @(x)=a pour zeT et B(x) =ax~1 pour ze U. Kvidemment
&)= T+ U,. La fouction @—'(y) est biunivoque et cyntinue, ot — en méme
temps — I'ensemble @(I) ne jouit pas de la propriété (s).

Quant aux transformations continues des ensembles jouissant de la propriété
8) — ef. b1 (iv).

2.7. Multiplication cartésienne.
(i) La relation: £¢8(Y) entraine: X X EeS(X X Y).

Dégignons par P la classe des sous-ensembles parfaits de X X ¥
qui sont contenus dans X X E ou bien disjoints & X X E. Soit
ensuite P, la classe des sous-ensembles parfaits de ¥ qui sont con-
tenus dans E ou bien disjoints & E. Les classes P et P, sont
évidemment héréditaires. L'ensemble £ jouissant de la propriété (8)
la classe P, est dense (sur ).

Tout sous-ensemble parfait' de X X ¥, dont la projection sur
Y se réduit & un point —appartient & P. De méme, tout ensemble
X X P, ob PeP, — appartient & P. Il résulte done de 1.4 quela
classe P est dense dans XX ¥ et par conséquent X ) EeS (XX Y).

La proposition (i) étant ainsi démontrée, nous allons prouver un
théoréme plus général: '

(ii) Pour que le produit cartésien E=E, X Ey, X... fini ow dé-
nombrable (oie les ensembles E, sont non vides et situés resp. dans les
espaces X,) jouisse de la proprété (s), il faut et il suffit que tous les
facteurs en jouissent également. '

Nécessité. Soit 2,6E,. L'ensemble

B X (2) X (#) X... = (By X By X...) - [X; X (23) X () X ...]

est homéomorphe & E, et il jouit de la propriété (s). Par conséquent,
lensemble E, (et évidemment tous les antres factenrs) en jouit
de méme, '

Suffisance, Il résulte de (i) que 'ensemble

X X... X Xy X EkXch-{-) X ]
jouit (pour %= 1,2..)de la propriété (s). Lrégalité

E=”{Xt X“'XXk—lXEkXXH-IX"']
&

entraine done la relation: EeS(X; X X, X .
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3. Ensembles dont tous les sous-ensembles jowissent
de la propriété (s).

3-1. Equivalences, Les propriétés suivantes d’un ensemble E (situs
dans Uespace X) sont équivalentes:

(s9) tout sous-ensemble de ensemble E Jouit de la propriété (s);

(83) Vensemble E est totalement imparfatt, jouissant de la pro-
priété (s); :

(s2) tout sous-ensemble parfait de X contient un ensemble parfait
digjoint & EY),

La relation (s%) — (s9) est une conséquence immédiate de 2-2 (ii)
et la relation (s3)— (s) de la définition 2.1. La propriété (sf) est
héréditaire et elle entraine Ia propriété (s); il en résulte que
(s8) > (57) :

3:2. Addition.

(1) La somme d'une suite dénombrable densembies Jouissant de la
propriété (s%) en jouit également.

C'est une conséquence immédiate de 25 (ii).

(i) Pour que la somme d'un ensemble E et de chaque ensemble
totalement imparfait soit totalement imparfaite, il Saut et il suffit
que lensemble E jouisse de la propriéte (89).

Néecessité. Supposons que l'ensemble £ ne Jouit pas de la
propriété (s°). Il existe done, en vertu de 3:1, un ensemble parfait
P tel qu'on a P,-E==0 pour tout ensemble parfait P, C P, Par
conséquent Vensemble P— E est totalement imparfait, tandis que
Vensemble E - (P— E) contient I'ensemble parfait P,

Suffisance Soient: Z, un ensemble totalement imparfait et
P un ensemble parfait. D'aprés 3.1 il existe un ensemble parfait
P, CP disjoint & E. L’ensemble E, étant totalement imparfait,
on a P,—E 50, done P— (&, +E)DP, — (B, +E)Zo0.
L'ensemble E - E, est donc totalement imparfait. -

8-3. Transformations mesurables B. 11 résulte directement de
2.6 que ‘
(1) La propriété (s°) est un invariant de I'homéomorphie généralisée.

1) 1l existe des emsembles indénombrables qui jouissent de ces propriétés; cf.
b1 (iii),


Yakuza


26 E. Szpilrajn:

Nous allons démontrer, en nous appuyant sur (i), le théoréme
suivant, plus général:

(i) Soit f(x) une fonction mesurable B, définie sur un ensemble
EC X qui transforme cet ensemble en un ensemble jouissant de la
propriété (s°), situé dans un espace Y. Pour que Vensemble E jouisse
de la propriété (s°), il faut et il suffi que Vensemble f~(y) en jouisse
également pour tout yef(E).

La nécessité de cette condition étant évidente, nous allons
démontrer sa suffisance.

Désignons par I limage de f, par P la classe des sous-ensembles
parfaits de X X Y, disjoints & I et par P, la classe des sous-en-
sembles parfaits de ¥, disjoints & f(E). :

L'ensemble /~(y) jouissant de la propriété (s%) pour tout yef(E),
la classe P est dense sur chaque ensemble X X (y), ot y¢ Y. Len-
semble f(E) jouissant de méme de la propriété (29, la classe P,
est dense sur Y. Tout ensemble X X P, ot PeP;, appartient évi-
demment & P. Il résulte donc de 1.4 que la classe P est dense sur
X X Y et par conséquent Pensemble I jouit de la propriété (89).

La fonction f étant mesurable B, la projection de I sur X
établie une homéomorphie généralisée entre I et E 1), 11 résulte
done de (i) que Pensemble E jouit de la propriété (s°), e. q. f. d.

11 résulte de (ii) que la propredté (%) est invariante par rapport
auz transformations biunivogues, inverses auz tramsformations mesu-
rables B. Quant aux transformations continues et biunivoques —
ef. 5.1 (iv).

3-4. Multiplication cartésienne. Pour que le produit cartésien
Ey X E; (de deux ensembles mon vides situés resp. dans X et ¥)
Jouisse de la propriété (s%), il faul et il suffit que les ensembles E,
et By en jouissent. :

Nécessité. Soit 2, ¢ £y, y, e Ey. Les ensembles E, X (y,) et
(%) X E, étant contenus dans £, X E,, ils jouissent de la propriété
(8°). Par conséquent, les ensembles E, et E,, homéomorphes resp.
& E, X (y,) et (x) X B, en jouissent également,

1) La fonction @(x) = (x, f(«)) est une fonction mesurable B (cf. Kuratow-
ski L ¢, p. 182) telle que B(E)=1I La projection de I sur X est l'inversion
de D, et par conséquent elle est une homéomorphie généraliséde. '
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Suffisance. Supposons done que les ensembles E, et K, jouis-
sent de la propriété (s%). Considérons pour (z,y) e E; X E; la fone-
tion p(z,y) == (c-a-d. la projection du point (2, y) sur X). Clest
une fonction continue et pour tout z ¢ p(Ey X E,) T'ensemble p~i(z)
jouit de la propriété (s°). On 3, d'autre part, p(E, X E,)=E,.
En vertu de 3.3 (ii) 'ensemble E, X E, jouit de la propriété (s°),
e. q. f. d

Remarquons que la propriété (s°) n'est pas invariante par rapport 4 la mul-
tiplication cartésienne dénombrable, Il suffit de rappeler que I'ensemble 4X 4 X...,
olt 4 se compose de deux points, est un ensemble de Cantor 1)

-

4. Fonctions @ propriété (s).

4-1. Définition et équivalences. Une Jonction f(z) (qui trans-
forme Uespace X en un sous-ensemble de lespace Y) jouit de la

propriéte (s) lorsque tout sous-ensemble parfait de X contient un
ensemble parfait P tel que

(8) la fonction f|P est continue.

La classe des fonetions jouissant de la propriété (s) qui trans-
forment X en sous-ensembles de ¥ sers désignée par S(X, Y).
La condition (a) peut étre remplacée par la condition

(b) la fonction f| P est mesurable B,

car il ‘existe pour toute fonction mesurable B sur P un sons-en-
semble parfait de P sur lequel cette fonetion est continge,

Evidemment, la propriéié (5) d'un ensemble et de sa Jfonction ca-
ractéristique sont” équivalentes.

4-2. Passage a la limite. La limite =) Qune suite convergente
{fu(z)} de fonctions jouissant de la propriété (s) (définies sur un
espace X) en jouit éyalement?).

Désignons par P, la classe des sous-ensembles parfaits P de X
tels que la fonction f,(z|P) est continue. Les classes P, sont addi-
tives et héréditaires, et les fonctions J» jouissant de la propriété (s),

ces classes sont denses, Il résulte de 1.2 que la classe big P, est
]

!) Kuratowski 1. ¢., p. 79.
?) Théoréme de M. Sierpifiski. Voir la note Sur us probléme de M. Ru-
ziewicz. .., ee volume, p. 14.
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dense également. Par conséquent, tout sous-ensemble parfait de X
contient un ensemble parfait P tel que les fonctions f,|P (n=1,2..)
sont continues simultanément. La fonetion f|P est done mesurable
B. Nous venons ainsi de démontrer que la fonetion f jouit de la

propriété (s).

4-3. Fonctions et ensembles & propriété (s). Pour qu'une fonc.
tion f(x) appartienne & S(X,Y) il faut et il suffit que l'ensemble
SF(G) appartienne & S(X) pour tout sous-ensemble ouvert G de Y.

Nécessité, Soient: G un sous-ensemble ouvert de ¥ et D
un sous-engemble parfait de X. Il existe donc un ensemble parfait
P(C D tel que la fonction ¢(x)= f(z|P) est continue. Par consé-
quent l'ensemble @—'(G)=P. f~(G) est ouvert dans P. On a done
(@) e $(X) pour tout sous-ensemble ouvert de Y,

Suffisance. Désignons par G, G,,... une base de I’espace Y.
Remarquons que, si pour une fonction g(x) qui transforme un en-
semble Z en un sous-ensemble de ¥, tout ensemble g~(@G.,) (n =1, 2..)
est ouvert dans Z — la fonction g est continue sur Z, Soit, en effet,
G =Gy + Gy, ... un sous-ensemble ‘ouv.ert arbitraire de Y. On

-8 done gHG)=g(G,) +gY(G4) +... et cet ensemble étant ou-
vert dans Z, la fonction g est continue sur Z

Soit & présent f(z) une fonction telle que SH(@eS(X) pour
tout ensemble ouvert G (C Y. Considérons la suite: UGy,
SHGy),... Daprés 2:4, tout sous-ensemble parfait de X contient
un ensemble parfait P tel que l'ensemble P-. S7(G,) est ouvert
dans P pour n=1,2... La fonction /| P est donc continue d’aprés
la remarque précedente et par conséquent feS8(X, 1).

4-4. Fonctions biunivoques. Pour chaque fonction biunivogue
f(®) qui transforme Vespace X en Uespace Y los conditions suivantes
sont équivalentes:

) fe8(X,Y) et f1e8(Y, X);

(t)) tout sous-ensemble parfait de X contient un ensemble C de
Cantor tel que la fonction f|C est une homéomorphie et tout sous-
ensemble parfait de Y contient un ensemble Cy de Cantor tel que la
Sonction f~1|C; est une homéomorphie 1); v

(t) la relation: E ¢S (X) dquivaut o la relation: S(E)e8(X).

1) 11 résulte de I'hypothéss du continu que la deuxiéme partie de la condi-
tion (7,) est essentielle, Voir b4 (a) et (b).
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(® >(t). On peut se borner évidemment & démontrer la pre-
miére .partie de la condition (t,). Soit donec D un sous-ensemble
parfait de X. L'ensemble 2 contient un ensemble parfait P sur le-
quel la fonction f est continue. L’ensemble P contient ensuite un
ensemble C de Cantor 1). La fonetion J étant biunivoque et continue
sur C, la fonetion £|C est une homéomorphie,

(4)—>(t3). On peut se borner évidemment & démontrer que la
relation E¢$ (X) entraine: S(E)eS(Y). Soit done P un sous-en-
semble parfait de ¥. II existe done un ensemble de Cantor C(C P,
tel que la fonetion /~1|C est une homéomorphie. L’ensemble ¢, =
=/7(C) est de méme un ensemble de Cantor, L’ensemble E jouis-
sant de la propriété (s), il existe un sous-ensemble parfait D de C,,
contenu dans Z ou bien digjoint 3 E. Par conséquent, 'ensemble
S (D) est un sous-ensemble parfait de P, contenu dans S(E) ou bien
digjoint & £(E). On a done S(E)eS ().

(t2)—>(#). On peut se borner & démontrer que la condition (z,)
entraine: /¢S (X, ¥). Soit done G un sous-ensemble ouvert de Y.
On a done @eS(Y) et — en vertu de ) — f(@)e8(X) La
proposition 4.3 entratne done la relation fe8 (X, Y). :

4-5. Superposition. Prémisses: feS8(X, Y); geS(Y, Z) et
h(@=g(f@) pour tout we X. Thise: he 8(X, Z) 1),

Soit D un sous-ensemble parfait de X. Il existe donc un en-
semble parfait D, (D tel que la fonetion ¥ (2) = f(x|D,) est con-
tinue. Examinons deux cas:

1°, L'ensemble f(D,) est au plus dénombrable. 11 existe done
un point 7 tel que I'ensemble -1 () est indénombrable. Cet en-
semble étant fermé, il existe un ensemblo parfait PC o' (n). La
fonetion f.et, par conséquent, la fonetion % sont done constantes
sur P. La fonction %|P est done continue.

2°. L'ensemble f(D,) est indénombrable. Il existe done un en-
semble de Cantor C(C D tel que la fonetion p(z) = f(|C) est une
homéomorphie %). Par conséquent, il existe un ensemble parfait Q
contenu dans l'ensemble parfait 9(C) et tels que la fonction g|Q

) Cf. p. ex, Kuratowski L c., p. 229

%) Théoréme démontré par M. 8ierpidiski (dans le cas ou l'espace X est
compact), 1 e., p. 14

%) Voir Kuratowski L. c., p- 227,
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est continue. L’eusemble P = ¢~(¢Q) est un ensemble parfaif;. Les
fonetions f|P et g|@ étant continue, la fonction A|P est aussi con-

tinue, c. q. f d.

4.6. Fonctions complexes; fonctions de deux variables;
images des fonetions, Les théorémes précédents entrafnent les pro-
positions suivantes :

(i) Soit fi(x), fy(&)... une suite finie ou infinic de fomctions qui
transforment Tespace X en des sous-ensembles des espaces: Y, Y;..'.
Pour que cette suite appartienne & la classe S(X,Yl X ¥ X ) il
faut et il suffit que toutes les fonctions f, appartiennent respective-
ment & S(X, Y,

(ii) f(x) étant une fonction jouissant de lo propriété (s), son image
en jouit également.

Nous démontrerons plus loin [B'4 (b) et (c)] qu'il résulte de 'hypothése du
continu que linversion de cette proposition n'est pas vraie.

(iil) Soit f(x,y) unme fonction définie pour tout xe X, y ¢ Y, dont
Yes valeurs appartiennent & Z. Supposons que pour tout y,eY la
fonction @(x)y==f(z,y,) est continue et pour tout x,¢ X la fonction
W(y) =f(@,, y) appartient & S(Y, Z). Thise: fe S(X XY, Z).

(iv) f(x) étant.une fonction mesurable B, définie sur un ensemble
EeS(X) et dont les valeurs appartiennent & un espace Y, on a
F(E) e S(X) pour tout ensemble EeS(Y).

Pour démontrer ces théordmes il suffit de reprendre les idées
des raisonnements employés souvent dans la théorie des fonctions
dans les espaces métriques ).

5. Rapports & la propriété de Baire
et & la mesurabilité.

5-1. La propriété de Baire. B étant un sous-ensemble d’un
ensemble parfait P, jouissant de la propriété de Baire (au sens large)
relativement & P, il existe un sous-ensemble parfait P, de P, ou
bien disjoint & B (lorsque B est de premiére catégorie dans P),

) Cf. Kuratowski i, c., pp. 182, 183, 180 et ma note Sur les rapports
entre les ensembles et les fonctions dans les espaces mciriques (en préparation).
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ou bien contenu dans B (dans le cas contraire). Il en résulte que
pour quwun ensemble E jouisse de la propridté (8)y il faut et il suffit
que tout ensemble parfait contienne un ensemble parfait P tel que

Pensemble PE jouisse de la propriété de Baire rel. & P. Par con-
séquent 1):

(i) Tout ensemble qui jouit de la propriété de Baire au sens re-
streint jouit de la propriété (s).

(i) Tout ensemble toujours de premidre catégorie jouit de la pro-
priété (s°).

Remarquons qu'on ne peat pas remplacer dans ces propositions la propriété
de Baire au sens restreint (resp. la propriétd d’stre toujours de premidre catégorie).
par la propriété de Baire au sens large (resp. par la propriété d'dtre de premidre
catégorie). Soit notamment P= T4-U une décomposition d'un sous-ensemble
parfait non dense de X en deux parties totalement imparfaites. L’ensemble U est
évidemment de premidre catégorie dans X tandis qu'il ne jouit pas de la propriété (s).

Il existe, comme on sait, des ensembles linéaires toujours de
premiére catégorie, de puissance R, ?). Par conséquent,

(iii) J7 existe des ensembles lindaires de puissance R,, jouissant
de la propriété (s°).

M Kuratowski a démontré que tout ensemble de puissance K,
est une image biunivoque et continue d’'un emsemble toujours de
premiére catégorie ).

Dans le méme ordre d'idées, M. Sierpinski a construit une
fonction continue f () d'une variable réelle, telle que pour tout en-
semble £ de nombres réels de puissance K, il existe un ensemble
linéaire K toujours de premiére catégorie, tel que f(K) = E4).

Il en résulte, daprés (ii), que

(iv) Si Thypothése du comtinu est vraie, les propriétés (s) et (29)
ne sont invariantes ni par rapport auz transformations biunivoques
et continves, ni par rapport aux iransformations par les fonctions
continues sur towt l'espace.

1) Cf. Bierpifiski L ¢, p. 14. Quant au problime de l'inversion de ees
propositions — ef. H'3.

) Cf. p. ex. Kuratowskil ¢, p. 269.

9L e, p. 271

%) Sur les ensembles toujours de premidre catégorie, Mathematica 8 (1934),
p. 196.
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5.2, La mesurabilité. Considérons les fonctions non negatives
finies u (Z), définies pour tout ensemble EC X et satisfaisant aux
conditions suivantes 1):

1° u((p) =10 pour tout peX.

920 1a relation: E;,C E, entraine: (&) << p(Zy)-

30 (B, Byt ) < W(E:) + 8(Bs) - -

49 1a relation: g(E,, Ey) >0 entraine: u(Ey+Ey)=up(E,)+ u(E,).

B° pour tout emsemble E( X il existe un ensemble H étant

un G, et tel que HDE et u(H)=u(E).

Qes fonetions seront appelées fonctions (c)®). Un ensemble M
ent dit mesurable par rapport 3 une fonction 4, lorsqu'on a uK=
= u(EM)+ u(E— M) pour chaque ensemble £ X.

(i) Tout ensemble M(C X mesurable par rapport & chaque fone-
tion (c) jouit de la propriété (s).

Soit D un sous-ensemble parfait de X. Soient ensuite: C un
ensemble de Cantor situé sur Pintervalle [0, 1], de mesure lebes-
guienne positive et ¢(2) une homéomorphie entre un sous-ensemble
Q de D et I'ensemble C.

La fonction u(E)=m,(¢(£Q) (ob m resp. m, désigne la me-
sure lebesguienne resp. la mesure extérieure lebesgnienne) est évi-
demment une fonetion (c), l'ensemble M est donec mesurable par
rapport & u. Par conséquent, 'ensemble ¢ (MD) est mesurable au
sens de Lebesgue, il existe done un ensemble parfait P, contenu
dans @ (MD) ou dans C— @(MD), suivant que u(p(MD))>0 ou
(¢ (MD)) = 0. Par conséquent l'ensemble P = ¢~ (F;) est contenu
dans DM resp. dans D — M, done E¢8(X), e q f d.

Il résulte de (i) que

(i) Tout ensemble sur lequel chaque fonction (¢) &annule jouit de
la propriété (s°).

Remarquons qu'il existe un ensemble de mesure lebesguienne nulle qui ne

jouit pas de la propriété (s). Pour l'obtenir il suffit de décomposer un ensemble
parfait de mesure lebesguienne nulle en deux parties totalement imparfaites.

1) Cf. C. Carathéodory: Vorlesungen ilber reelle Funktionen, Leipsig—
Berlin 1927, p. 238 et H. Hahn: Theorie der resllem Funkiionen, Berlin 1921,
pp. 424,430 et 444

1) Ce sont donc Inhaltsfunktionen (au sens de M, Hahn, L. c., p. 444) finies
et g'annulant sur les ensembles composés d'un seul point,
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D'aprés un résultat de M. Poprougénko, toute fonction ()
s'annule sur tout ‘ensemble E qui satisfait & la condition (C) sui-
vante: il existe pour chaque suite {d.} de nombres positifs une dé-
composition F==E, +4-E, ... telle que le diamétre de Pensemble E,
ne dépasse pas d, pour #=1,2,...%. Il en résulte que fout en-
semble satisfaisant & la condition (C) posside la propriéé (s°).

5'3. Ensembles singuliers de Lusin et de Sierpinski.
M. Lusin a déduit de Phypothése du continu Vexistence d'un en-
semble indénombrable L situé dans Pintervalle 7= [0, 1], dont tout
sous-ensemble non dense dans I est au plus dénombrable, M. Sier-
pifski a déduit de cette hypothése existence d’un sous-ensemble
indénombrable S de I, dont tout sous-ensemble de mesure nulle
est au plus dénombrable %),

On sait que chaque fonction () s'aunule sur L 3¥) et que cet
ensemble ne jouit pas de la propriété de Baire. D’autre part l'en-
semble S est non mesurable au sens de Lebesgue et il est toujours
de premiére catégorie 4). Posons B= L} S. En verta de 5.1 (ii)
et D-2 (i) nous concluons que

Si Uhypothése du continu est ovraie, il exviste un ensemble liné-
aire B jowissant de la propriété (s°), non mesurable au sens de Le-
besque et qui me jouit pas de la propriété de Baire.

54. Une fonetion singulidre. Nous allons construire cette fone-
tion en nous appuyant sur la proposition 5.1 (jii) et sur I'hypothése
du continu.

Soient: I lintervalle [0, 1], J lintervalle [0, 2] et N un ensemble
indénombrable, jouissant de la propriété (s°), situé dans I [Un tel
ensemble existe, d’aprés 5-1 (iii)]. Il résulte de I’hypothése du con-
tinu quil existe une correspondance biunivoque ¢ (z) telle que -

pN) =N+ (7 —1I)

9) Cf. ma note Remarques sur les fonctions complétement additives d'en-
sembles et les ensembles jouissant de la propriété de Baire, Fund. Math, 22
(1934), p. 311. ) .

?). Voir p. ex. ls livre cité de M, Sierpisiaki: Hypothdse du continu, pp. 36
et 80.

%) Voir ma note citde, p. 307. )

4) Voir p. ex. 8ierpifiski L c., pp. 41, 86 et 85..
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Posont FP(x)=2« pour tout zel—N

F(z)=¢(x) pour tout zeN.

11 est clair que

(a) La fonction F(x) jouit de la propriété (s) (et méme tout sous-

ensemble parfait de I contient un ensemble parfait P tel que la fone-
tion F|P est uine homéomorphie). |

Démontrons ensuite que '
(b) La fonction inverse F~'(y) ne jouit pas de la propriété (s).

Soit, en effet, U un sous-ensemble de J—.I qui ne jouit pas’

de la propriété (s). F~'(U) étant contenu dans N, il jou?t. de la
propriété (s). La fonction F' ne satisfait done pas & la condition (f;)
du théoréme 4-4. Par conséquent, en vertu de ce théoréme, elle ne
satisfait pas & la condition (f), done FeS8(J,I), ¢ q. £ d

Il résulte de (a) et 46 (ii) que -
(¢) Limage de la fonction F' (donc aussi de la fonction F~)
Jouit de la propriété (s).
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Sur quelques propriétés des transformations
localement homéomorphes.

Par

Samuel Eilenberg (Varsovie).

Une transformation g d'un espace méirique et compact X en un
autre espace métrique et compact Y1) sera dite localement homéo-
morphe, #il existe pour tout ze¢X un entourage ¥ U) que la
fonction g transforme par homéomorphie en entourage g¢[U(z)]
de g(x).

Le but de cette Note est 'étude des relations entre les groupes
de Betti des espaces X et Y. Jétablis aussi un théordme sur le
groupe fondamental (th. III), qui offre certaines analogies avec le
théoréme de la ,monodromie“ de ‘la théorie des fonetions analytiques.

1. Lemme. Pour chaque cowverture de lespace Y par des en-
sembles ouverts Qy, Q,,..., Q,, il existe un nombre & >0 tel que
chaque ensemble ACY de diaméire 8(A) << &, est conteny dans un au
moins des ensembles Q, Q,..., Q,.

Démonstration. Si un tel nombre ¢ n’existait pas, il exi-
sterait une suite {4,} de sous-ensembles de Y telle que d(A,,)<-,—1'

et 4, —Q,=0 pour tout i=1, 2,...,p. En désignant par Y. un
point arbitraire de 4,, on aursit done

ol (T— @) <29,

1) Dans la suite jo me sers des symboles g, X et ¥ seulement dans ce sens,
Les lettres = ot y, munies ou non d'indices, désigneront respectivement des points
de X et de Y.

3 c. & d, un ensemble ouvert contenant z.

Y o(4,B) =x£l}i;le £ (=, v).
3*
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