Remarque sur un théoréme de M. Hurewicz.
‘ Par

Samuel Eilenberg (Varsovie).

. M. W.Hurewicz’) a démontré récemment le théordme suivant,
qui constitue une généralisation du ,Einbettungssatz“ de Men ger-
-Nébeling.

(H) X édtant un espace métrique compact de dimension <n, il
existe pour tout m une fonction fe RX, %) telle que Pon o

dim B,(f)<<n— (b — 1) m 9),

Les fonctions f de ce genre forment un ensemble dense dans e
En remarquant que Pon a n — (k—1)m <0 pour m>0 et
pour k suffisamment grands, on en tire que

(H') X étant un espace métrique compact de dimension <n, il

e‘xiate pour tout m>>0 wune fonction feRX,, & tranches 4) O-dimen-
sionnelles et telle que Pon a

dim B, (f) <n —m.

Jtétablis dans cette Note un théordme général qui constitue dans
ceriains cas un critére pour l'existence d’une homéomorphie.

) 1) Uber Abbildungen von endlichdimensionalen Riumen auf Teilmengen Car-
testscher Rdume, Bitzungsb. Preus. Akad, (1933), p. 764—768.

%) BA désigne I'espace des transformations continues de l'espace 4 en sous-
ensembles de B. Voir p. ex. C, Kuratowski, Topologie I, Monografje Matema-
tyezme 3, Warszawa—Lwéw 1983, p. 90. M. Hurewics désigne cet espace par
& (4, B). ‘

*) Ba(f) désigne ici, conformément 4 la notation de M, Hurewics, T'en-

;:?ﬂ;l'e des points ye f(X)C Y tel que 'ensemble f~1(y) se compose d'au moins k
ints,

‘) e. & d. ensembles de la forme F-1(y).
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Or, M. A, Flores?®) a construit pour tout » un complexe #-di-
mensionnel M, dont il a démontré qu'il n'existe aucune homéomorphie
he R¥in. Il en résultera immédiatement (en vertu du théordme qui
va suivre) que:

Il wexiste pour m >0 aucune fonction fe Ruf, & tranches O-di-
mensionnelles et telle que Von. ait

dim B, (/) < n—m.

Théoréme. Etant donnée une transformation fe Y* dun espace
métrique compact X (en sous-ensemble d'un espace métrique Y) ayant
toutes les tranches4) de dimension 0 et telle que dim B, (f)<Cq %),
il existe une homéomorphie h e (¥ X Bop)* ©).

Si les transformations f de ce genre forment un ensemble dense
dans Y*, ces homéomorphies forment un ensemble dense dans (Y X B,1)*

Démonstration. Nous allons nous appuyer sur les propo-
sitions suivantes:

(1) v étant -une transformation continue de X, Pensemble By(vp)
est un F,7)

(2) Pour tout F, au plus g-dimensionnel P(CY il existe un F, au
plus 0-dimensionnel AC P tel que dim (P—A)<Cg—1.

En effet, soit P == @~} (P— @)’ une décomposition telle que dim ¢ <g—1
ot dim (P— Q)<< 08%). Il existe un ensemble @, qui est un G5 tel que l'on ait
QC Q, et dim @, << g —17). I suffit de poser A =@ —P,.

(8) A étant un sous-ensemble 0-dimensionnel de f(X)(CY, Vensemble
fY(A) est aussi O-dimensionnel 1°).

(4) B étant un sous-ensemble F, O-dimensionnel de X, les fonctions
@ € BY qui transforment B d'une facon biunivoque forment un
ensemble dense dans EY. '

5) Uber die Existene n-dimensionaler Komplexe, die nicht in den By, ein-
bettbar sind, Ergebnisse Menger's Kolloquiums, 5 (1933), p. 17.

) A X B désigne le produit cartésien des espaces 4 et B. Voir p. ex. C.Xu-
ratowski, L. c., p. 135.

) W. Hurewiesg, 1. ¢, p. 761

® C. Kuratowski, L. ¢, p. 128.

%) Ibidem, p. 132, th. b. :

10) W, Hurewics, Uber stetige Abbildungen von Punktmengen, Akad. We-
ensch. Amsterdam, Proc, XXX (1927), p. 163, th, IIL
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158 8. Eilenberg:

8oit B = EFI ol F; sont des ensembles fermés, D'aprés le th. de M, W. Hu-
1=1

k
rewicz, I'ensemble (D,,CR{‘ des fonctions qui transforment ‘:‘i F; par homéomorphie

00
est un G4 dense ¥) dans R‘,‘ . Or, Rf étant un espace complet 1f), d5=‘11; &y o8t

done l’). également un ensemble dense dans Rf, c. q f. d

Ceci dit, nous allons définir une suite de fonotions
(s) Po=0, ¥1,...; Yppa

telles que 1° vy, e R¥13) 20 P, désignant la projection de P’ensemble
B, (fX ¢) 1) sur l'axe Y, parallele & Paxe R, on a

) dim P,<( ¢ — i

La fonction , satisfait évidemment & (b), puisque P, =B, (f)
et dim By(f)<Cg¢.

Supposons la fonetion v, déja définie. B(f X ;) étant un F,
selon (1), sa projection P, l'est aussi. Il existe donc en vertu de (5)
et de (2) un F, au plus O-dimensionnel 4,(C P, tel que

(6) dim (P,— 4) <<q—(i+1).

D'aprés (3), l'ensemble /~*(4) est un K, au plus 0-dimensionnel.
Il existe douc en vertu de (4) une fonetion @, e Bf qui transforme
f7(4) dune fagon biunivoque. Posons ¥y =1, X ¢ On a évi-
demment ,, € R,. Pour prouver que dim P, g — (i 1), il
suffit eo raison de (6) de montrer que P, (C P,—4, Soit done
y € Py, o 8 d. quil existe deux points différents 7, ;e X tels que
Von ait f(r;) = f(%), Wi(xy) = Wi(a;) et @,(x,) = @;(x;). Or, deux
prémiéres relations impliquent que yeP; et la dernidre que ynoned,,
puisque g, est une transformation biunivoque sur f~!(4,). On a done
yeP,— A,

La suite (8) se trouve ainsi définie.

Soit maintenant k=1 X.;. On a he( Y X R,,)* et dim P, <<—1.
ce qui donne P,,,=0. Or, P, étant une projection de By(h), il
vient B,(h)=0. La fonction % est don¢ bien une homéomorphie.

#) C. Kuratowski, L. e, p. 199.

1) Ihidem, p. 206.

13) R,=(0), c. & d, 'espace composé da point O seul,

14) fXy; est une fonction qui fait correspondre & tout point x¢X le point
(f(z), w2(@)) € ¥ X Ry On a évidemment (X vy) e (¥ X R)X
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Enfin, la deuxiéme parlie du théordme résulte du raisonnement
qui précéde et de la proposition (4), les fonctions 1, € RY,, telles
que fX ¢,,, sont des homéomorphies formant un engemble dense
dans RX,,.

Le théoréme se trouve ainsi démontrs.

Pour terminer, considérons le cas ol la fonetion f n’admet que
des tranches au plus dénombrables. Les ensembles 1w, /~1(y) sont
alors au plus dénombrables pour tout y ¢/ (X). 1l en résulte que la
projection de B, (f X ) sur ¥ n’admet, elle aussi, que des tranches
au plus dénombrables, donc 0-dimensionnelles. Par conséquent %)
dim B, ( fX ¢,) << dim P;. On en tire I'énoncé suivant:

. Etant donnée une transformation fe¥Y* dun eépace métrique com-
pact X (en espace métrique Y) n'ayant que des tranches au plus dé-
nombrables et telle que

dim B, (f)<g,

il existe une transformation f,e(Y X R,)* @& tranches au plus dé-
nombrables et telle que

dim B,(f,))<<¢— 1.
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