Sur la séparabilité multiple des ensembles
mesurables B.

Par
W. Sierpiniski (Varsovie).

La notion de la séparabilité multiple a été introduite récemment
par M. P. Novikoff!) comme une généralisation de la notion de
la séparabilité des ensembles due & M. N. Lusin?).

MM. P. Novikoff, A. Liapounoff et N. Lusin se sont
oceupés de la séparabilité multiple des ensembles analytiques 3). Or,
M. Lusin a posé le probléme ¢) si le premier et le deuxiéme petit
principe (concernant la séparabilité des ensembles mesurables B) %)
s'appliqaent 4 la séparabilité multiple des ensembles mesurables B,

Le but de cette Note est Pétude et la solution de ce probléme.

1. Soit K une classe donnde, formée d’éléments quelconques
et soit @ une famille donnée de sous-ensembles de K.

Nous dirons que la famille @ admet le premier principe de
M. Lusin, si, E, et E, étant deux ensembles disjoints quelconques
de la famille &, il existe deux ensembles H, et H, tels que H, ¢,
Hye®, K—H,e®, K—H,e0, H H,=0, E,CH, et E,C H,.

Nous dirons que la famille & jouit de la propriété de M. No-
vikoff si, étant donné un nombre fini d'ensembles de la famille @,

1) C. B. de VAcad. des Sciences de P'URSS, vol. 11, p. 275 (Note du 19. IV.
1984). .

) Fund. Math., t. X, p. 52.

3) C. R. Acad. Sc. URSS, vol. II, p. 271—284.

4 L c., p. 283 (fin du n° 4),

¥) Voir N. Lusin, Fund. Math., t. XV1, p. 57 et 66; of, W. Sierpinski
Bull. Soc. Se. Cluj t. VI (1932), p. 461. 1
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E,, B,,..., E,, tels que E, Ey...E,=0, il existe m ensembles
H,, H,,..., H, tels que H, H,... H,—0 et que H;e® K—H,e D
et B, (C H; pour i=12,...,m.

Nous dirons que la famille @ jouit de la propriété de M. Lia-
potinoff (resp. de la propriété de M. Liapounoff bis), si, étant donnée
une suite infinje d’ensembles de la famille @, E,, E,, E,,..., tolle
que E; Ey Ey...=0 (resp. telle que lim B, — 0), il existe une suite

infinie H,, H,, H;,... densembles, tels que H, H, Hy...=0 (resp.
que li_xgH,,:O) et que H;e® K—He® et E(CH pour
i=1,23,...

Nous dirons que la famille @ admet le second principe de M. Lusin
8i By et B, étant deux ensembles de la famille @, il existe deux
ensembles H, et H,, tels que H, H,=0, E,—E,C H,, E,—E,CH,,
K—H @ et K—H,e®.

Nous dirous que la famille @ admet le second principe de M. Lusin
généralisé si, étant donné un nombre fini d’ensembles de la famille @,
E,, E,,... E,, il existe des ensembles H,, H,,..., H,, tels que
H H,...H,=0etque K—H,c¢®D et E,—E, E,...E,CH, pour
t=12..., m

2. La famille @ d’ensembles sera dite (simplement) additive (resp.
multiplicative) si, E; et E; étant deux ensembles de la famille @,
leur somme F; - E, (resp. leur produit E, E,) appartient encore & @.

Lemme 1. Si la famille @ (de sous-ensembles de la classe K)
est (simplement) additive et multiplicative et si elle admet le premier
principe de M. Lusin, elle jouit de la propriété de M. Novikoff.

La démonstration de ce lemme n’est quune généralisation im-
médiate de la démonstration du théordme I de M. Novikoff?)

Supposons que la famille @ (de sous-ensembles de K) est (sim-
plement) additive et multiplicative et qu'elle admet le premier prin-
cipe de M. Lusin. Il en résulte que la famille & jouit de la pro-
priété de M. Novikoff pour m =2 ensembles. Procédons main-
tenant par l'induction. Soit m un nombre naturel > 2 et supposons
que la famille @ jouit de la propriété de M. Novikoff pour m
ensembles. Soient E,, E;,..., E,, E,;;, m—+1 ensembles de la fa-

1) P. Novikoff, 1. ¢., p. 272.
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mille @, tels que K, E,... E, E,,,;=0. La famille @ étant (sim-
plement) multiplicative, ensemble Z, E,,; appartient encore & la

famille @ et, cette dernidre jouissant de'la propriété de M. Novi- -

koff pour m ensembles (dome, en particulier, pour les ensembles
E, &, . . ,E,, e E, By, il existe m ensembles I, Ly,..., L,
tels que L, L,... L, =0, Le® et K—L,¢ @ pour 4= 1,2,..,m,
et que B, L, pour i=1,2,..., m—1 et E.E,.,CL,.

La famille @ étant (simplement) multiplicative, il résulte de
E,eD, K, ,¢D et K—L,c®d que B, —Lne® et E,,, —L,e®.
Or, d'aprées £, E,, (CL,, on a évidemment (E,—L,) (Bmya—Ly)=0.
La famille & admettant, d’aprés 'hypothése, le premier principe,
il existe donc deuz ensembles M, et M,, tels que M e @, M,e®,
K‘—"M:llewv K'—ﬂ[zemz M1M2=‘0: Em_LmCM; et Em-{-l'—LmCMi.‘

Posons '

Hy=L; pour i=1,2,..,m—1, H,=L,+ M, H, =L, 4+ M,

La famille @ étant (simplement) additive et multiplicative, il
résulte des propriétés des emsembles L,, M, et M, que H,¢O,
H,,e0, K—H,¢® et K— H,,e®.

Or, on a, d'aprés £n—L,CM, et E, ,—L,CM,:

EMCLM + A[l = Hm et -Em-HCLn +M2 = Hm+l'
Enfin

H g,.. .H, Hm-l-l =LL... L, (Lim + le)'(Lm + M,) =
=L L, oL+ Ly Ly... Ly My, My =0
(puisque Z, L,...L,=0 et M, M, = 0).
La famille @ jouit ainsi de la propriété de M. Novikoff

pour m +1 ensembles. Le lemme 1. est done démontré par Pin-
duction.

Il est & remarquer qu’on ne peut pas dans I'énoncé du lemme I

remplacer la propriété de M. Novikoff par la propriété de M. Lia-
pounoff '

En effet, désignons, pour n=1,2, 3,..., par E, Vlintervalle
ouvert %, = [O <z<< %] et soit K Vintervalle I=[0<<r<<1]

et @ la famille de tous les ensembles E,, E;, E,... Comme on voit
sans peine, @ est une famille (simplement) additive et multiplicative.
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La famille @ admet évidemment le premier principe de Liusin,
deux ensembles de @ n'étant jamais digjoints. Or, la famille @ ne
jouit pas de la propriétéde M. Liapounoff, puisque E, £, E,...=0
et puisqu’il n'existe anecun ensemble H de @, tel qu'on ait encore
K—Hed.

3. Soit K une classe d’éléments quelconques et soit @, une fa-
mille (simplement) additive donnée quelconque de sous-¢nsembles
de K). Appellons Q! les ensembles de la famille @, P leurs com-
plémentaires par rapports & K, et définissons pour les nombres or-

dinaux ¢ < Q les ensembles P= et Q= par linduction transfinie

comme il suit. P* sont les ensembles qui sont des sommes d’une
infinité dénombrable d’ensembles appartenant aux classes @ anté-
rieurement définies et @ sont des ensembles qui sont des produits
d'une infinité dénombrable d'ensembles appartenant aux classes P
antérieurement définies 2)

On voit immédiatement que, pour 1 < @ << Q, une somme d’'une
infinité dénombrable d’ensembles P est toujours un ensemble P* et on
démontre sans peine par linduction transfinie que, pour 1<<a<<Q,
les ensembles Q= cotncident avee les complémentaires des ensembles P
que les ensembles Q sont des Peot! et que, pour 1<a<<Q, le
produit de deux ensembles P* est un ensemble P2 Il en résulte
tout de suite que, pour 1 <a < Q, la famille &, de tous les en-
sembles Q° est (simplement) additive et (méme dénombrablement)
multiplicative.

J'ai démontré?) que, pour 1 <<a << Q, la famille @, admet
le premier principe de M. Lusin. Or, Ia famille @, étant (simple-
ment) additive et multiplicative, il en résulte, d’aprés notre lemme I, ce

Théoréme I. Pour 1 < a < Q la famille @, jouit de la pro-
priéié de M. Novikoff.

A la fin du § 4 nous indiquerons comment on peut démontrer
directement le théoréme L

4. Théoréme II Powr 1<a < Q la famille O, jouit de la
propriété de M. Liapounoff. '

1) 8Bi K est un espace eucliedien, on prend pour @, la famille de tous les
sous-ensembles fermés de K,

) Cf. F. Hausdorff, Math. Zeitschr, 5 (1919), p. 307,

3) Bull, Soc. Se. Cluj t. VI (1932), p. 462. Poar les: espaces euclidiens X voir
Fund, Math. t. VI, p. 2.
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La propriété de M. Novikoff ne pouvant étre remplacée dans
Pénoncé du lemme I par celle de M. Liapounoff, nous ne pou-
vons pas déduire le théoréme II comme nous l'avons fait pour le
théoréme I. Il faut donc suivre une autre voie,

Nous démontrerons d’abord le lemme suivant de la théorie gé-
nérale des ensembles,

Lemme II. Si E} (k=1,2,...; n=1,2,..) est une suite
double d'ensembles (formés d’éléments queleconques), telle qu’en posant

1 Bf = ’IE,’:
n=l
on a
@ E: D EE, pour k et n naturels,
et

® ==

alors en posant

0) a =2°: (E,‘f — IIE’)

n=1 l\;n;{-l
on a:
() m=zJf [Eﬁ+1+ (E{‘w ”E,’,)], pour k=1,2,..
n=1 isn+1
1+k
(6) E*CHY pour k=1,2,3,...
et

™M ”H‘: 0.

k=1

Démonstration. Soit k¥ un nombre naturel donné ef soit p
un élément de l'ensemble H*. Draprés: (4) il existe un indice #,. tel

que pek;— II E, don, daprés (2), peE; pour n<Cr et
isril
. F£Y %
pnone I E; pour n>>r, done peEf— II E} pour n=r, ce
5;<:+1 isn1

itk
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qui donne
®) ve 8 [ |zt (5 - JT=)|
nel ;‘fkn‘i-l

D’autre part, soit p un &lément tel qu'on a la formule (8). D’aprés (3),

il existe un indice s, tel que pnon e E° et, d’aprés (1) et (2) il existe

un indice r2>s, tel que pnon e &, done, si sk, pnone ITE:
isnil
izk

Si pe* on ass=k e, daprés (1), pe£* dono peE*— IT E!

sl
ik
et, d'aprés (4): p ¢ H*~

Si pnoneE*, il existe, d'aprés (1), le plus petit indice g, tel
que pmon e Ey; d'aprés (8) on a ¢> 1, done pe By et, daprés
(8): pe B¢+ (E*— I1 B!, done (Qaprés pron e E%: pe E:, et

isq
itk
pronellE, |, ce qui donne peky ,— IIE, , et, daprés (4): pe H-
isq i<q
i+k ik
Nous avons ainsi démontré que (pour & naturels) la formule p ¢ H*
équivaut & la formule (8) et il en résulte la formule (b).

Soit maintenant %# un indice donné et soit peZ* Daprés (1)
on-a donc peE* pour n=1,2, 3,... et il en résulte tout de smite,
d'aprés (5), que pe H:. La formule peE* entraine done (pour
k=1,2,3,..) la formule pe H* ce qui prouve qu'on a la for
mule (6).

Admettons enfin qu'il existe un élément p. tel que peIl B*

k=1

On a done pe H* pour k=1,2,3,...
tout indice % un indice n,, tel que

et il existe, d'aprés (4), pour

©) pek; — E, pour k=123,...
ispen
Soit 1, = min (n,, ny, ng,...). D’aprés (2) on a
(10) E.,CE, pour k=123..i=123,.
Or, d’apreés (9), pe £; — II E., dod pnone II E, et il existe
* isah * fsnt1

un indice r<{n, -+ 1 (r=ks), tel que pnon € E; et, d’aprés (10), on
a pnone E,Ck,
contrairement 4 (9) (pour k= r).

pour k=1,2,3,..., done, en particulier, p non ek,
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L’hypothése que I H*==0 implique done¢ ume contradiction.
k=l

On a done la formule (7).
Le lemme II est ainsi démontré,

Soit maintenant & un nombre ordinal donné, tel que 1 << a << Q
et soit E*(k=1,2,3,...) une suite infinie d’ensembles de la famille
D, telle que E' E2E%...=0. On a done la formule (3).

D’aprés la définition de la famille &, et des ensembles @, il
existe pour tout % naturel une suite infinie d'ensembles E¥(n=
=1,2,3,...), tels que, pour » naturels, E* est un P, od £, <a
et qu'on a la formule (1),

Le produit de deux ensembles P# étant un P# et tout ensemble
Pt étant un P7 pour £ < 7, nous pouvons éyidemment supposer
que les ensembles &} satisfont & la condition (2) (Si ce n'était pas
le cas, il faudrait seulement remplacer les facteurs des produits (1)
par les produits partiels correspondants).

Définissons maintenant les ensembles H*(k=1,2,8,...) par la
formule (4). Nous aurons ainsi les formules (1), (2), (3) et (4), qui
donnent, d'aprés le lemme II, les formules (5), (6) et ).

Ey étant (pour k et # naturels) un P&, oh & < g, il résulte
sans peine des formules (4) et (5) et des propriétés des ensembles
P et Qf que H* est simultanément un P* et un Q= 11 résulte
donc de (6) et (7) que la famille @, jouit de la propriété de M.
Liapoumnoff.

Le théoréme II est ainsi démountré,

. BRemarque. Soit m un nombre naturel donné > 1. En posant
E;=E} pour k>m, on obtient tout de suite du lemme II un
lemme, dont on peut déduire le théoréme I (pareillement comme
nous avons déduit le théoréme I du lemme II).

5. Il est & remarquer qu'on ne peut pas remplacer dans Uénoncé
du théoréme II la propriétd de M. Liapounoff par la propriété
de M. Liapounoff bis. :

En effet, nous prouverons que la famille de tous les ensembles
G, lintaires ne jouit pas de la propriété de M. Liapounoff bis.

~ Nous démontrerons notamment la proposition suivante: '
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1l existe une suite infinie d'ensembles Gy lindaires disjoints Ty(k =
=1,2,8,...) telle que si T, (k=1,2,3,...) sont des ensembles 7y,
tels que I'y C T, pour k=1,2,3,..., on a Iim T, 4= 0.

Démonstration. Il existe, comme on sait, un systéme d'en-
sembles linéaires parfaits {Pas ..., n tel que:

1° Les ensembles P,(n=1,2, 3....) sont disjoints, non denses,
et lenr somme est dense dans tout intervalle,

2°. Quel que soit le nombre naturel donné k et le systéme donné

de % nombres naturels #, 1M +0e; My les ensembles P, I
==1,2 3,...) sont contenus dans P, ... » ©t leur somme est deunse

dans P,

Ry Ry ey R *

‘Posons maintenant
(1) E= C‘ZP,L

et, pour tout systéme fini #,,m,,...,n, de nombres naturels:

(2) -Em, Ry ey T Pn;, Ry ey By _ZP‘:,, Ay e M

-]
Leés ensembles £ et By oy (00 1,75, ..., 0, est un systdme fini
quelconque de nombres naturels) sont évidemment des Gy et ils
sont (d’aprés 1° et 29) deux & deux sans points communs,
Admettons maintenant qu'il existe un systéme d’ensembles F,, H
et {H,,,,..,n} tel que E(C H et que, pour tout systéme fini de
nombres naturels . m,, ..., n.:

(3) -En,. Ry ey C th By oo Byt

Les ensembles P,(n=1,2,3,...) étant non denseé, il résulte de (1)
et de £ (C H que Pensemble H ne peut pas étre 1™ catégorie. En
tant qu'un F, linéaire, H contient done un itervalle 6. L’ensemble

o
2 P, étant (d'aprés 1°) dense dans tout intervalle, existe un indice
Nnm]

m, et une portion Py de l'ensemble parfait P,,, tels que PZ (4.
D'aprés (2) on a (d'aprés PE C P,) :

(4) P E,,.1=P:;—2P,,,h,,.

nml


Yakuza


300 W. Sierpinski:

Or, d'apres (3) on a
(5) -Plt‘ Eml C P:; Hm;'

Les ensembles P, ,(r=1,2,3,...) étant non denses dans P,,
done aussi dans la portion P} de P,, I'ensemble P} H, ne peut
pas étre, d'aprés (4) et (5), de 1™ catégorie dams P¥. Done, en
tant qu'un F,, l'ensemble H,, contient une portion FP}* de l'en-
semble P¥ . o

L’ensemble EP,,,»,, étant (d’aprés 29) dense dans P, (et PE*
ne=l

étant une portion de P,), il existe un indice m, et une portion
P}, ., de Yensemble P, ,,, tels que P} , (C P%¥ Comme plus haut,
nous en concluons que I'ensemble H,, , coutient une portion PX¥*
de Pensemble P% ...

En raisonnant ainsi de suite, nous obtenons une suite infinie
de nombres naturels m,,m,, mg, ... et, pour tout k naturel une por-

tion Pi¥, . de lensemble P, . _ .., tels que

6) Prim..m _— C P i my CH,,,b,,,h_,,,,k pour k=1,2,3,...

La suite infinie d’ensembles parfaits (non vides) P2, (k=

=1,2,3,..)) est donc descendente et, d’aprés le thg;;gn;;m:zonnu
de Cantor, il existe un point p, tel que

pePutm, . .m pour k=123 ..,
d'oti, d'aprés (6):

pPeHy m,..m pour k=123,...

Le point p appartient donc & une infinité d’ensembles du sy-
sttme {H, ,, . .} et notre proposition est démontrée.

6. Théoréme III: Pour 1 <a < 2 la famille @, admet le
second principe de M Lusin généralisé?).
Nous démontrerons d’'abord ce

Lemme III: 8 m est un nombre naturel >1 et Er(k=
=12,...,m; n=1,2,...) un systdme d'ensembles (formés d'éléments
quelconques), tel qu'en posant

!) Cest une généralisation du théoreme que j'ai démontré dans le Bull. Soc.
Se. Cluj t. VI (1982), p. 464 et Mathematica (Cluj 1982) vol. VI, p. 117.
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@O E‘=_”E,f pour k=1,2,..,m

n=l
on a
)] Ef D E},; pour k=1,2...,mn=123,...,

alors, en posant

o m=(m—JT5)+3 (m [ 2 I =)
A T4k nml Ik itk
pour k=1 2...,m

(ol g Z* désigne le produit Z, ZyoZy \Zpy... Z,) on a

(4) E*—IIE"CH‘ pour k=1,2....,m
=1
et

m

(®) ]I H:=0.

k=l

Démonstration. Soit B} (k=1.2,...,m; n=1,2,3,...) umn
systeme donné. d’ensembles et supposons que nous avons les for-
mules (1), (2) et (3).

Soit % un nombre naturel donné <Cm et soit p un élément tel
que peE'—-ﬁEi. Oo a done, d'aprés (1): puoneﬁﬁEj et il

i=1 fm] nml
existe le plus petit indice r tel qu'il existe un indice i, < m tel que

(6) pnone Ef.
On a done
™) peEl powr j<r i=123,...
Si r=1, on a, d'aprés (6), pnone E} done i;=:k puisque,
d’aprés peE* et (1), on & peEf. On a donc pe B — ITE} e,
i+k

d’aprés (3): pe H*
Sir>1 onar—12>1 et, daprés (7):

(8) peEl; pour i=1,2,....m.
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Or d’aprés pe E* et (1) on a pe EF, d'oh il résulte, d’a.prés (6)
que i,3= k. D'aprés (8) et (6) on a done

peE JIEL ——]IE‘

ik itk
donc, d'aprés (3): pe H*.

La formule pe E*— ITE' entraine done toujours la formule
j=1

pe H% La formule (4) est ainsi établie.

Admettons maintenant qu’il existe un élément p tel que p ¢ H*
pour k=1,2,...,m. D’aprés (3) il existe donc pour tout nombre
naturel k¥ <{m un indice ,, tel que

©  pe2, JIE . — []
14k 1k

(si my=1, il faut comprendre par E? H E{ l'ensemble E¥).

pour k==12,...,m

On a done pnone. HE‘ pour k_l 2,...,m et il existe pour
tout nombre natorel Ic<m un indice i, <<m (i, 5 k). tel que
(10) pnomeER pour k=1,2,...,m

Soit 7, =min (n, ny,..., #,): on a done, d’aprés (10):

(11) pnone Efs.
Or, d’aprés (9) et (2):

peE; , pour k=1,2...,m;i=12...,m,
donc en particulier
E,,;_, pour k=1,2... 6 m,
~ ce qui donne, d’aprés (11) et (2):
w —1 < n,, done mSn, pour k=1,2,..,m,

d'ot, d’aprds m, = min (n;, n,,..., n,) nous trouvons

my=mn, pour k=12 m.

D'aprés (9) on a done

peE; powr k=1,2....m

donc en particulier (pour ¥ =1,):

pe E::;
contrairement & (11).
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L’hypothése qu'il existe un élément p, tel que peH* pour
k=1,2,..., m implique done une contradiction. On a done la for-
mnle (5) et le lemme III est démontré,

La déduction du théoréme III du lemme III est tout & fait
analogue & la déduction du théoréme II du lemme II.

On peut demander si le théoréme III ne peut pas tre géné-
ralisé pour une suite infinie des ensembles E E2 E3... Or, ce
west pas le cas, méme pour @ =2, ce qui résulte tout de suite
de la proposition que nous avons démontré dans le § D

Cela prouve en méme temps que M. N.Lusin avmt raison, en
supposant’) que, pour une suite infinie d'ensembles analytiques,
son deuxidme principe ne pourra pas étre déduit de celui pour
deux ensembles par un raisonnement purement algébrique.

1) C. R. Acad. Se. URSS, vol. 11, p. 283 (fn du n° 3).
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