Sur les transformations périodiques de la surface
de sphere.

Par

Samuel Eilenberg (Varsovie).

Cette note contient une démonstration des théorémes sur I’équi-

valence topologique entre les transformations périodiques quelconques.

de la surface sphérique (et du cercle) et les transformations géomé-
triques élémentaires.

Ces théorémes ont été établis en 1919 par M. B. von Keré-
kjdrt61), mais sa démonstration contient une prémisse inexacte %)
dont la correction, bien que possible, surchargerait le raisonnement

des complications secondaires peu intéressantes. Vu I'importance des.

théorémes en question, il m’a semblé utile de reprendre leur dé-
monstration par une voie qui permettrait d’éviter la prémisse cri-
tique. Le lemme fondamental?) sera précédé par I'analyse de la distri-

bution des points invariants sur la surface de sphére (et de cercle),

soumise 4 une transformation périodique.

1. Soient £ un ensemble arbitraire, / une transformation pério-
digue de E en lui-méme par homéomorphie, f2,..., /%... les itéra-
tions de la fonetion fl==1f et n sa période, c. & d. le plus petit
entier positit tel que f”(#) =2 pour tout x ¢ E. Soient enfin, pour
un ensemble X(C £ queleonque, f(z) le transformé de X donné par
f et X, Pensemble des points z ¢ X qui sont invariants par rapport

1) Uber die periodischen Transformationen der Kreisscheibe und der Kugel-

Aidche, Math. Ann, 80, p. 36; ef. anssi L. K. J. Brouwer, Uber die periodischen-

Transformationen der Kugel, ibid., p. 89,
1) Pour plus de dstails voir plus loin, p, 87, remarque.
3) Voir plus loin, p. 38.
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& cette transformation, c. & d. tels que f(x) =, Ainsi p. ex. on a
toujours By = E = f*(£); en particulier, les égalités n=1 et E=Z,
sont done équivalentes. En outre, # == f*(z) entrainant f(z)=/*(x)=
=/f"[f(@)}, on a
1) B = f(Eq) pour tout i==1, 2,...

Notons enfin les deux propositions suivantes:
(&) Ona pour tout X E soit Végalité f(X) = X, soit les inégalités

F(X) = X0k X — f(X),
En eoffet, par suite de la biunivocité de f
HX)FX  entraine  f2X) =+ f(X)
HX)— X =0 entraine  f1(X)— f(X)=0.

]

On aurait donc par induction
X+ fX)FMX)F-..
fE)~X=X)—X)=...=0

Qo XC FH(X)CF3X)C... Par conséquent f/(X)=X, quel que soit 7. Or, c’est
impossible, puisqu'on a f7(X)=X par définition de n.

Ainsi f(X)= X implique que f(X)-— X 40 et, par raison de symétrie, que
X — f(X)%0.
() Si P=If(X) oist XCE et C est une composanie de P

i1
telle que C-f(C) =0, alors on a f(C)=C.

11 suffit évidemment de montrer que f(C) est une composante de P. Or, com-
posante se transformant par homéomorphie en composante, f(C) est une composante
de f(P) et, par suite de la périodicité de la fonction fiona

nt:

£(P) _—_‘é FH(X) =i_:fl X)=P.

et

2. Désignons d’une fagon générale, pour abréger le langage, par
K,, la sphére topologique & m dimensions, par I, son intérieur et
par S, sa frontiére (,surface*): S,=Fr(K, =Fr(l,)=K,— L.
Ainsi p. ex. K,, K, et S; sont respectivement des images homéo-
morphes du segment rectiligne, du cercle et de la circonférence,
Les mémes signes, munis des indices identiques, sont & entendre
comme sappartenant mutuellement: p. ex.. S = Fr (K3, ete.

Un are simple situé dans E et ayant pour extrémités les points
p, q sera désigné par P, . Sl passe par un point z, nous Vécrirons

aussi p, 2, g
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Dans la suite, nous alluns nous appuyer sur les propriétés sui-
vantes de K;, 5, et K;:

4 S BE=K,, ona soit E=FEc adn=1 soit E, se réduit
& un seul potnt x e I, et alors n="2.

Soit, en effet, E=ga,b. On a évidemment
(i) fla, @) = fla), f(x) pour tout x e K.

En supposant done que aeky, ¢ a d. que f(a)=ga, il vient
fla, ) =a, fx' pour tout ze B et, la relation

a, & — a. fiz) 3= 0 == a, fix) — a, %
étant évidemment impossible pour deux arcs partiels a x et a, f(x)
de E=ug, b, on en conclut selon (2) que o, & = a, (@), d'oh & = f()

et par conséquent B, =F ¢ a d n=1
En supposant par contre que f(a) = a, on a simultanément

(ii) flay=>b e fb)=a,

car les extrémités d'un are sont des invariants d’homéomorphie-
Or, (ii) donne f*{a)j==a, dolt par le raisonnement qui précéde
w=F, ¢. & d. n=2. En méme temps on a selon (i) et (ii) les
égalités f(a, )="0, = et fib, x)=ua, x pour tout z¢H, de sorte que
le point # =g, z+b, z de I, est le seul élément de ensemble E,
(notoirement non vide dans le cas de F= Kj),

(B) St E=8; ef n > 1, lensemble E; est soit vide, soit se compose
exactement de deux points et alors n=2.

Soient, en effet, ae B, zekX — E, ot A==, 0a,f(z). Il vient
flAY=f(z), a, f3(x) de sorte que f(wx) est une extrémité commune
des ares A et f(4), qui ont de plus le point ¢ == en commun.

Extrémité se transformant par homéomorphie en extrémité, on a
done I'une ou l'autre des relations A(Cf(4) et f(4)C4, d’ol selon (2)

(i) Fla)=4

et par conséquent x = f3(z), ¢. & d. zeX,. Or, 2 étant un point
arbitraire de E — F, il vient E— E;(C E,, dot EC Ep, ¢ b d.
n=2,

g
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D'autre part, (iii) implique que pour Vare £ — 4 on a aussi
f (E— Ad) == E— A, ®ot Vexistence au moins d'un point & em
et encore b=f=a, car aed— E— A. Or, en posant 4’ =g, 5§ et
A'=aq, f(x), b on a évidemment f(A')= A" et fidy=4&', de
sorte que Fj, ne contient alors que deux points, & savoir les points
a et b, qui forment lensenble 4”. /(4" = 4" Ay =4 A"

8. Lemme 1. Etant dounée sur un Sy wue suite fiuie de cercles
4 -y " j > -
topologiques Ky, Ky'y..., K tels que S, — I KO0, la fermeture
=] i

. . L, P
d'une composante quelconque C du produit de lewrs intéricurs P= III{)
fe=1

J
est un cercle topologique et on a Fr(C)C 2 8.
l=]

Démonstration Nous allons uius appuyer sur la conséquence
suivante du théoréme de Jordan:

(6) S KaCK,CSy et K, (Z8 Sy, alors on a K, —Fr(Cj==0,
quel que soit Pensemble C(_ Ky — K, 1.

Remarquons d’abord yue l'on a en effet

J
@ Fr(C)CFr(P)C Y 802,

i=1

Pour prouver que C est un K,, nous allons montrer que C est
loealement connexe, qu'il n’est divisé 3) par ancun point et qu’il ne
divise pas S;4).

1) En effet, A désignant une composante quelconque de S, — S;, la courbe
0= 8§+ A, comme composée de 3 arcs coextrémaux et inddpendunts (c. & d.
sans points intérieurs communs) coupe S, en trois régions «t chacun de ces arcs
r'est contenu que dans les frontidres de deux régions en question. En particulier
K,, comme contenu dans la frontidre de I, et dans celle d’une région extérieure
4 K, )7, ne peut done étre contenu dans Ia frontidre d’aucon ensemble CCK,_,-—-K;,
ce dernier étant situé par détinition en dehors des deux régions préeédentes.

%) en vertu de la formule générale Fr(X-Y)C Fr(X)- Fr(¥); ef. C. Ku-
ratowski, Topologie I, Monogr. Matem., Varsovie 1933, p. 24, formule 9.

3) Pour les notions dw coupure et de division et pour leur équivalence dans
les continus localement connexes voir (. Zarankiewicsz, Fundam, Math, I1X,
pe 124 et 136,

4) Pour la suffisance de ces conditioms, voir C. Kuratowski, Fund, Math,.
X111, p. 310.
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Or, C étant par définition une région de S, et I'ensemble Fr(C)
4tant daprés (i) localement connexe, lensemble C= C - Fr(C)
est évidemment aussi localement connexe.

D'antre part, C—{y}') étant un ensemble connexe quel que
soit y. il en est de-méme de Pensemble C— {y}, car C— {3} C

CC—{yCc—i=0C )
Enfin, supposous que C divise S;. Comme Z"C‘EKP et par

fual

I - -
suite 83 — X K@ (85 — C, il existe une composante @ de S; — C

F=1
J
telle que @ — 2 K{P4=0. Or, ancun K{® ne divisant S;, chaque
=1

K contient done toute composante de S, — C. distincte de ¢). En
désignant par B une telle composante, sa frontiére Fr(R) serait une
eoupure irréductible #) et, en raison de sa connexité lucale, une
circonférence topologique §). L'ensemble £ = R - Fr(R) serait ainsi
un cercle topologique et comme

(i) Fr(R) C Fr(0),

il existerait en verta de (i) un i tel que Fr(&).SY renferme un
are. En le désignant par K, on aurait done selon (i) K, C Fr(C).
Or, c'est impossible, car en posant dans (6) K, = K et K, =R,
on obtient K, — Fr(C) = 0.

Lemme 2. Soient E=K,, aekqS,, beBS,, azkb et A=z, y
un arc arbitraire tel que A-S,={, y} et qui coupe E entre a ef b

Il existe alors dans 3 f*(A) un arc L dont les extrémités sont situdes
i=1

sur Sy et tel que f(L)= L.

Démonstration. Soit g Ihoméomorphie entre Z et le cercle
{(géométrique). Prolongeons sur ce cercle g(E) la fonction £, en
posant fg(x)=gf(x) pour zeE. Formons de E+g(E) un S,
par Pidentification des points z et g(z) pour zeS, La courbe

!) Ce symbole désigne ici d’une manidre générale l'ensemble des éléments
gituds entre crochets { }.

3 ef. C. Kuratowski. Fundam, Math, VI, p. 133, lemme,
%) C. Kuratowski. 1. e, p. 139, th, VII,
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S3==A -+ g(4) coupe S, évidemment entre a et b. Désignons par
I, celle des deux composantes de S, — S qui contient le point a

et, enfin, par I; la composante de lensemble P = IT fU(L) contenant
i)
-ce point. Une telle composante existe en eftet, puisque la relation
ael; et Ihypothdse a e E; entrainent aef*(J;) pour i=1, 2,..., et
sa formeture est bien un cercle topologique, & savoir en vertu du
lemme 1, puisque l'ensemble S, — 3 f%(I;) n’est pas vide (il con-
f=l .

tient 4). D’aprés le méme lemme on a

(i) S5C 3 s
fm]
Or, comme a ¢ B+ I, on a I £(I;) = 0, d’ot selon (8) F(I}) =17
¢t par conséguent

(iv) F(Sy) == 8.

L’ensemble Sy + £ étant une coupure de E entre a et b (puisque
S, en est une de S; entre ael, ot bnon-e T;'), il existe un arc
LC8y+E qui coupe E. D'autre part, LS, entraine g¢(L)( Sy
en effet, la symétrie de la structure de S;, donnde par la définition
de cette courbe, entraine facilement la symétrie de [, de I; et enfin
celle de Sy

On a ainsi L g(L)C 8. Or, l'arc L étant une coupure (de
E=K,), Vensemble L.8; =g(L)-8, ==L.g(L) est, comme on
sait, composé d'au moins deux points, de sorte que la somme L 4 g(L)
contient une courbe simple fermée (circonférence topologique). Par
conséquent L g(L)=S;. Il en résulte que L =S5;-E, ce qui
implique d'une part que les extrémités de Z sont situdes sur S;
et d’autre part, en vertu de (iv), que /(L) = f(85)- f(E)=8; - E= L.

Enfin, on & d'aprés (iii) Lclz";.’ f"(S;).E=if,l‘ F(4), e q £ d.

Ces lemmes établis, on démontre aisément les propositions suivantes:
(N Si E=K, et S$;CE, ona n=1.

En effet, étant donné un arc queleonque 4 =z, p, y tel que

{v) 48, ={=z, y},
Fandamenta Mathematione. T. XXIL 3



Yakuza


34 S. Eilenberg:
i1 existe en vertn du lemme 2 un arc o
n
i LC2f{4)
(vi) 2.
tel que ' s
(vii) les extrémités de L appartiennent ¢ S5,

t que f(L)==L. La dernitre égalité implique (en posant dans (i) E= é)—q;e
;,CqE d'ott selon (vi) L (C 4. On en conclut en vertn de (v) et (vii) que L =4,
d’olt pfe, By et par conséquent, le point p étant arbitraire, B = By,

(8) Si E=25,, il existe pour tout e B, un K, aussi petit qu'on
le veut, contenant x dans son intériewr et tel que f(K,;) =K,.

En effet, entourons x d’'un K, arbitraire et assez petit pour que
n
52 FHE) +0.
Désignons par K, la fermetaure de eelle des composantes de l'ensemble
P-——ﬁ Fi(I2) qui contient ce point invariant (et qui est bien un cercle topologique
= 2
=1

en vertu du lemme 1). 1l vient d'aprés (3) f(K,) = K? etl en méme ?em;lmzm ent
un point intérienr de K,, puisqu'il 'est de K7, done de / (Ky) pour tout i==1,2,.., %,

Remarque. Cest la supposition qu’en faisant .varier‘K; d'm;e .fagon.tci:a::;
tinue, K, varie également d'une fagon continue qui const.ltue la prémisse eri qtt
de la démonstration de M. Kérékjartot). L'exemple suivant montre que cette
‘*“PP";:;Z‘I': ;}a]s: i::cle: a(;:e.ra.you 2 et de centre 22==(0, 0), K, le cercle topolngique
situé dans B et borné par les ares

ptp=1 y=0,
w-yr=1  y<0
@xtyr=4& y<0
et f la symétrie par rapport & l'axe des abscisses (de sorte que n = 2), L’ensemble
K, est alors le cercle o* <.

#*
Or, pour chaque cercle topologique K, contenant K dans son intérieur, K,
1

contient déja les deux cercles (x == 3)? 4 y* <4 (de sorte que ces derniers mne

se trouvent pas cowverts par la famille des courbes S,).

. Lo
On peut montrer que lorsque K, varie d'une fagon continue, K, varie d'une

fagon semi-continue snférieurement. .
y 1
(9) Si E=S8, et n>1, tout sous-continu de l'ensemble 51 Ept est

localement connexe.

1) ,Dem Biischel der konzentrischen Kreise x, entspricht der die Kreisfidche

bedeckende Biischel der einander nicht treffenden invarianten Jordanschen Kur-

ven ¥,...4 (cf. L. cit., p. 36).
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Pour Pétablir, nous commencerons par montrer que

(vili) Pensemble Kyt est pour fout i=12,.,

oy ®—1 composé de
points dordre < 27),

Considérons & ee but un point quelconque 2z de &, et entourons
le d'vn K, satisfaisant aux conditions de la proposition (8).

Or, si I'ensemble S, - E. contenait plus de deux points, on aurait
en vertu de (5) S,(C Eu, d'ott selon () ByC By et B—K,C Ep,

¢. & d. E=ZE,. contrairement i Ihypothése que 1 <{i<n— 1.
Ainsi

(ix) la condition fR,) =K, implique que l'ensemble S; - Ee se
compose de < 2 points,
de sorte que la propriété (viii) de E,: se trouve démontrée.

Il en résulte que tout sous-continu de Bt est un K, cu un S,2),
Considérons done un K, situé sur Eq et entourons en un point
intérieur queleonque d’un K, tel que f(K,) =K, et que, ecounfor-
mément & (ix), I'ensemble S, . K, se compose exactement de deux
points. K, est alors décomposé par K, en deux cercles topologiques
K, et K; et, f' étant une homéomorphie, f*(K;) coincide soit avee
K;, soit avec Kj. Mais le premier cas est impossible, car on aurait
alors selon (5) S;(C E,+, d’on selon (7) B3 C Ey+, contrairement & {viii).
On a donc nécessairement SUE)=K3, de sorte que Ky By — K, =0.

Cette égalité prouve immédiatement que K, n’est pas un continu

n~1

de condensation de E., done non plus de la somme finie 3 K.
. I=1

Comme ensemble fermé dépourvu des continus de condensation, cette

somme ne renferme done que des continms localement connexes 8),
e g f d

n—1
Lemme 3. 8i E= 8, ¢t Pensemble T =23 E; ne coupe pas E

il
enlre deux points a et b de E, il existe un arc A =:71,—b tel que lon a
A-f{(4) ={a,b) pour §=1,2,..., n—1.

Démonstration. Désignons d’une fagon générale par f*(E)
Pespace abstrait, dont les éléments s'obtiennent des z ¢ £ par liden-

!) su sens de K. Mengoer, Kurventheorie, Berlin-Leipsig 1932, p. 96—97.
%) ibidem, p. 267.

%) ibidem, p. 241,
gk
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tification des points z, f(#),..., f*7'(@). Cette opération transforme A
en f*(E) dune fagon continue et méme localement homéomiorphe
dans les points w ¢ BE— T} ¢. & d. que tout ensemble ouvert G con-
tenant z et satisfaisant i I'égalité G« f(G)==0 pour i=1, 2,., n—1
se transforme en f*(G) par homéomorphie *). . .

Or, par hypothése Pensewble & — T' contient un L =4, b; par
suite le continu localement connexe 7*(L) contient un are f*(a), f*(b)
et on a f*(a)=Ff*(b), puisque a et b appartiennent & . Soit M
le modéle de cet are (dans ), c. & d. l'ensemble de tous les points

xzeE tels que f*(x) /¥ (@) /*(b). On a en conséquence [*(M)(C f*(L),
n— n—1

done MCTF(L)C S (B — T) 4o, By=(E— 1) +{a.1), car on
imel o=’

gelon (1) f(I)=1T, don f{(E—T)=E—T. Abstraction faite

des extrémités a et b, I'ensemble M se trouve donc transformé en are

F*(M) =f*(a),f*(b) par homéomorphie locale. Il en résulte que A/

est composé exactement de n ares coextrémaux indépendants (c. 2 d.
sans points intérieurs communs): 4, f(4), f*(4),..., f*}(4), e.q. f. d

4. La somme des » ares coextrémanx indépendants 4, f(4),...,
f*Y(4) divise S; en n régions Ry, R,,..., B,_, que nous suppose-
rons une fois pour toutes numérotées comme il suit: soient A==A4,
et B, une des deux régions dont la frontidre contient 4, (c'est
d’aillenrs le seul ,choix“ & faire: il détermine tout le reste); soient
A, Yautre arc de Fr(R,) et R, Pautre région dont la frontiére
contient 4,, et ainsi de suite. Evidemment, on peut avoir f*(4)==4,,
mais on a en tout cas Fr(B)=—A4,~+ 4,,, les indices étant & en-
tendre comme réduits mod. (n). Or,

{10) Si fA)= 4, on a f{(A)=4d, pour i==1,2,...
1 suffit, en effet, dé D'établir pour 7= 2, pour pouvoir appliquer l'induction.
On a évidemment 4+ f(4)="Fr(D) ou
®  D=RFERF. FRa—A+R+4+...+ Re1t A
Par conséquent
(i) Fr[f(D)] = f[Fr (D)] = f(4) + f*(4),
de sorte que Ag(C Fr (D) Fr[f(D)]. 11 en résulte par homéomorphie qu'on a:

1) Cest précisément 'ensemble f*(E) (,Modulfiiche®) dont se sert M. L. E. J.
Brouwer, L cit, sans y établir toutefois qu'il est légitime d’uppliquer ces
raisonnements i cette ,surfaceX.
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soit  f(D)= A4 Ry Ah.l.] + Ii’H.l-]L +Ru_1+A.2k,
soit f(D)= Ag~} Be1+ dpa-+ Brg ... By -+ 4,,

d’ol on tire en vertn de (i) et (ii) soit f2(4) = Auy, soit f3(d) =4, =4, e. 2 d
que 2==n et par conséquent f(4) = 4,, d'ott k=1 et finalement F3(4)= Adg;.

La proposition (10) nous permet de simplifier les raisonnements
ultérieurs par lemploi d’une itération particulitre de f, qui sera
désignée par @ et que nous allons définir & présent.

Etant donné Vindice j tel que 4; =f/(4), on a notamment
d’aprés (10) jk= 1mod(n), dot ijk=1mod (n) pour tout i et par
conséquent 4, = f/(4) = f*(4,).

Posons:
(1 =9

I vient (et c’est une propriété bien avantageuse vis & vis de f):
(12) o' (A)=A4, pour fout i=1, 2,..,

et d'autre part g*(4) = A, = f(A), de sorte que on a, réciproque-
ment 4 (11):

(13) P =f
Enfin, on a soit
(14) P(R) = Ry,
solt ‘
(15) o(R) = R,=f(R) et alors n =2.

En effet, les régions ¢(R;) et Riy; ont par définition la frontidre commune
Frp(R)] = o[Fr (B)] = ¢ {4i + dra) = Aeps + diys = Fr (By) — ef. (12) —

de sorte qu'on a soit (14), soit ¢(Ry)F Bryy et o(R)+ By =S, dott n==2
et o(R)= Ry, ¢. & d. (15).

. Pour résumer done ce qui vient d’étre établi sur le faiscesu
de n arcs coextrémaux indépendants A4, f(4),..., /**(4), on peut

dire: Pexistence dun A —=a, b assujetti & la condition
(16) A.fid)={a, b} pour i=1,2,..., n—1

entraine Uexistence de la transformation périodique @ satisfaisant
& Palternative (14)—(15).
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5. Lemme fondamental. Si E=8,, i y a eractement quatre
cas qui peuvent se présenter

10 =0, 20 E,=F,

3% E;est un S et alors n=2

40 E; se compose de deux points a et b qui se laissent unir par
un arc A conforme & la condition (16) et tel que seule lalter-
native (14) se trouve réalisée.

Démonstration. Considérons, contrairement & 1° un point
a ¢ E,. 1l existe dans & selon (8) un K autour de a tel que /1 K;) =K,

et par conséquent que f(E— K,)= F — K,; il existe done un point

invariant b == o, notamment sur le cercle topologique & — K,.
=1
Envisageons d'abord le cas ol l'ensemble T'= 23 £ coupe E
(20}

entre a et b. Soit S, une coupure irréductible arbitraire de E entre
a et b située dans 7%; en vertu du lemme 3 elle est bien une courbe
simple fermée. Posons a e I; et désignons par I;" la composante de

P=lﬁf‘(1;) qui contient a. Alors b eEw.Snf‘(K;). En posant done
£ f=]

’"

C=1; dans le lemme 1, on en conelut que K, est en effet un cercle
topologique et que

n—1
& 8 =Fr(K)C Y FSHCT
L]

D’autre part, on a selon (3) f(I;) = I3, done f(S;) = 83, de sorte
quil existe selon (i) un i tel que Sy - £ contient plus de deux points.
On a donc selon (5) 85 C By ce qui dunne d'aprés (7) Ky C By et
par conséquent aussi Z— K, (C K. Finalement, on a done E(C By,
d'olt 4=n=1, de sorte qu'on se trouve alors dans le cas 2°,

Envisageons & son tour le cas ob 7 ne coupe pas E entre a
et b. En vertu du lemme 3 il existe alors un are A satisfaisant & la
condition (16) et par conséquent & I'alternative (14) —(15) quelle im-~
plique. Or, si on a (14), on est en présence du cas 49,

Reste donc & montrer que (15), c. & d. les égalités F(By) = Ry,
f(B,) =R, ¢t n="2, entrainent 3°. En vertu de (7) il suffit & ce
but d’établir dans E; l'existence d’une courbe simple fermée, ce qui
revient en vertu de (9) & prouver que K, est une coupure de S 1),

1) C. Kuratowski, Fand, Math, VI, p. 189, th. V1L
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on particulier, que X, coupe K entre 4 — f(4) et f(4) — 4, & savoir
que tout are A =1,y ot xed — f(4), yef(A)— A et A—{z,y} CR,
passe par K. Or, en vertu du lemme 2 (en y substituant A & 4),

. - "_1 .

il existe un arc L= f(L)C 3 f‘(A), dod L.-E,5=0 et L-E,(C A
i=1

et par conséquent A . E,==0, ¢. q. f. d.

6. Deux fonctions f et f; qui transforment respectivement deux
espaces K et K, en leurs sous-ensembles seront appelées fopologi-
quement équivalentes, s'il existe une homéomorphie A transformant
E en Z, et telle que l'on ait f; h(x) = h f(x) pour tout @ ¢ E.

Théoréme 1. Si E=S; et E,==0, la transformation f équivaut
topologiquement soit & la symétrie par rapport & Iéquateur soit & une
rotation ').

Démonstration. Conservons les notations du lemme fondamen-
tal et considérons tour & tour les quatre cas possibles. Le cas 10
étant exclu par hypothése et le cas 20 étant trivial (puisque l'iden-
tité est une rotation d’angle 0), il ne reste & envisager que le cas
30 et 40,

Admettons d'abord, conformément & 39, que E,=S; et n=2.
Désignons par R’ et R les composantes de E-— K, par h 'homé-
omorphie qui transforme R’ en surface (géométrique) de Yhemisphére
supérieure et par o la symétrie par rapport & I’équateur. Prolongeons A,
en posant

(1) h(x) =0 h f(z) pour xeR".

En vertu de (7) on a alors f(R)=2R" et f(R")=FR’; d'autre
part, comme o =¢"% on tire de (i) oh(x) = h f(x) pour zekE, c. & d.
I'équivalence topologique entre f et o.

Passons enfin au eas 4% Soient E, la surface de sphére, ¢ sa
rotation positive d’angle *#/, et h 'homéomorphie transformant 'arc 4
de E en une demi-circontérence i(4) unissant les poles de cette
rotation (p. ex. en méridien de longitude 0). Prolongeons % d’abord
sur Lare @(4), en posant h(x)= 9k p~'(x) pour ze p(4), de sorte

1) 8i Ey=0, la transformation f équivaut topologiguement, comme l'a dé-
montré M. Kérékjarto, L cit., 4 une rotation combinée avec symétrie (,, Drehspie-
gelung®); sa démonstration fait intervenir le th. 1, qui vient d'atre énoncé (ef. ibi-
dem p. 37, b)).
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que h @(4) = ¢ h(4), et ensuite sur la région B, de £' de tagon que

h(R,) soit celle des régions déterminées par #(4)+ o h(4) sur B,

qui contient les points de longitude 7/,; enfin, prolongeons k sur

E—R,, en posant
hz)=¢'hg™ (@) pour zeg!(Ry).

On vérifie immédiatement que la fonetion A ainsi définie trans-
forme en effet £ en E, par homéomorphie et que l'on a ¢* k() = & ¢*(x)
pour ze B, quel que soit i=1,2,... D’aprés (18) on en conelut que
0" h () = h f(x), ¢ & d. I'équivalence topologique entre la transforma-
tion f et la rotation g%

Théoréme 2. Si E=K,, la transformation f équivaut topologi-
quement soit & la symétrie par rapport au diamétre soit & une rotation.

Démonstration, Nous allons réduire ce th. au précédent.
Pour B = K; on a notoirement E;==0 et, comme précédemment,
on peut admettre d’emblée que £ K. Deux cas peuvent se présenter:

1) E;+ Sy =0, d'ot en vertu de (5) S, C Ep, et 'ensemble Ky S,
se compose de deux points (Iautre alternative, & savoir 8, C B, est
exclue, car elle donnerait en raison de (7) I'égalité K = E,). Soient
E;- Sy ={a, b} et g la fonction transformant Z en un S5 = g(k) par
Videntification des points z et f(«) sur S, et par 'homéomorphie partout
ailleurs. La fonetion f'[g(x)]==gf(»), définie pour g(v)e S, est
évidemment une transformation périodique de S, en soi et Pare
9(S5)=g(a), g(b) est situé par définition dans ensemble [g(Z)]-.
En vertu du lemme fondamental Yensemble [g(E)],+ est une courbe
simple fermée et n=2. Liare L= [g(E)], — g(S;) admet donc
aussi les points g(a) et g(b) comme extrémités et il est aussi com-
posé de points invariants.

Or, L=[g(B)]lr —g(S) =D B~ — (98] =B — S =
=gl B— 8] = g[(E— S,)]] = g[E/], de sorte que le modéle de L.
dans Z, ¢. & d. Varc K, =a,b tel que L =g(K,), coincide avec E.

Ceci établi, le raisonnement aboutit tout comme dans la démon-

stration du th. 1 & la conclusion que f équivant topologiquement
4 la symétrie par rapport au diamétre,

2) E} 8; = 0. Complétons £ & une surtace sphérique S, par le
procédé employé au début de la démonstration du lemme 2 (p. 32)
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et dont nous allons conserver ici les notations. Il vient S, = E - g(&)
et comme :

@ B B0,
on a '
(iii) 9(E)F[9(E),=0,

d'ott S;=(S;],5=0, de sorte que les cas 1° et 2° du lemme fondamental
sont impossibles. Or, (ii) et (iii) entrainent [S;];+ E == 0 3= [S;};-g(E)
et ’hypothése Ej+S;=0 entraine [g(E)];- S, =0, d'otr [Sy];+ Sy =0.
Par conséquent Pensemble [S;], n'est pas connexe. On se trouve
donc‘ dans le cas 4° du lemme précité, c. & d. quil existe deux
points a==FE.[S;]; et b=g(E)-[S,]; et un arc A'= a,b satisfaisant
& la condition (16) et tel que seule I'alternative (14) est réalisée.
La composante 4 de A4'-E qui contient a est donc un are simple
qui unit ¢ & un point de .S, et, par analogie 4 (16), on a 4 - f/(4) ={a}
pour i==1,2,..., n— 1; enfin, la relation (14) subsiste pour A.

Dans ces conditions, Péquivalence topologique entre f et une
rotation g'obtient par un raisonnement tout & fait analogue & celui
qui achéve la démonstration du th. 1.

Remarques. On pourrait également, comme il est facile d’apercevoir, suivre
une voie en quelque sorte inverse et ramener le cas de S, (th. 1) & celui de K,
(th. 2). Cependant la réduction s'opére alors d'une fagon un peu moins simple.

11 serait intéressant d’examiner si les théorémes qui précédent restent valables
pour les dimensions supérieures. On a en particulier, tout comme dans la propo-
sition (7), que pour tout m =1, 2,... les hypothéses F = K,, et Sy C Ky entrainent
n=1. C'est une conséquence immédiate d’'un theoréme de M. A. H. Newman
(4 theorem on periodic transformations of spaces, Quart. Journ. Math. Oxford
Ser., vol.. 2, 1931, p. 6, Th. 2), en posant f(x) =« dans le domaine D extérieur
i K.

Varsovie, 1932.
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