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Posons Y=A, - 4y+..., ¥,= - C; ot

Yil...l,,= - Oza...i,, pour k> 1.

On vérifie facilement que le systdme d’ensembles (Y, .4y Satis-
fait aux conditions (7) et (8) (em y remplagant X par Y) et & Ia
formule (10). Si l'on pose F(X*)=Y*= 3 ¥, on définit

Gty ) IS A T
donc une isomorphie en raison des énoneés du N° 3. En outre, les
ensembles Y, , sont évidemment ambigus de classe @ par rap-
port & %

Il en est encore de méme de l'ensemble Y*, qui est somme d’un
nombre fini d’ensembles Y5 On a enfin X*= 80.Y* car

8. y* "‘2 &Yy i —-26@ Gi.. »’k~1"—2'X’” g =X

(e ip_yg) e dp_y) (reee fgpy)

Pour démontrer la deuxiéme partie du théoréme, on s’appuie
sur la deuxiéme partie du théoréme précité: notamment, la formule
B = 2’ X',l .4 Valable pour chaque & (cf. (7)), 1mphque d'aprés ce

[CTE
théuréme que A, coincide avec I'espace tout entier. Il en est donc

de méme de l'ensemble =4, -4, .. c. q. f. d

Remarque. La classe de Vensemble Qp — F(&?) ne peut pas Etre abaissde.

Soit, en effet, dans I'sspace des nombres réels 52 = I'ensemble des nombres
irrationnels et X1, X3,... la suite des intervalles de cet ensemble & extrémités
rationnelles. Evidemment 'ensemble X* est ambigu de classe 0 dans ae (c. a d.
qu'il y est fermé et ouvert). L'ensemble 410 est le seul ensemble qui peut &tre
supposé égal i Y= F(88); en effet, Z étant un sur-ensemble arbitraire de &,
soit r un nombre rationnel appsrtenant 4 7 S0 et supposons que r soit une
exirémité de l'ensemble X*; r appartient par conséquent & la frontidre de F(X*)
relative & Z, de sorte que F'(X#) n'est pas ouvert dans Z.
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Sur la décomposition des courbes régulitres D)
en dendrites.

Par

Karol Borsuk (Varsovie).

M. N. E. Steenrod a démontré récemment ?) que toute courhe
régulitre qui est localement une dendrite *) se laisse décomposer en
somme de deux dendrites. Dans cet ordre d'idées, je vais démontrer
le théoréme suivant:

Théoréme. 1 existe pour tout nombre naturel n ume courbe
plane dordre?) 3 qui se laisse décomposer en n, mais pas en moins
dendrites.

Démonstration. Soient dans le plan des nombres complexes

(1) S=Els|=1); Q=Elle|<1}

2/—1

1
a, ;=¢ 12; by, a,klj(l—gi);
Lij=Elz=t-a,;4+(1—b,;; 0TI,

@

1) Quant & la définition des courbes réguliéres, d’ordre ect. voir K. Menger,
Kurventheorie, Leipzig u. Berlin, Teubner 1933, p. 96—98.

%) Bull. of the Amer. Math. Soe. 40 (1984), p. 47.

) Ces courbes peuvent étre définies comme continus péaniens qui ne contien~
nent qu'un nombre fini de courbes simples fermées, On prouve aisément aussi,
qu'ils sont identiques avec les courbes localement contractiles (dans le sens de ma
note de C. R. 194 (1932), p. 951) ou avec les courbes péaniennes dont le nombre
undimensionnel de Betti est fini.
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ot k=1,2,...; j=1,2,...2%% Les segments I, ; étant disjoints

. 1
deux & deux et leurs diamétres tendant avec 7 vers 0, nous pouvons

faire correspondre 3 chaque point b;, un nombre positif r,; tel,
que les cercles

3 Ony=El|z — b < 7))

sont disjoints deux & deux et aussi avee la ecirconférence 8.
Posons enfin:

(4) Lk,j = E’t,j - Qk,j; bk,j = Ly ;e Qk, J
et
®) JSoi @) =(be;— b ) 2+ by

Notre théoréme étant évidemment vrai dans le cas n=1, et tous
les dendrites étant contractiles ) dans soi, la démonstration sera
finie si nous établirons que & chaque n>>2 correspond une courbe C,
remplissante les conditions suivantes:

6 C, est une courbe plane d'ordre 3 telle que SC C,(C ¢
(6.) {et Vordre de C, au point z=1 est égal & 2,

1) {Cn ne se laisse pas décomposer en 7 — 1 ensembles formés
(n contractiles en C,,

(8,) C, est une somme de n dendrites.

Dans le cas n==2 les conditions (6,)—(8,) étant remplies par
la courbe C; =28, nous pouvons procéder par induction en admettant
que la courbe C, remplissant les conditions (6,)—(8,) existe. Posons

o0 2kl

©) Con=8+ 3 ' [Lu;+ fus (G}

k=1 jel

Il ¢'agit de prouver que C,,; jouit des conditions (6,y4)—(8,4)-
ad (6,45). Les conditions (5 et (6,) impliquent que les ensembles

) L’ensemble 4 est contractile dans I'espace F, lorsqu’il existe une fonction
f(w, t) définie pour xed et 0.<f<1, continue par rappert anx deux varisbles
(%, %) prises simultanément et telle que: 1° f(x,t)e E, 20 f(2,0)=a et 3° f(2,1)=const.
pour chaque xed et 0<{¢<C1. La contractilité des dendrites dans soi est une
conséguence du fait que les dendrites mont des rétractes absolus (Cf. ma note,
Fund. Math. 18 (1932), p. 211) et gue tous les rétractes absolus sont contractiles
dans soi. (Cf. ma note, Fund. Math. 17 (1931}, p. 170).
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Py;= Ly ;- fi; (C,) sont les courbes d'ordre 3 contenues dans Q

et dont les diamétres tendent avec 71; vers 0. Ces courbes étant

disjointes deux & deux et remplissant la condition P, i 8=a
oll &, est un point d'ordre 1 pour la courbe P, 7, nous eoncluons
en vertu de la formule (9) que C,,, est une courbe d'ordre 3 qui
remplit Vinclusion S(C 0,y C Q. D’aprés (2) nous avons a, 1
pour k==1,2,... et j=1,2,... 2%, d'ol1 en raison de (9), on obtient
que la courbe C,.; est an point 2 =1 d’ordre 2.

ad (7,41). Supposons, par contre, qu'il existe un systdme des
ensembles fermés FO, F®  F® tel que

(10) Cona -_=2' o

L=l

ot que pour chaque !=1,2,...n existe une fonction g, (z,f) qui
fait une contraction de F dans C,,,. Posons:

(1 1) { wk../ (Z) ==z pour =z e.fk.f (0'!)7
'l/)k,j (z) == bk,j pour =ze¢ 0)!-[—1 _ﬁ,j (0,,)

Il est facile de vérifier que la fonction 4p,, ainsi définie est
continue. Il en résulte, selon (11), que la fonction v, ;¢,(2 1) fait
une contraction de l'ensemble F{)=f,;(C,)- F® dans f,;(C,).
Mais f,; est une homéomorphie et f, ,;(C,) =2n,'F,£f} or, d'aprés (7,),

=1
on deduit:
(12) FP.4=0 pour 1=1L2,...n

D’autre part, il résulte du (9), (5) et de la définition des points
ay; et b,; que chaque ensemble fermé qui admet des points com-
muns avec tous les £, ;(C,) renferme la circonférence S toute entidre.
Or, d’aprés (12), on conclut

SCF),
ce qui contredit®) la contractilitdé de F'® D) Fy? dans la courbe
0n+1 EQ

§) Car au cours de toate contraction de S dans le plan le cercle @ tout entier
est ,balayé* par S. Voir ma note, Monatsh, £, Math, u, Phys. 38 (1931), p, 383.

Fandamenta Mathematicas, T. XXII, 19
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ad (8,41)- Selon (8,) il existe des dendrites D@, D®,.. D"~ tels que
(18) C,=D® 4 DO ., D"

ol nous pouvons, bien entendu, admettre que chacun de ces den-
drites contient le point 1. Posons
(14) DE=0L,;+fo;(D"™) pour m=0,1,...(n—1)
et désignons par B{™, oit 1=0,1,2,...; m==0,1,...(n—1) la somme
' l 141

’ - I ST 77 A g )
de lare A;_E[z-—e ’n+1<9<n+1j et de tous les
dendrites D{™ qui admettent avec cet arc des points communs. On

voit aisément que les ensembles B{™ sont les dendrites, dont la

. 1 . .1 1
gomme est C,,,. Ensuite, le nombre CPr (z + 2mi m) == Q?v+

étant irrationnel, toutes les extrémités des arcs A, diffsrent

l
MRS
des points a, ;. Il en résulte que pour /==1' (mod %-1) on a B{™. Bir )=
==4,-A,. Ceci établi, on conclut par une induection facile que les
ensembles E,= B{® + B}, ... Bi;Y,, ot 1=0,1,...n sont des
dendrites. En tenant compte du fait que B{™ = B{7),, et des rela-
tions (14), (13) et (9), on déduit enfin

n n—{ n n—1 oo 281
5= 3 Bp.= (S+ ) 21);79) =
l=( M l=0 m=0 k=1 Jje=1

oo 21 5

=5+ 3 3 3L+ /s (D) =

k=l jml me0
oo 21

=8+ Y'Lus+ £ (G = Cria.

howl jml

La démonstration de la condition (8,,,), ainsi que de notre thé-
oréme, est terminée.

Remarque. En posant
oo 2k—1
Oo=8i+ 3 3 Tus+ /s (G

k=l el

on obtient une courbe plane d'ordre 3, de laquelle on peut vérifier
aisément qu’elle n'est pas une somme d'un nombre fini de dendrites.
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En tenant compte du fait que toute courbe J5,(Cy) est une somme
de % dendrites, on déduit que Cy, est une somme de ¥, dendrites.

Il est & remarquer enfin que Ia courbe bien connue de M. W. Sier-
pifiski®) universelle pour les courbes planes d’ordre 3, fournit
un exemple d’une courbe d’ordre fini dans laquelle chaque ;nsemble
fermé et contractile est non-dense. Cette courbe ne se laisse done
pas décomposer — d'aprés le théoréme de M. R. Baire ") — méme
en ¥, dendrites.

%) W. Sierpifiski, Prace Mat. Fiz. 97 (1916), p. 77.
) R. Baire, Ann, di Mat, 3 (1899), p. 65.
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