220 W. Sierpinski.

d’ensembles de la classe N, telle que lensemble D == 2 — 351 Z, est
Nea

au plus dénombrable.

Soit » un nombre naturel donné. L’ensemble Z, appartenant & la
classe N, il existe (d’aprés la définition de cette classe) un ensemble
E, de la famille F' qui a avee Z, un ensemble au plus dénombrable
d'éléments communs. Posons B = F, B, Ky ...: d'aprés la propriété
de la famille 7, E appartient & F et, d'aprés K L, (pour
n=1,2 3,..), les ensembles EZ, (n=1,2,...) sont tous au plus

00 [d
dénombrables. Or, daprés D =2 — 3 Z,, on a BZ=ED —-}—Jﬁ/‘J1 EZ,:
=l T

Pensemble ZZ est donc au plus dénombrable, contrairement i la
propriété de l'ensemble Z.

L'hypothése que notre proposition n'est pas vraie implique done
une contradietion.
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Uber gewisse Zerlegungen von Mengen ).
Von
Stanistaw Ulam (Lwéw)

In einer fritheren Arbeit¥) habe ich den folgenden Satz bewiesen ).

s sei Z eine Menge von der Mdichtigheit %y. Werden alle Teil-
mengen dieser Menge in zwei Klassen, M und N so eingeleilt, dass es
in M nur hichstens abzdhlbar viele elementfremde Mengen gibt, so
existieren in N abedhlbar viele Mengen {4}, fir welche die Menge

(Z— b A,) hichstens abzihlbar ist.
il

Als eine Folgerung aus diesem Satze ergab sich die Unmiglichkeit,
ein abzithlbar additives Maf ¢) fr alle Teilmengen einer Menge zu
definieren, deren Machtigkeit kleiner ist, als die erste ,unerreichbare”
Kardinalzabl.

Nun hat unlingst Herr W. Sierpifiski gezeigt?), dass in dem
am Anfang genamnten Satze die Annahme, dass Z von der Machiig-
keit 8, ist, durch eine schwiichere ersetet werden kann, ndmlich, dass
die Michtigheit von Z kleiner ist als die erste unerreichbare Kardi-
nalzahl. ‘

1) Die Sitze dieser Note wurden (bei der Voraussetzung dass die Machtigkeit
von ZN, ist) am 7, III, 1931 an einer Sitzang der Poln. Math. Gesellschaft, Ab-
teilung Lwéw, dargestellt.

%) ,Zur Masstheorie in der allgemeinen Mengenlehre“ Fund. Math, XVI ( 1930).
8. 140—150.

3 1. c., 8. 145, Satz ,B“.

4 L e, 8. 140,

) W. Sierpifiski: ,Snr un théordme de recouvrement dans la théorie gé-
nérale des ensembles, dieser Band.
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Ich will jetzt noch einige Iolgerungen aus diesem verschirften
Satze angeben, auf deren Bedeutung mich Herr W. Sierpinski
aufmerksam machte,

Wir machen zunichst die Annahme, dab die Menge Z von einer
kleinoren Méchtigkeit ist als die erste unerreichbare Kardinalzahl. Es
gelten :

Satz 1. Es sei Z (in einem belicbigen perfekten Raume gelegene)
Menge von der II-ten Baireschen Kategorie ). Hs gibt dann unabzihl-
bar viele in 7 enthaltene, elementfremde Menge, die alle auch von der
II-en Baire'schen Kategorte sind.

/um Beweise teilen wir alle Untermengen von Z in zwei Klassen
ein: M sei die Klasse aller solchen Untermengen, die von der II-ten
Baire'schen Kategorie sind, N die Klasse aller anderen.

Wire unser Satz nicht richtig, so wlrde diese Binteilung die Vor-
aussetzung des am Anfang genannten Satzes erfillen. Es wirden
gich also in N abz#hlbar viele Mengen finden, die definitionsgemuf
von der ersten Baire'schen Kategorie sind, und die mit eventueller
Zunahme einer abzihlbaren Menge, zusammen Z, also eine Menge
von der IT-en Kategorie ergeben. Das ist aber nicht moglich: die
Vereinigungsmenge von abzihlbar vielen Mengen von der I-en Kate-
gorie ergibt wieder eine solche; eine abzihlbare Menge ist immer
von der ersten Kategorie,

Satz 1. Es sei Z eine Menge, die die Buire'sche Bedingung®)
nicht erfullt. Bs gibt dann unabzihlbar viele elementfremde Teilmengen
von Z von deren keine die Bairesche Bedingung erfillt.

Hier sei die Kinteilung der Telmengen von Z in zwei Klassen
die folgende: I sei die Klasse aller Teilmengen von 7, die die
Baire’sche Bedingung nicht erfiillen, N die Klasse aller anderen.

Wire unser Satz nicht richtig, so wirden wir genau wie bei
Satz I schlieBen, das es abzshlbar viele Teilmengen von Z gibt,
die die Baire'sche Bedingung erfillen, und die zusammen mit einer
hischstens abzihlbaren Mengen die Menge Z, die die Baire’sche Bedin-
gung nicht erfillt, ergeben. Dies ist aber nicht mdglich: eine ab-

9 D. b, Z labt sich nicht als Vereinigungsmenge von abzihlbar vielen, in
Besug auf den ganzen Raum nirgensdichten Mengen darstelien,

% D. h, Z 146t sich darstellen als Vereinigungsmenge von eimer G-Mengo
und siner Menge erater Kategorie von Baire,
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vihlbare Menge erfullt die Baire'sche Bedingung immer, so auch
die Vereinigungsmenge einer abzihlbaren Folge von Mengen, die
diese Bedingung erftllen.

Satz IM1. Es sei Z eine Menge von positivem dwnferem (Lebesque-
schem) Masse. Es gibt unabzihlbar viele elemenifremde Teilmengen
von Z, die alle auch ein positives dujleres Mafl haben.

Wire der Satz nicht richtig, so wiirden wir, wie bei Satz I und II,
schlieBen dass es abzihlbar viele Mengen vom auferen Masse 0 gibt,
die zusammen Z, also eine Menge von positivem Huferem Masse
ergeben, was unmoglich ist. ‘

Bemerkung I. Wenn wir uns im Satze I auf solche Mengen Z
beschrinken, die in einem separablen Raume (z. B. auf der Gera-
den; liegen, so ergibt sich die Muglichkeit einer Zerlegung von Z
in unabzithlbar viele elementfremde Mengen die in jedem Punkie
einer Umgebung (z B. eines Intervalles) von der II-ten Baireschen
Kategorie sind.

‘Bemerkung II. Von den unabziihlbar vielen Mengen, von
denen im Satze IIT die Rede ist, missen ,fast alle“, d. h. alle mit
Ausnahme von hochstens abzéihlbar vielen unmessbar sein. Dies mag,
wenn man beachtet, dass alle diese Mengen elementfremd sind,
als paradox erscheinen. '

Bemerkung ITI. Alle unsere Sitze behalten nattirlich ihre
Giltigkeit, wenn man von der Menge Z die Annahme macht, dass
sie von der Muchtigkeit des Kontinuums ist. und dabei die Cantor-
sche Kontinuumshypothese, oder die schwichere Hypothese, dass
das Kontinuum eine kleinere Muchtigkeit hat, als die erste uner-
reichbare Kardinalzahl, als richtig voraussetzt.
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