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Sur quelques propositions équivalentes 3 I'hypo-
thése du continu.
Par
S. Braun et W. Sierpifiski (Varsovie).

1. Théoréme I. Les quatre propositions suivantes: (H), (P), (@)
et (R) sont équivalentes:

Proposition (H): 2% =y, ;

Proposition (P): IU existe une famille F de puissance du continu
de suites infinies de nombres réels, telle que (xy, 2y, %5,...) élant une
suite infinie donnée quelconque de mombres réels, Pensemble de toutes
les suites (y1, Y3, Ys,...) de la famille F, telles que y,= =, pour
i==1, 2, 8,..., est au plus dénombrable. ’

Proposition (Q): E désignant Pintervalle 0 << 2 <1, il existe un
systéme d’engsembles A%, oiv i est un nombre naturel ef x un nombre
réel, tels que 1% en désignant par X Uensemble de tous les nombres
réels, on a

E:ZA;, pour i=1,2, 3,...,
xeX
200 A A =0 pour xfy, i=1,238,..., et 3° gquelle que
s0it la suile infinie ®,, xy, 2y,... de nombres réels, Vensemble E —
— (dy, 4 4%+ A%, +...) est au plus dénombrable 7).

1) On peut démontrer sans peine que la condition 8° est équivalente & la
condition suivante 8/0: N dtant un ensemble non dénombrable domnd guelcongue
contenu dans E, sl existe un nombre naturel i, el que pour tout nombre x rdel
Vensemble N. Al est non démombrable. C'est M, A, Lindenbaum qui a posé
le probléme d'équivalence des conditions 8% et 3’
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Proposition (R): Il existe une suite infinie de fonclions univogue's
fi@), fa®), fa(@) ... définies pour 0 <2< 1, telle que, quel- que 8ot
Pensemble non dénombrable N de nombres de lintervalle (0, 1), au
moins une de fonctions de cette suite transforme N en Uensemble de
tous les nombres réels?).

Pour démontrer le théoréme I il suffit évidemment de prouver
que (H) — (P) — (@) > (B) —> (H). La démonstration se compose
done de quatre parties: '

1. (H)—(P) o

Lemme. {0, = (!, a4, 3, ...)} étant une infinité dénombrable de
guites infinies de nombres réels, il existe toujours une suite infinie
de nombres réels o= (2, %, ..., telle que 1) o=k, pour
i=1,2, 8,..., et 2) il existe pour tout indice i==1, 2, 8,... un
indice k;, tel que aa,l=w{,l. '

Démonstration. On voit sans peine qu'il suffit de poser
gy == X €t 2yy_g = 2H -+ 1, pour k=12 3,...

Admettons maintenant la proposition (H), ¢’est-d-dire 'hypothése
que 2% = Ny

La famille @ de toutes les suites infinies de nombres réels étant
de puissance 2%, done, d’aprés notre hypothése, de puissance &, il
existe une suite transfinie du type @ (ob £ désigne le plus petit
nombre transfini de la troisiéme classe)

(2) Sh S%: SB""? Smt Sw-)-ia“'? Sga--- (§<‘Q)

formée de toutes les suites de la famille &.

Nous définirons maintenant par linduction transfinie une suite

- transfinie {ag};co de nombres ordinaux < Q comme il suit.

Posons @, = 1. Soit maintenant 4 un nombre ordinal donné
< Q ot supposons que nous avons déjh défini tous les nombres a,
o £<C A. Soit y le plus petit nombre ordinal, tel que y>> e, pour
£< A: daprés 4 < @ nous concluons que y << 2. L'ensemble de
toutes les suites Sy, od §<Cy, est done au plus dénombrable et,
d'aprés notre lemme, il existe une suite infinie de nombres réels,

1) On peut ajouter de plus que cette fonction prend, dans N, chaque nombre
réel une infinité non dénombrable de fois.
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done un terme S, de la suite (2), telle que Sp=f= S pour <y et
que, quel que soit le nombre ordinal £ <y, il existe un nombre
naturel k¥ (dépendant de £), tel que les k-idmes termes de suites
S; et S sont égaux. Nous poserons a,:=f.

De S;=5; pour §<Cy résulte que >y, done a,=f>y>ea,
pour £ < 4. Les nombres e, (1 <C Q) sont donc tous distinets.

La suite {a,};co étant ainsi définie par linduction transfinie,
désignons par F la famille formée de toutes les suites S,,, ol
A<, :

Les nombres «, (4 < @) étant distinets, il en est de méme des
suites S, (4 < £): la famille F' a done la puissance du continu.
" Soit maintenant (xy, #,, #;,...) une suite infinie donnée quel-
conque de nombres réels: d’aprés la propriété de la suite (2) il existe
done un nombre ordinal p < 2, tel que S, = (z,, %, #,,...). Soit
» un nombre ordinal < &, tel que @, >>p (un tel nombre v existe,
puisque Ja suite transfinie {e;}, o est croissante), et soit 4 un
nombre ordinal donné quelconque, tel que » <4 <C Q. Désignons
par y le plus petit nombre ordinal, tel que y> a; pour §<<4:
daprés 4 << 2 on a évidemment y < 2. On a y > a, 2> p (puisque
v < 4), done u <C 9, ce qui entraine, d’aprés la définition du nombre
@z, qu'il existe un nombre naturel k¥ (dépendant de 1), tel que les
k-idmes termes des suites S, et S, sont égaux. Le k-idme terme
de la suite S,, est donc x,. Il en résulte que si pour une suite
8, = (1) 93 Ya5--) de la famille 7 on a y:=F %, pour i=123,.,
on a nécessairement 1< #: Pensemble des telles suites S, est donc
au plus dénombrable. :

La famille ¥ satisfait done aux conditions de la proposition (P).
Il est ainsi établi que (H)-—>(P).

IL (P)—>(Q) %)

Admettons la proposition (P). La puissance de la famille F' étant
égale & celle de I'ensemble E, on peut représenter les suites qui
lui appartiennent par S,, ot z e E, de sorte que si x5y, S, =5,.
Soit S, = (#, &, #,...).

1) Cette démonstration est tout a fait analogue & celle de MM. Banach et
Kuratowski (Fund, Math., t, X1V, p. 180—131) que lenr proposition (I1’) en-
traine leur théoréme II,
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Définissons les ensembles 4. de la proposition (P) de la fagon
suivante: ,
1) y appartient & Aj, lorsque t} = .

On voit tout de suite que les eonditions 1° et 2° de la propo-
sition (Q) sont réalisées. Soit maintenant (wy, 2, 2y,...) une suite
infinie donnée queleonque de nombres réels et soit y un élément de

I'ensemble & — §A§,[. On a donc ynone 4} pour i==1,23,...,
I=1

done, daprés (1): /=@, pour i==1,2,3,... D'aprés la propriété
de la famille ¥, lensemble de toutes les suites S, de cette famille,
telles que 2/ 9=, pour i=1,2,8,... est au plus dénombrable. Il

en résulte tout de suite que Vensemble E —«133;’ 4!, est au plus dé-

nombrable. La condition 30 de la ‘proposition (Q) est donc aussi
réalisée.
- La formule (P)—> (@) est ainsi démontrée.

IIL (Q) — (R).

Admettons la proposition (@) et soit 4. le systéme d'ensembles
satisfaisant aux conditions de cette proposition, Soit i un nombre
paturel, x — un nombre de lintervalle £ (0 <Kz <C 1), D'aprés les
conditions 1° et 2° de la proposition (Q), il existe un et un seul
nombre réel y, tel que xe A7: nous poserons fi(x)=y. La suite
infinie de fonetions f,(z) (i==1, 2, 8,...) est ainsi définie.

Soit maintenant N un sous-ensemble de E non dénombrable
dooné quelconque, et admettons que fi(N) == X, pour i==x1,2 5,...
(X désigne ici Pensemble de tous les nombres réels, et f;(N) —
l'ensemble de tous les nombres fi(x), ol x e N).

Il existe done pour tout indice i un nombre réel y, tel que
y;non ¢ f(N), et il en résulte tout de suite, d'aprés la définition de
In fonetion f,(x) que N4j,==0. On a done N4; =0 pour i=1,2,3,..,
d'ou, daprés NC E, N CE——lﬁ: 4y, ce qui est impossible d'aprés
la condition 3° de la proposition (¢), puisque l'ensemble N est non
dénombrable. _

La formule f;(N)==X pour i=1,2,38,... implique donc une
contradiction. Il existe donme un indice i tel que fi(N)==JX. La
suite des fonetions fi(#) (i==1, 2, 8,...) satisfait done aux conditions
de la proposition (R). L'implication (@)—>(R) est ainsi démontrée.
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IV. (R) — (H).

Admettons que 2% >, et soit N un ensemble de nombres de
lintervalle E de puissance &,. Toute fonction univoque définie dans
E transforme évidemment l'ensemble N en un ensemble de puis-
sance < ¥;, done, d’aprés notre hypothése, de puissance < 2% La
proposition (R) ne peut done pas étre vraie.

Nous avons donc démontré que la proposition (R) est incom-
patible avee I'hypothése que 2% > x,. Il en résulte que (R)— (H),
e. q f d.

Le théoréme I est ainsi démontré compldtement.

2. La proposition (@) entraine, comme on voit sans peine, la
proposition (¢,) suivante:

Proposition (Q,): E désignant Vintervalle (0, 1) il eviste une suite
double d'ensembles Bj. telle que 1°: E =2 Bj, powr i=1,2,8,...;

kel
B, Bi=0 pour k1, i=1,2,38...., et 3% quelle que soit la suile
infinie de nombres naturels ky, ky, ks,..., Vensemble E—3 B;, est
fo
au plus dénombrable. ,

En effet, les ensembles 4! vérifiant la proposition (@), il sutfit
évidemment de poser B = A pour k==2 § 4,., i=1,2,3,., et
Bi=FE — 3 4}, pour i==1,2,3,...

, k2

La proposition (@) (qui est ainsi établie en admettant I'hypo-
thése (H)) implique évidemment le théoréme II de MM. Banach
et Kuratowski?), dont ces auteurs ont déduit la solution négative
du probleme de la mesure posé par M. Lebesgue.

La proposition (Q,) entraine donc & plus forte raison la solution
négative de ce probléme.

11 est & remarquer que M. S, Ulam a donné une solution négative du pro-
bldme de la mesure en admettant une hypoth&se moins restrictive que ’hypothése

1) Fund. Math., t. XIV, p.128; cf. t. X1V, p. 277. Le théoréme de MM.
Banach et Kuratowski difftre de notre proposition (Q,) par ce que la con-
dition 8° y est remplacée par la condition suivante: Quelle que soit la suite infinie

de nombres naturels k,, k,, k,,..., I'ensemble ﬁ(Bi_{. B+ B;i] est au plus
im1

dénombrable, Cette propriété résulte évidemment des conditions 19, 2° et 3° de la
proposition (@,).
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du continu®). M, Ulam a démontré anssi ?) qu'il existe un systéme d'ensembles 47
ot i est un nombre naturel et &£ un nombre ordinal < £2, tels que 19: E-EAg

ApAl =0 pour 4, £ 0, ’7<-9 i=1,2 5,

3°: quel que soit le mombre ordmal £ 9, Tensemble J 2,' A’ est au plus
Il
dénombrable, Dans cet ordre d'iddes il est & remarquer qu'on peut démontrer sans
peine que la proposition suivante est équivalente & la proposition (H):
IL existe un systdme d'ensembles A’ satisfaisant aux conditions 1° et 20 de
la proposition Q) et & la condition am’vante‘ Quel que sott le nombre réel donné x,

pour +=1,2,38,.

Densemble i — 2’ AL est ou plus dlnombrable.
=1

3. Notre théoréme I peut 8tre généralisé comme il suit:

Théoréme II. Quel que soit le nombre cardinal m =8, les
quatre propositions suivantes sont équivalentes:

Proposition (K): Il wewiste aucun nombre cardinal n, tel que
m<n<2m

Proposition (#): M étant un ensemble de puissance m ¢t N un
ensemble de puissance 2™, il existe une famille F de puissance 2™
de fonctions f(m) définies pour m e M, dont les valeurs appartiennent
a N, telle que, @(m) étant une fonction domnée quelconque, définie
pour me M, dont les valeurs appartiennent & N. l'ensemble de toutes
les fonctions f(m) de la famille F, telles que f(m)=E= p(m) pour meM,
est de puissance < m.

Proposition (@)3%): M édtant un ensemble de puissance m et N un
ensemble de puissance 2™ 4l existe un systéme d'ensembles AT, ol
meM et nel, tel que 1°0 N =3 A7, pour me M; 2% A7 A% =0

neN

pour n=n,, meM, neN, n, e N, et 3% quelle que soit la fonction
Sf(m) définie pour me M, dont les valeurs appartiennent & N, l'en-
semble N — 3 A7, est de puissance < m.

meM

Proposition (R): N étant un ensemble de puissance 2™, il existe
une famille O de puissance m, formée de fonctions g(n) définies pour

1) Fund. Math,, t. XVI, p. 140, ss,
) 1 e, p. 142.
%) C'est M, Lindenbaum qui a remarqué que (0‘7{')_)(&’) -.y(Q),
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neN et dont les valeurs appartiennent & N, telle que pour tout sous-
ensemble N, de N de puissance > m il existe au moins une fonction @
de la famille @ qui transforme lensemble N, en Iensemble N.

La démonstration du théoréme II n’est qu'une modification légére
de celle du théoréme I.

Voiei encore une proposition (§), qui est équivalente & la pro-
position (¥):

Proposition (8): Tout ensemble de puissance 2™ est une somme
d'ensembles croissants de puissance m.

La démonstration de l'équivalence des propositions () et () est
tout & fait analogue a celle que W, Sierpifiski a donnée pour
le cas m = x, ).

1) Fund, Math., t. V, p. 180.
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