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(4 flnry, ) €A X Gy ) CFA) X [y, )C

D'aprés (39), (41) et (Z,) il existe un ¢, tel que:
(42) f4) X 5*(fla, YC S Gty X A

Mais c’est la rélation (37) ol Uon a remplacé j par j - 1. Les
suites {4}, {g,} sont donc déterminées par induction et on a

) M.

Tk ..,r,,H_l

(48) S (an.-.-,rkl) e/l pr-..,ﬂ[,qhnqu‘)
done il existe un point ; tel que:
(44) b] € Gan-.P[ﬂn--u?j

9) [®) = @)

Dlaprés (Z,), le diamétre de Goutrsrpagi.ngy tend vers 0. Done,

R étant complet, on aura en vertu d'un théordme de M. Haus-
dorff1)

00

(46) ”_G—Pbpz,..-,pi, ueendy = bo .

J=1

Mais d'aprés (Z,):

(47) _” pr'"lp[!qhuqu =”Gpu~--mp%-wvj C B

J=1 Je=1
Done by eB et comme évidemment b, ¢ G,...; C G, on aura
bye B X G. D'autre part, d'aprés (44) b, =1lim b, f étant continue
il résulte de (29), (30), (45): o=
(48) f(bo) =j]ilf'° f(al"h-.v."kJ) —,:kl—ipi:lof(arh.mr‘ =f(x1) = !/
Done (28) entraine:
(49) yef(BX G).

On voit que tout point de f(BX &) est un point intérieur de

cet ensemble dans f(B). Donc f(B X @) est ouvert dans f(B) et f
est une transformation intérieure de B . q, f. d.

1) Grundzilge der Mengenlehre, p. 818,
Warszawa 3/V 1932,
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Un théoréme concernant les transformations
continues des ensembles linéaires.

Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Théoréme I: F dtant une famille de puissance du continu d'en-
sembles linduives de pudssance du continu, il existe toujours un en-
semble lindaire non dénombrable B, dont les images continues sont
distinctes de tout ensemble de la famille F'Y).

Démonstration. Dans le ‘cas, ot 2% > x,, notre théoréme
ost évidemment vrai. (Il suffit dens ce cas prendre pour E un en-
gemble linéaire queleconque deo puissance ¥,). Il suffira donc de donner
une démonstration de notre théoréme, en admettant que 2% =g,

Admettons done que 2% =,

Soit
(1) Ei) EN Eﬂy-"l Ean Ew+1;"" EEH"' (§<‘Q)

une suite transfinie du type @, formée de tous les ensembles de
la famille £

La famille de tous les ensembles G4 linéaires ainsi que la fa-
mille de toutes les fonetions continues, définies sur un ensemble
linéaire donnd, étant de puissance du continu, il existe une suite
transfinie du type £,

(2) fl(“’)a fs(“’): o '>fw(“’)’ fm+1(x)""1f§(w)’“" (§< 'Q)

formée de toutes les fonctions, dont chacune est définie et continue
sur un ensemble G (variable), I'; soit I, l'ensemble G sur lequel
est définie et continue la fonction fq(®).

1) D'aprée une remarque due 4 M, Lindenbaum on peut encore dire que,
E, étant un sous-emsemble guelconque de E, les images continues de E, sont ,
distinctes do tout ensemble de la famille F.
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L'ensemble de tous les systémes (@, §) de deux nowbres ordi-
paux < & étant de puissance 8} ==&, il existe une suite transfinie

du type &,
(au ‘31), (aza ﬂE)" v »(am' ﬁm)a v (aga ﬁg)»--- (‘E < 'Q)

formée de tous ces systémes. -

Nous définirons maintenant par l'induction transfinie une suite
transfinie {Py} (€< L) d’ensembles et une suite transfinie {p.} (£ << Q)
de nombres réels comme il suit.

Pour définir 'ensemble P, distinguons deux cas.

1) E,C fﬂl(l’&). Posons, pour a réels:

6) He(a) = ]j][w € l’ﬂg,.f;,g(w) = al.

Les ensembles I'; étant des G et les fonctions fy(x) étant con-
tinues dans I';, on voit sans peine que les ensembles (8) sont des G,
(quel que soit le nombre réel a et le nomhbre ordinal &< £).

Dans notre cas, pour tout nombre e E, l'ensemble H,(a) est
un G4 non vide et on a dvidemment H,(a). H,(a’)=0 pour deux
nombres distinets a et o' de E,. Parmi les ensembles H,(a), oh
ael,, il o'y a done quun ensemble au plus dénombrable d’en-
sembles de mesure non nulle; l'ensemble E, ayant la puissance
du continu, il en résulte qu'il existe un nombre g, ¢ E, tel que
m H,(a;) = 0. Posons P, = H,(a,).

2) B, — fa(I's) F= 0. Dans ce cas nous poserons P; = 0.

py sera défini comme un nombre réel non ¢ P,.

Soit maintenant 2 un nombre ordinal donné < 2 et supposons
que nous avons déjh défini les ensembles de mesure nulle P, pour
§ <4 et les nombres g, pour £§<<A.

Si E,,C fy,(I'y,), il existe, comme on voit sans peine, un en-
semble de puissance du continu de nornbres réels a, tels que aek,
H(a)5=0 et mH,(a)=0; il existe donc entre eux un, soit a,,
tel que

penon e Hy(a,), pour £<< 4.
Nous poserons k
(Ba) Py = H,(ay).
Si E,, — f4,(I's,) 5 0, nous poserons P, = 0.
Les Qnaembles P, (§< ) étant de mesure nulle, il en est de
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méme (d'aprés ¢ < 2) de lear somme ainsi que de I'ensemble
8, =23 Py 2 (py: il existe done un nomhre p, non ¢ 8.
%) <A

Les ensembles P, (1< &) et les nombres p, (1 < 2) sont ainsi
définis par linduction transfinie. ‘

Soit E Vensemble de tous les points p,, ot 4 < Q.

Admettons qu'un ensemble de la famille F, soit E,, est une
image continue de B. Toute fonetion définie et continue dans un

. ensemble F pouvant 8tre étendue & un ensemble G, contenant E

en conservant la continuité 1), il résulte done de notre hypothése
quil existe un nombre ordinal § < @, tel que

4 ECT,
ot
(®) S (B) = L,

D'aprés la propriété de la suite (ag, f) (§<< &), il existe un
nombre ordinal 4 << &, tel que

(6) a,=0a et f,=4
De la définition des suites {P;} et {p;} résulte que p;non¢ F,,
pour £ << 9, 7 < . Done
W) EP,=0,
Or, d'aprés (6), (5) et (4) on a
By, = fo,(B) C Sy (L

done, d'aprés la définition de lensemble P,, ona la formule (3 a).
Nous avons a, e E,,, dono daprds (6) et (5), il existe un nombre

(SR
%o 6 B, tel que

8 Gy zfp;,(“oﬁ
or, de 2, ¢ E et (4) et (6) résulte que
(9y 2y ¢ I,

Les formules (8) et (9) donnent, d'aprés (3 a) et (8): zy¢P;. On
a done «, ¢ B P,, contrairement & (7). ‘ . ;
L'hypothése que l'ensemble Z, est une image continue de l'en-

semble £ implique done une contradiction,

Yy Fund, Math, t, IV, p. 817.
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Les images continues de I'ensemble £ sont done distinctes de
tout ensemble de la famille .
Le théoréme I est ainsi démontré.

De notre théordme I résulte tout de suite ce

Théoréme II: Si 2% =y, et si F est une famille de puissance
du continu d’ensembles lindaires de puissance du continu, il existe toy-
Jjours un ensemble lindaire de puissance du continu, dont les images
continues sont distincies de tout ensemble de la famille F.

Du théoréme II résulte, en particulier, 'existence, pour tout en-
semble linéaire de puissance du continu, d'un ensemble linéaire H
de méme puissance, dont £ n'est pas une image continue. En par-
ticulier, il en résulte qu'il eviste un ensemble lindaire H de puis-
sance du continu, tel que lintervalle (0, 1) n'est pas une image con-
tinue de H. Si simple que semble 8tre cette proposition, nous ne la
savons par démontrer sans admettre I'hypothése du continu. (On
voit sans peine que pour que les images continues d’un ensemble
linéaire H soient toutes distinctes de l'intervalle (0, 1), il faut et il
suffit qu'elles soient toutes parfaitement discontinnes, c'est-a-dire
dépourvues de sous-ensembles parfaits. En effet, la suffisance de cette
condition et évidente. D'autre part, soit .. une image continue de H
et supposons que £ contient un sous-ensemble parfait P. Si E con-
tient un intervalle, cet intervalle, done aussi lintervalle (0, 1), est
évidemment une image continue de K, donc aussi de H, Si E ne
contient auncun intervalle, I'ensemble P, en tant que fermé dans E,
ost une image continue de £'!), done aussi de H, et, comme on
sait, l'intervalle (0, 1) est une image continue de tout ensemble par-
fait. L'intervalle (0, 1) est done une image continue de H),

Or, d’aprés le théordme I on peut démontrer sans admettre 1'hypothése du
continu 'existence d’un ensemble lindaire non dénombrable dont les images con-
tinues sont toutes distinetes de l'intervalle (0, 1). Voici encore une autre démon-
stration de cette proposition qui n'utilise pas le théoréme I,

1l suffit, comme nous #avons, de traiter lo cas ob 9% — Ny« Or, en admettant
Thypothése que 2%'=N,, j'ai démontré *) que si % =N, il existe an ensemble

linéaire dont toute image continue est de mesure nulle, et parsuite est distincte
de I'intervalle (0, 1),

1) Voir Fund, Math., t. XII, p. 100.
1) Fund, Math., t. X1, p. 302,
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Supposons maintenant que 2%=\, et soit w, le plus petit nombre
ordinal de puiasy.nca 8. Nouns définirons par l'induction transfinie
upe suite transfinie du type w, d’ensembles linéaires {E,) (@<w,)
comme il suit,

Soit B, Vensemble de tous les nombres réels. Soit maintenant o
un nombre ordinal donné <Cw, et supposons que nous avons déja
défini tous les ensembles K, ot £ <a. D'aprés a <o, la fa-
mille @, de tous les ensembles Xy, ol £<Ca, est de puissance
<R, = 2% La famille F, de tous les ensembles linéaires de
puissance du continu qui sont des images continues des ensembles
de la famille @, est donc aussi de puissance <J2%. D’'aprés le thé-
oréme II, il existe done un ensemble linéaire £, de puissance.dn
continu dont les images continues sont distinctes de tout ensemble
de la famille 7.

La suite transfinie d'ensembles {Z,} (¢ < w,) est ainsi définie
par linduction transfinie. On voit sans peine que de deux termes
différents de cette suite aucun n’est une image continue de l'autre.

En effet, soient ¢ et 8> a deux nombres ordinaux < w;. De
la définition de l'ensemble X, et de a g résulte que K, n’e}w pas
une image continue de Z; D'autre part, X; ne peuf étre une image
continue de E,, puisque dans ce cas on aurait HyeF,, contrai-
rement & la définition de K.

Nous avons ainsi démontré que

Si Q== n,, il existe une famille D formée de K, ensemble? flné-
aires de puissance du continu, telle que de deux ensembles dzstmcfs
de celte famille aucun nlest une image conbinue df: Pautre (On voit
aussi sans peine qu'aucun ensemble linéaire de puissance du qontmu
n'est une image continue de deux ensembles distincts de la famille @).

1l en résulte encore tout de suite que, si 2% =1, e 2“‘:&; -‘),
il existe une famille @ formée de 22% ensembles linéaires de puis-
sance du continu, telle gqne de deux ensembles distin.cts de la' fa-
mille @ aucun n'est une image continue de I'autre. L'existence d'une
telle famille @ a 6t6 démontrée récemment par M. Lindenbaum?)
sans admettre les hypothéses que 2% =1, et 2% =R, la- démon-

1) L'ensemble de deux hypothésen: 2% ==, ot M == R, o8t évidemment équi-

3%
valent & Uhypothése unique que 2™ == N,. )
%) L’énoncé de cotte proposition est publié dans les Ann, de la Soc, Polonaise

de Math. 10 (1981) (8éance de la Bection de Varsovie du 16, 1. 1981).
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stration de M. Lindenbaum (qui paraitra dans le vol. XX de
ce journal) est cependant fort compliquée. \

Les théorémes I et II peuvent étre sans peine généralisés. An
lieu des images continues on peut notamment prendre les images
de Baire et, plus généralement, une famille quelconque de puis-

sance du continu de transformations des ensembles & I'aide de fone- |

tions mesurables d'une variable réelle. En effet, on voit sans peine
que si f(x) est une fonction mesurable d’une variable réelle, dont
I’ensemble de valeurs est non dénombrable, il existe toujours un
nombre réel a, tel que l'ensemble de tous les x réels, pour lesquels
f(#)=a, est de mesure nulle. La démonstration que nous avons
donné pour le théoréme I s’applique done dans ce cas.

Or, le probléme se pose: les théorémes I et II restent-ils vrais
pour les familles de puissance du continu (ou, seulement, pour les
familles dénombrables) de transformations des ensembles & Vaide
de fonctions quelconques d'une variable réelle? D'un théoréme que
nous avons trouvé récemment avec M'® Braun?) résulte que ce
n'est pas le cas pour le théoréme II. En effet, comme nous avons
démontré, si 2% =y,, il existe une suite ififinie de fonctions d'une
variable réelle, f,(z), fi(x), fi(2),..., telle que, quel que soit l'en-
semble linéaire non dénombrable N, il existe un indice k (dépen-
dant de N), tel que la fonction fi(x) transforme N en l'ensemble
de tous les nombres réels.

En s'appuyant sur ce résultat, on voit tout de suite que la né-
gation de Uhypothése du continu équivaut & la proposition swivante:

F étant une famille de puissance du continu d'ensembles lindaires
de puissance du continu, et D ume famille de puissance du continu
de fonctions d'une variable réelle, il existe toujours un ensemble lindaire
non dénombrable, E, tel que toute fonction de la famille @ trans-
forme E en un ensemble distinct de tout ensemble de la famille F'3).

1) ce voh'lme, p. 1

*) Cf. mu communieation au IT Congrés ~de Mathématiciens Roumains & Turnu
Severin, Mai 1933,
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On the functions of Besicovitch in the space
of continuous functions.

By
S. Saks™) (Warszawa).

1. In their very interesting new proofs for the existence of con-
tinuous functions without derivatives, Banach and Mazurkie-
wicz showed that the class of continuous functions without finite
one-sided derivative in any point is the complement of a set of
the 1% category of Baire in the space € of continuous functions?).
The same method, and with the same result, could be applied to
the evaluation of the class of continuous functions without both-
gided finite or infinite'derivatives in any point which we
shall call briefly functions of Weiexstrass' type.

The problem was set by Banach and Steinhaus whether
these results may be extended to the functions of Benicov.it«-:h’s
type i e. continuous functions without one-sided deuvahxres
(finite or infinite) in any point. We shall give hex:a a Degative
answer to this problem, showing in the first part of this paper that
the complement of the class of Besicoviteh's functions is every-
where of the 2* category in the space G.

Banach has informed me in & letter that this theorem may
be considerably strenghtened. First of all, as showed by this author,

*) International Research Fellow, . .

) Mazurkiewion, Sur les Jonctions non ddrivables, Stu(zlm fothcmatwa,
1, 11X, (1981), pp. 92 - 94, Banach, Uber die Baire'sche Kategorie gewisser Ili‘unb
tionenmengen, ibid., pp. 174—179; Steinhaun, Anwmdu?@gm_ flcr Funktional-
analysis auf einige Fragen der reellen Funktionentheorie, ibid, t. I (1929),

. b1—81,
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