Sur les suites de fonctions continues.
Par

Stefan Mazurkiewicz (Varsovie).

M. Sierpifiski a construit une suite de fonctions {p,(r)}, telle
que toute suite partielle {p, ()} converge dans un ensemble de
points au plus dénombrable. La construction implique I'hypothése
du continu et les fonetions @,(x) ne sont pas mésurables 1),

Le probléme analogue dans le cas des fonetions continues, resp.
mésurables (le second cas se ramenant aisément au premier en vertu
du théordme de Liusin) comporte une solution différente. En effet:

Théordme. Soit {f,(x)} une suite de fonctions continues et uni-
formément bornées dans un ensemble parfait P. Il existe une suite
{m) et un ensemble parfait Q(C P tel que les fonctions f, (x) sont
également continues dans Q.

Lemme 1. A étant parfait soit A=0B,4C,, n=1,2,...,
B, et C, étant fermés; il existe une suite {n,} telle que l’un au

moins des ensembles I B,, bii C,, est non dénombrable.
k=l kel

Démonstration. Appellons portion de A la fermeture d'un
ensemble ouvert dans A; une portion est un ensemble parfait. Deux
cas sont possibles:

a) il existe une guite {u,} et une portion G de 4, telle que

GCGC,, k=1,2,.. alors GCﬁO,I_ et le lemme est dé-
kwel

montré.

3 Ce volume p. 110.
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b) & toute partion G de A correspond un entier n(@) tel que:
0))] G—C,F0 pour n=n(@)
C, étant fermé on peut faire correspondre a tout n2Zn(G) deux
portions de 4: H®(G) et HM(G) telles que:
@) BY(G) + HO(G)C B, X ¢
(8) , HP(@) X HM(G) = 0.

Faisons correspondre & tout entier k¥ un entier #, et & toute

suite dyadique: (a,, a,,.., @), @,=0,1; m=1,2,.. k une portion
@(ay, a,,..., a,) de manidre suivante:

1) m=n(4); (@)= HO(4) a=0,1.
II) supposons fixé #, et les 2* ensembles G(a,, ay,..., @,); Tiyy ©F
le maximum des 2*+1 nombres: n,41, n[G(a,, a;,... )] et:
(4) G(a, ty,..., &, @) = HP[G(ay, ay...., 4,)] a=0,1
D'aprés (2):
) k= JI (3 et a)C [ 5
km] kel

D’autre part K est parfait?) ce qui démontre le lemme.

f(z) étant continue dans un ensemble fermé A désignons par
M(f, A), m(f, A) et w(f, A) respectivement le maximum, le mini-
mum et l'oscillation de f(z) dans 4.

Lemme 2. Les fonctions { /,(2)} étant continues dans I'ensemble
parfait A et satisfaisant & linégalité w(f,, 4)<C4, il existe une
suite {n,} et un ensemble parfait A*( 4 tel que w(f,,, A*)gg.

Démonstration. Soit B, I'ensemble des z tels que m( f,, 4)<
é_f,(a’) g M(fu) 4) _z*'m(fm A-) ot Cn P

ensemble des x tels que

i A F M d) < 10)< M., 4) On a:
6) B, 4 C,=4; B, et C, fermés

() w(fu B)SE=0(f C)

1) v. p. o, Haunsdorff, Grundziige der Mengenlehre, p. 321 ss. (1914).
8‘
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D'aprés le lemme 1, il existe une suite {n,} et ur ensemble

. . 20
parfait 4* tel que l'on a une an moins des relations: A¥( II B,,
J

A*Cﬁ C,,. La suite {m} et I'ensemble 4* repondent évidemment
k=1
4 la question.
Lemme 3. Soit pour j=1,2,..,m, 4; un ensemble parfuit. Les
fonetions { 7,(x)} étant continues dans .§A, ot telles que: w(f,, 4) <4,
J=1
il existe une suite {n,} et m ensembles parfaits A¥( 4, tels que:
2
M(f“k’ Aj*) <—2-.
Passons maintenant & la démonstration de nbtre théoréme.
Faisons correspondre & tout enmsemble parfait U(C P deux en-
sembles parfaits: So(U) et S (U) tels que So(U)+ S(U)CU et
Sy(U) X 8,(U)=10 ce qui est évidemmeut possible. Les fonetions
{fu(2)} étant uniformément bornées dans P il existe un nombre
>0 tel que:

®) o(fu P)=8.
Détérminons pour tout entier g une suite d'entiers croissants:
9 mG gy j=1L2...

et pour toute suite dyadique (e, @,..., @,) un ensemble parfait
P(a,, a,..., @) tel que:

1 ,
10)  @(facsar POy s @) S B F=1, 20
ot cela de maniére suivante:

) m(j, 1)=j; Pla)=28,(P) =0, 1

iI) Supposons que l'on a détérminé la suite {m(j, @)} et les 27
ensembles P(a,, a,.., @,) et que I'on a linégalité (10). D’aprés
le lemme 3, il existe une suite d’entiers croissants {m(j, ¢-+1)}
tirée de la suite {m(7, ¢} et 27 ensembles parfaits: Q(a,,8yy-,@,) C
C P(ay, a...., @,) tels que:

(11) O(fmnosry Q@1 0. ) géli a4

Posons: Pla,, ¢;,..., &, &) == S,(a,, 0,..., &) «=0,1
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On voit que la relation {10) reste vraie si lon y remplace ¢

par ¢+ 1. On a de plus les relations:

(12) Play, ay...., ¢, 0,4) C Play, oy...., a,)
(13) Play, s 0} X Py, 3., €ji==0 pour (@, @y,..., &)= (0l Cpeny @)

done l'ensemble:

o

(14) Q =H(2 P(a,, ay,..., aq))

gm1
est parfait. Posons pour k =1.2,... n,==m (k,k). La suite {m(j, g-+1)}
étant contenue dans {m(j, ¢)} on & 7, > n,. Soit maintenant >0.
2
Détérminons ¢, tel que 2")—1—7& Pour k= ¢, n, est contenu dams

la suite {m(j, ¢)} done:

(16) O( fo,, Play, tyy., @) = —2%“3 <7 k=q.

Les 27 ensembles P(d,, ay,..., a,) étant d’aprés (13) sans points
communs deux & deux. désignons par d le minimum de leur distances
mutuelles. Pour 2, —,}< d; 2,6 ZP(€;, 0., &4y,); T2 € 2 Py, g,y a,),
k=g, on aura d'aprés (15):

(18) fa(#) — fu (@) <m

done & fortiori, on aura (16) pour z,¢@Q, %, € @, [r,—x,| <6, k=4,
ce qui démontre I'égale continuité des fonetions { fu(2)} dans Q.
Le théoréme est ainsi démontré. Il en résulte le

Corollairve. Soit { f.(x)} une suite de fonctions continues et uni-
formement bornées dans un ensemble parfaii P. On peut tirer de
{fu(@)} une suite { f,(2)} uniformement convergente dans un ensemble
porfait P*( P.
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