Sur les suites convergentes de fonctions
mesurables B.

Par

B. Gagaeff (Kazan, U. R. 8. 8.).

Introduection. Soit {f,(z)} une suite de fonctions réelles conti-
nues, définies sur un intervalle fermé I, convergente vers une fone-
tion f(z). On sait, d'aprés un théoréme bien connu de Arzela, que
la condition nécessaire et suffisante pour que f(z) soit aussi continue
est celle de la convergence quasi-uniforme de la suite {f,(z)}. Cetté
condition peut tre énoncée comme il suit:

(1) pour tout #>>0 et tout Nil existe une suite finie K}, Ej,..., E,Y)
d’emsembles telle que

I=E+E+.. +E

et une suite k,, k,,..., &, de nombres naturels > N telle que pour
n=1,2..,/ la relation: x¢F, entraine

| fo () — fl2)] < .

1l est fa. remaquer qu'on peut dans cet énoncé supposer les en~
st'aml_ﬂes By, By, E; ouverts dans I. En effet, la condition () modifiée
ainsi reste suffisante a fortiori et, quant & sa nécessité, il suffit

de remarquer que f,(z) et f(z) étant continues, tout ensemble
}i‘,[[ Ju(®)— f(5)] < 7] est ouvert dans I%),

1) j dépend de N et 7.

%) Remsrquons encore qu'en supposant les ensembles E,, E,,..., E; ouverts,

on peut supprimer la condition que les nowbres k,, &, ,..., k; soient arbitrairement
grands. Voir p. 187,
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Dans la Note présente mnous allons donner wume condition néces-
saire et suffisante pour que la limite d'une suite convergente de fon-
ctions mesurables B de classe a soit aussi de cette classe.

Cette condition sera analogue (dans une certaine mesure) & la
condition de la convergence quasi-uniforme, modifiée comme plus
haut. . '

Notre théordme sera énoncé pour les fonetions mesurables B
dans les espaces métriques.

Prémisses sur 'espace, termes et notations.

p et g étant deux points d'un espace métrique, |p— g| désigne leur distance,

Le diamétre d'un sous-ensemble F d'un espace metrique (¢. & d. la borme
supérieure des nombres |p — g| pour pe E, g e E) sera désigné par d(F).

f(&) étant une fonction quelconque, mous posons:

F(B)=E[il existe xe L tel que y = f()]
y
f-B) =E /(=) E]

Les ensembles fermds ot ouverts sont dits de classe O multiplicative et addi-
tive resp. Les produits dénombrables (resp. les sommes) d'ensembles de classe <a
sont dits de clagse o multiplicative (resp. addtive),

Nous considérons des fonctions qui transforment un espace méiriqgue X en
sons-ensembles d'un espace métrigue sépurable Y. f(x) est dite mesurable B de
classe o (ou simplement: fonction de classe ) lorsque pour tout sous-ensemble
ouvert G de Y, l'ensemble f~1(G) est de classe o additive?).

1. Nous utiliserons dans la démonstration de notre proposition
le théoréme suivant, démontré par M. Liebesgue dans le cas des
variables réelles #):

Pour qu'une fonction @(z) soit de classe a il faut et il suffié que
(0) pour tout €>>0 il existe une suite {Z,} d&'ensembles de classe
additive o telle que

X=2,+2,+4...
et
‘ dpZ)<e pour n=12, 3,...

1) Cf. C. Kuratowski: Surla thdorie des fonctions dans les espaces mé-

trigues, Fand, Math, XVII (1981), p. 278.
3) Sur les fonciions représentables analytiquement, Journa de Mathém. 1905.
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Démonstration. 1. La condition est nécessaire.
Supposons la fonetion @(z) de classe a.
Soit 7y, 7y,..., une suite des points dense dans Y et soit & un
nombre positif arbitraire.
£

Désignons pﬁr S, les spheres de centre r, et de rayon (c, hd.

2
les ensembles E[Iy‘— 74l <~;—]) Posons & présent:
y

Zy= @ }(8y).
On a done:

9(Z,) C S,
et par conséquent df@(Z,)]<e.
@(x) étant de classe o et S, ouverts, tout ensemble Z, est de
classe a additive. Enfin il résulte de légalité: Y—38, que X=3Z,.

nwl n=}

La condition (0) est donc satisfaite.

2, La condition est suffisante. Supposons la condition (0)
vérifiée. Il existe donc pour tout k¥ naturel une suite Z¥, Z¥,...
d’ensembles de classe a additive telle que

X=ZO+4 7 +...
et ‘

1
M dpZM) <, pour i=1,23,..

G étant un sous-ensemble arbitraire ouvert de Y, il faut dé-
montrer que ¢~'(G) est de classe a additive. A cet effet nous allons
démontrer que ¢~'(G) est égal & la somme S de tous les ensembles
ZP tels que ¢(Z®)(C G. Tous les ensembles Z{ étant de classe a
additive, il en résultera que @ !(G) l'est aussi,

Si xeS, alors il existe un ensemble Z{ tel que we Z® et
9(Z)C G, done @(x) e G, et par conséquent z ¢ Y(G).

Supposons & présent x ¢ p~"(G). Suvit m un nombre naturel tel

que la sphére de centre ¢(x) et de rayon % est contenue dans G.

L'égalité: X =Z{™ 4 Z{™ ... entraine l'existence d’un nombre
vaturel 4, pour lequel: e Z§™, Il résulte de (1) (pour k= m) et de
la définition du nombre m que @(Zi™)(C @, donc ze 8.
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2. Théoréme. Pour que la limite f(z) d'une suite {f,(x)} de
Sfonctions de clusse « soit de classe a, il faut et il suffit que

(*) pour tout n>>0 il existe une suite infinie {E,} d'ensembles de
classe additive & telle que

X=F + E +...

et une suite infinie {k,} de nombres naturels telle que pour tout n
naturel la relation: z e E, entratne

| fl@) — fo, (@] <n')

Démonstration, 1. Lacondition est nécessaire. Sop-
posons toutes les fonctions f,(x) et f(x) de classe @. Soit # un
nombre arbitraire positif. Posons pour tout n naturel:

k,==n

E,=E (| flz) — ful@)] < 1}

ot

La suite f,(x) étant convergente vers f(x), on a évidemment

X=E 4B +...

D’autre part, les fonctions f,(x) et f(x) sont de classe @ et par
conséquent les ensembles E, sont de classe additive « ?).

Enfin, il résulte directement de la définition de X, qu'on a pour
tout x e B,:

| /@) — £u@)] < m-

La nécessité de la condition (*) est donec démontrée.
2. La condition est suffisante. Supposons les fonctions
fu(2) de classe @ convergentes vers f(x), et la condition (¥) vérifiée.

) Cf. B. Gaguneff: Uber Bairesche Klassen, Bulletin de la Société Physico-
Mathématique de Kuzan, 3 série, t. III, fasc. 1 (1928), p. 18.

1) Ceci est évident dans le cas de fonctions réelles, mais dans lo cas général
la démouvstration ne présente non plus aucune difficolté. II suffit de démontrer que
@ () et y(x) étunt de cla-se o, la distance [ (x) — ¢ (x)| est anssi une fonction
de cotte classe, En effet, le couple [@(x), w(a)] représente mae fouction (,com-
plexe*) do clusse @, transformunt Pespace X en un sous-ensemble de I'espace
Y X Y. La distunce |p — g/, considérée pour tout couple [p, gl¢ ¥ X ¥ est con-
tinoe dans ¥ )X Y. Par conséquent, la fonction |[¢@(x)— wix)| peut étre traitde
comme une fonction ,composée*: une fonction continue d'une fonction de clusse & —
elle est donc une fonction de classe . Voir Kuratowski, L e. pp. 279 et 276.
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Les fonctions f,(r) satisfont donc & la condition (0) et nous en con-
clurons que f(z) lui satisfait de méme.

Soit 4 un nombre positif arbitraire, Il existe, d'aprés (¥), une
suite infinie E, d'ensembles de classe e additive telle que

@ X=FE+E+..

et une suite {k,} de nombres patarels telle que pour n=1, 2...
é

@ | fl@) — fo, (@) <§ pour zekE,.

Ensuite, il existe d’aprés (0) pour tout » maturel une suite
Z®, ZP,... densembles de classe additive telle que

6)) X=204 20 +...
et
d .
4 df@M<3 =123

On a d'aprés (3) pour tout # naturel:
E=EZP+ E,ZP+ E,ZP 4 ...
done, en vertu de (1):
©) X..—-Zi E, Z¢.
n=l l=}
Tous les ensembles E, Z{® sont de classe a additive. Nous allons

démontrer & présent que

=1,23,...
® AWAEZPI<s [y

t it Bt |

En effet, soit x, ¢ E,Z{ et 2, € B, Z\".
11 résulte de (4) que

oo — frn(enl <5
et d'aprés (2):
|fe) —fu el <5
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et
flan) — e < 3,

donce
[ flay) — flay)| < 0.

L/inégalité (6) est donc démontrée.

d étant un nombre positit arbitraire, les relations (5) et (6) dé-
montrent que la fonction f(x) satisfait & la condition (0)..

‘Elle est donc de classe a.

3. Notre théoréme donne pour le cas ¢ =0:

Pour que la limite f(x) d'une suite { f,(x)} de fonctions continues
s0it continue il faut et il suffit que pour tout 1 >0 il existe une
suite infinie {G,} densembles ouverts telle que

X=6G+ Gy +...

et une suite infinie {k,} de nombres naturels telle gW'on ait pour tout n
naturel.

| f(@) _fa,,(’-')l <n pour zeQ,.

Or, il est & remarquer que dans le cas d'espace X compaci on
peut remplacer les suites infinies G,, G,,... et k, ky,... par des
suites finies, en s'appuyant sur le théoréme de Heine-Borel.

4, Remarquons encore!) que la condition (*) peut éire rem-
placée dans notre théordme par la condition suivante:

(%) pour tout n >0 et tout N il existe un nombre naturel n>N
tel que Densemble

B[|ft2) —fu@) <]

est de classe o additive.
La nécessité de cette condition est évidente et pour démontrer
sa suffisance, remarquons que (¥) entraine (*). ‘
En effet: 7 étant un nombre positif arbitraire, il résulte

1) Cette remarque est due & M, 8 spilrajn.
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de (¥) qu'il existe une suite croissante {k,} de nombres naturels telle
que les ensembles

B,=E[f=) —fi,) <%

sont de classe a additive.
Or, il résulte de la convergence de f,(z) vers f(z) que

X=E +E+...

La condition (*) est done satisfaite.
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Sur les ensembles de la méme puissance qui ne
sont pas effectivement de la méme puissance.

Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Nous disons que deux ensembles M et N ont la méme puissance,
g'll existe une correspondance biunivoque entre les éléments de M
et ceux de N.

Nous disons que deux ensembles M ot N ont effectivement la
méme puissance, si nous savous établir effectivement une correspon-
dance biunivoque entre les éléments de M et ceux de N?).

En particulier, nous disons qu'un ensemble E a effectivement la
puissance du continu, 8i nous savons déterminer effectivement une
correspondance biunivoque entre les éléments de E et les nombres
réels. On connait des exemples d'ensembles qui ont la puissance du
continn sans I'avoir effectivement; {iels sont: l'ensemble de tous les
ensembles dénombrables de nombres réels, I'ensemble de toutes les
fonetions de la classe 2 de Baire, 'ensemble de tontes les fonetions
représentables analytiquement, l'ensemble de tous les ensembles ana-
lytiques, 'ensemble de tous les ensembles projectifs. La démonstration
que chacun de ces ensembles a la puissance du continu utilise I'a-
xiome du choix.

Or, nous donuerons un exemple effectif d’'un ensemble dont nous
pouvons démontrer sans recours & Pariome du choiz qwil a la puis-
sance du continu mais ne l'a pas effectivement.

1) Voir Fund. Math. t. I, p. 113; voir aussi men livre Legons sur les nombres
transfinis, Paris, Gauthier-Villars 1928, p. 23. et l'opinion de M. Henri Lebes-
gue. L c., p. 2§, note (*). Cf. les notions einwerlig, resp. vielwertig dquivalent
de M. F. Bernstein, Gotting. Nachrichten 1904, p. 558, ainsi que la notion d'an
envemble effectivement énumdrable do M. Emile Borel, dcc. dei Linces vol, 28
série b°, 1919, p. 164.
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