Sur Puniformisation des ensembles mesurables (B).
Par
W. Sierpinski (Varsovie).

On dit, d'aprés M. Lusin, quun ensemble plan E est unifor-
misé au moyen de l'ensemble H( Z, si toute paralldle & 'axe 0V
qui rencontre K, réncontre H en un et un seul point.

Dans un mémoire récemment paru?) M. N. Lusin & démon-
tré que :

- Tout ensemble plan mesurable (B) peut étre uniformisé au moyen
dun complémentaire analytique.

La démonstration de M. Lusin est basée sur la méthode des
ceintures. Le but de cette note est de donner une démonstration
du théoréme de M. Lusin basée sur des principes différents.

Lemme 1. 1l existe une fonction f(#) définie et continue dans
l'ensemble T'(0 << ¢<1) partout du c5té gauche, admettant des va-
leurs distinctes pour ¢ différents, ‘dont I’ensemble de valeurs bits)
est 'ensemble de tous les uombres irrationnels.

D ém. Soit ¢ un nombre réel donné, tel que 0 < t < 1 il existe,
comme on sait, une suite infinie de nombres naturels »,, ny, 7, ...
bien déterminée par le nombre ¢, telle que

1 1 1
tmgﬂ—x—'-?-—-———n‘_"”e—i—ma"l'—.-.
Posons:

=, 1, 1]
f(t)“lnl+lf17+|7z}+"'

D) Su‘r le probléms de M. Jacques Hadamard d'uniformisation des ensembles,
Ma.them‘ahca, vol. IV (Cluj 1980) p. 9. Voir aussi la note de M. Lusin sous le
méme titre dans les C, R., séance du 10 février 1930,
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On vérifie sans difficulté que la fonction f(f) ainsi définie satis-

. fait aux conditions de notre lemme ?),

Lemme 2. Si E est un ensemble plan mesurable (B) non dé-
nombrable, il existe un ensemble D au plus dénombrable et une
fonetion F(¢) définie et continue dans 7'(0 < ¢<C 1) partout du cbté
gauche, dont les valeurs sont des points du plan, distincts pour ¢
différents, et dont l'ensemble de valeurs F(7T') est 'ensemble E-— D.

Dém. Soit £ un ensemble plan mesurable (B) non dénombra-
ble. D’aprés un théoréme de M. Liusin®), il existe un ensemble
au plus dénombrable D, tel que lensemble £ — D est une image
continue et biunivoque de I'ensemble N de tous les nombres irra-
tionnels. Soit done g(#) la fonction A valeurs distinetes, définie et
continue dans N, telle que g(N)=FE — D. Or, soit f(t) la fon-
etion satisfaisant au lemme 1. On voit sans peiue que la fonetion

. P(t)=g(f(#) remplit les conditions du lemme 2 qui est ainsi

démontré.

Désignons maintenant par ¢(f) I'abscisse du point F(#): la fon-
ction @(f) est évidemment (de méme que F(t)) continue du edté
gauche en chaque point { de l'ensemble 7. Il en résulte tout de
suite que pour tout nombre a de lensemble @(7) il existe un
nombre #, de T, tel que @(t,)=a et @(f)g=a pour ¢>#. La
fonetion ¢(f) étant une fonction de Baire, I'ensemble 7; de tous
les nombres ¢, de 7 tels que @(#) 3= p{t,) pour > #;, est, comme
j'ai démontré?), un ensemble C(A4). L'ensemble 7'— 7 est done un-
ensemble (4), ainsi que son image de Baire F(T—7;). Or. de
F(t) <= F(t) pour t==¢' et de T, C T résulte que

(1) F(Ty) = F(T)— F(T —Ty)

D’aprés la propriété de la fonetion F, nous avons F(T)=£ —D.
L’ensemble Z étant mesurable (B), Pensemble D étant au plus dé-

1) Cf. Fund. Math. t. X, p. 170.

3) Voir Fund., Math. t. 111 p, 30 et t. X, p. 49 et 60 J'ai donné une ﬁémon—
stration détaillée du théoréme de 3. Lusin dans mon livre ,Zarys feorji mno-
gosei, Cz. 1I: Topologja ogélna® Warszawa 1928 (en polonais), p. 20?, th 86. Cf.
dans lo méme ordre d'idées ma note ,Sur les tmages comtinues et biunivogues de
Pensemble de tous les nombres irrationnels® palide dans le journal ,Mathematica®
vol. I (Cluj, 1929), p. 18 ss.

3y Fund, Math. t. XV, p, 290.
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nombrable, et 'ensemble F(7'— 7) étant un C(4), la formule (1)
prouve que F(T;) est un ensemble C(4).

Or, il résulte tout de suite de la définition de I'ensemble 7, et
de F(T)=E—D que F(I,)(C'E—D et que toute droite paral
léle & Faxe Oy qui rencontre l'ensemable £ — D, a un et un seul
point commun avee l'ensemble F(7,). Or, l'ensemble D étant au
plus dénombrable, l'ensemble de toutes les droites paralitles & I'axe
Oy qui rencontrent Z sans rencontrer K — D est au plus dénom-
brable. Choisissons sur chaque de ces droites un point de Z: nous
obtiendrons ainsi un ensemble D, au plus dénombrable. Il est évi-
dent que l'ensemble H = F(T,) 4 D, (qui est encore un ensemble
C(4)) est uniformisateur de K. Le théoréme de M. Lusin est ainsi
démontré pour les ensembles £ non dénombrables. Or, pour les en-
sembles & finis ou dénombrables il est évidemment vrai.

Le théoréme de M. Lusin est ainsi démontré complétement.

Or, je dis qu'un ensemble mesurable (B) dont la projection sur
Page OX n'est pas mesurable (B), ne peut pas étre uniformisé au
moyen d'un ensemble analytique!).

En effet, soit £ un tel ensemble et admettons quil peut étre
uniformisé an moyen d’un ensemble analytique H. H étant un en-
semble (4), 'ensemble Q de tous les points (%, y,2) de l'espace, tels
que (2,y) e H et 20, est, comme on sait, aussi un ensemble (4),
et parsuite lensemble B de tous les points (®, ¥ +2) du plan, tels
que (2,y) e H et 250, comme image conlinue de ), est encore un
ensemble (4). L'ensemble E étant mesurable (B), on en conclut que
£ —E est un ensemble C(4). Or, on a évidemment: E =FE —R:
Pensemble H est donc & la fois un (4) et un C(4), d'ot résulte,
d'aprés le théoréme de Souslin, quil est mesurable (B).

La projection P(E) de Densemble Z sur Yaxe 0X serait done
une image continue et biunivoque de l'ensemble mesurable (B), H,
et parsuite. d'aprés un théoréme de M. Lusin %), serait elle-méme
mesurable (B), contrairement 3 Ihypothése. Notre assertion est ainsi
démontrée,

Il est & remarquer qu'en modifiant un peu notre démonstration
- du théoréme de M. Lusin, on pourrait prouver que fout ensemble

) Cf N. Lusin, L ¢, p. 59—60.
*) Fund. Math, t. X, p. b9,
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plan  analytique peut étre uniformisé au moyen d'un ensemble PC(A)

(projection d’'un ensemble C(4)) ).
Or, le probléme suivant me semble trés difficile & résoudre:

Un ensemble C(A) plan est-il toujours uniformisable (méme au
sens idéaliste) au moyen d'un ensemble CPC(4), ou méme au moyen

d'un ensemble projectif?

1) Cf. N\ Lusin, Mathematica, vol, 1V, p. 62.
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