360 F. Hausdorff:

abzahlbare Menge F = {a, 4y, d,,..} ohne Haufangspunkt, die also
in E abgeschlossen ist. Da zwei isolierte Mengen gleicher M4chtig-
keit stets homdomorph sind, so ist F' sowohl mit der Zahlenmenge
F,={1,2,..,n,..} als auch mit 7, == {1, %,..., 5,} hom&omorph.
Nach I ist dann £ mit einem nicht beschrinkten Raum Z, und
mit einem nicht vollstindigen Raum E, (in dem ¥, abgeschlossen
ist, d. b. eine Fundwmentalfolge ohne Limes existiert) homdemorph.
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Ein metrischer Satz iiber Diophantische
Approximationen.

Von

Arnold Walfisz (Warszawa).

Man verdankt A. Khintehine folgenden metrischen Satz tiber
Diophantische Approximationen :

Satz I: Die Funktion f(z) sei fir =1 positiv und stetig; fiir
z—> 00 nehme x f(x) monoton gegen Null ab; das Integral

() / fe) de

divergiere. Dann besitzt die Ungleichung

o Pl _fl@
@ i9~"q"l< :

Sfiir fast alle reellen 6 unendlich viele Ldsungen in ganzen Zahlen
Py, g mit
3 >0, (p, =17

Als fast alle reellen 6 bezeichnei man hierbei alle reellen 8 bis

3

) A. Khintchine ,Einige Siitze iber Kettenbriiche, mit Anwendungen auf
die Theorie der Diophantischen Approximationen“ [Mathematische Annalen 92
(1924), 8. 115—1256). Zum Beweise verwendet Khintchine Hilfsmittel aus der
Kettenbruchtheorie, In der spiteren Abhandlung ,Zur metrischen Theorie der diophan-
tischen Approximationen* [Mathematische. Zeitschrift 24 (1926), 8. 706—714 wird
der Satz auf simultane Approximation mehrerer Zahlen verallgemeinert und mit
rein metrischen Hilfamitteln erledigt,
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auf eine Menge N, die als lineare Punktmenge gedeutet das L e-
besguesche Mass Null hat (bis auf eine Nullmenge).

Aus diesem Satz I werde ich einen anderen ableiten, der etwas
mehr voraussetzt und etwas mehr aussagt, ndmlich den

Satz II: f(z) erfille die Voraussetzungen von Satz I, und diber-
dies set

4) sz (2 ) fir z=1 beschrinkt.

Dann besitat die Ungleichung
®)

Sir fast alle reellen O unendlich viele Lisungen in ganzen Zahlen
hy k mit
{6) >0, k==2 (nod 4)2), (h k)==1.

- <1

Einige einfache Bemerkungen, von denen ich spiiter keinen Gebrauch mache,
migen die Tragweite von I und II erliiutern helfen,

Fiir T ist es vollkommen nebensichlich, dass (p, g) =1 in (8) verlangt wird
(daher lisst auch Khint chine diese Bedingung weg). In der Tat darf man die ra-
tionalen 6 libergehen, weil sie eine Nullmenge bilden, und fiir jedes irrationale &
besitzt (2) nur hichstens endlich viele Losungen p, ¢ mit ¢ > O und festem Werte
‘des Quotienten g Dagegen macht bei II die in (6) erhobene Forderung (b, &)==1

gerade das Salz aus, L#sst man niémlich diese Forderung fallen, so ist II eine
einfache Folgerung aus I, wie man so einsieht: Mit 46 durchliuft auch 6 eine
Menge fast aller Zahlen; ausserdem geniigt mit f(x) auch f, (&) = f(42) den Be-
dingungen von Satz I, Daher ist fiir fust alle § unendlich oft

=gt
also unendlich oft

J file) _flag)
lo—nfﬁ?—'?;'

also unendlich oft

’0L%‘<i:); k>0, k=0 (mod 4).

Weder fiir I noch fiir II ist wesentlich, dass die Vergleichsfunktion f(z) die

auferlegten Bedingungen schon fir z =1 erfillt, Es gentigt vielmehr, wenn es .

irgendein festes &> 1 gibt, sodass diese Bedingungen: fir = = & zutreffen, Man
brauncht nur f(x) im Intervall 1 <<z <% passend zu erghnzen, indem man etwa
(1) = 2¢ f(§) nimmt und zf(z) in jenem Intervall linear fortsetzt. Dann sind alle

%) == ist die Negation von =; es wird also verlangt, dass k ciner der Rest-
Klassen 0 oder 1 oder 3 (mod 4) angehtre,
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‘Voraussetzungen von I und IT fir dieses erghnzte f(x) erfiillt, wihrend die Un-

gleichungen (2) nnd (B) our hachstens endlich viels Ltsungen mit ¢ << é k<§
besitzen, Mun darf also z B. als Vergleichsfunktion fiir I und Il

benutzen. Ferner ist klar, dass die Forderung lim x f(x) =0 weder fir I noch
Lem0Q

fir 11 wesentlich ist. Denn ist diese Forderung nicht erfillt, so hat man fiir

x=E=E>1
sodass mit ~1~L~5 als Vergleichsfunktion die Beha.uptnﬁgen a fortiori fiir das
x log

vorgelegte f(x) bewiesen sind,
In I und [ genligt es ferner, wenn f(x) nur fiir ganszahlige Werte der Va-
riablen definiert ist. An Stelle von (1) tritt dann die Forderang, dass die Reihe

n=1
divergiere, Man brancht nur n f(n) zwischen je zwei aufeinanderfolgenden ganzen
Zahlen linear zu interpolierenden—wie ich es spiiter beim Beweise von Satz II fir

die Fanktion @ (n) tue.
‘Baut man sich, wie dies bei den Anwendungen geschieht, die Khintchinesche
Verglemhungsfunktxon f (x) aus der Log-Skala auf, indem man etwa setst fl@)=

1 1 1
zlogz’ «logxlogloga’ x log x log log z log log log =

PR

so ist der Quotient (4) stets fir alle hinreichend grossen z beschriinkt. Aber nicht
jedes f(w) aus I hat diese Eigenschaft, Denn man gehe von irgendeinem be-
stimmten f(x) aus. das die Voraussstzungen 1 erfillt, und wikhle eine Folge wach-
sender natiirlicher Zahlen
- m < my < ...
irgendwie mit
Mordy

my=1; mig=2mgr, (,.—_T_Lf)“,ff(w)d-’”%i (r=1.

Sodann setze man

flx) fir mySe<myp, r=x1

fi@) = (r+1)z

und

fil@) = %l- J,(m) flz) fiix  mge_1 5 @ = myr, r=1,
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wobei das linéare A,(z) durch

1
]‘,.(mz,_,) == 1, l,{mz,) 3 r—:l:-i
fostgelegt wird. Dann sind alle Voraussetzungen von I offenbar fiir f, (x) erfillt,
wihrend andererseits

filmar) _ fi(mora) fma_y) N
i) — f@my Ot D fEm oy

Satz II wende ich zur Abschdtzung der Potenzreihe

@) da)=1+2 Y

=l

bei radialer Annsherang an fast alle Punkte des Konvergenzkreises an.

§ 1. Beweis von Satz 1L

1. In diesem Paragraphen fithre ich die folgenden Bezeichhungen
ein: Grosse lateinische Buchstaben bedeuten Mengen reeller Zahlen 6,
die als lineare Punktmengen auf der 6-Achse gedeutét werden. Der
Buchstabe I ist fiir Intervalle vorbehaltén, und zwat bedeutet L,
das abgeschlossene Intervall ¢ <6 < g8 (¢ < ). Mit N bezeichne
ich unterschiedslos Nullmengen. Ist 4 definiert, so werde zur Ab-
- kiirzung

dop=AI,,
gesetzt, Zwei Mengen A und B heissen punktfremd, wenn
4B=0

(eine leere Menge) ist. A, |4| bedeuten das obere Mass, das Mass
ven 4;

8cA, 64, ACB

heisst: 6 gehort zu A4, 0 gehort nicht zu A, A ist eine Teilmenge
von B. Ist @ eine beliebige feste reelle Zahl, so sei

A+ a

8+a 6Oe¢A.

die Menge aller

Die kleinen lateinischen Buchstaben, mit Ausnahme des Funk-
tionszeichens f und des Buchstaben x, bedeuten ganze Zahlen. Ins-
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besondere migen alle zusammengehtrigen Paare p, ¢ bzw. h, k
(auch mit Nebenbezeichnungen, wie etwa k,, k,) die Bedingungen (3)
bzw. (8) erfillen. Der Buchstabe w ist fiir ungerade natfirliche
Zahlen =3 vorhehalten, der Buchstabe r fir natirliche Zahlen.

2. Es sei von jetzt ab f(z) eine beliebige aber feste Funktion,
die die Voraussetzungen von Satz II erfulls.

Die Menge M = M(f) werde durch die beiden folgenden Be-
dingungen fixiert: M sei die Menge aller 6 mit

(8) Oely,;
: ‘o Uneloichune lg_ Bl J® 1
(9) fur jedes » hat die Ungleichung lﬂ—-k,-( v~ hochstens
' ' !
endlich viele Lsungen.

Ich weise zuntichst nach, dass M messbar ist. Zu diesem Zwecke
fubre ich einige Hilfsmengen ein.
1) Es sei My, die Menge aller 6 mit

5 h k
(10) 8 qu'l ulld |0—-];jg rz%)—;
2) es wei
(11) M{=IIM,;'_.‘;
ik
3) es sei
(12) P':ik::IO.l_Mh':b;

4) fir s =1 sei

(13) M; ::2‘ Pinee Bipa, I Mis
PN R By ki Mg kg
5) es sei

(14) u, =j M
Swnl)

6) schliesslich sei

1) M = iI M,

rel

Ich behaupte, dass

(16) Mr=M
ist,
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In der Tat sei erstens §¢ M* Wegen (15) ist dann He M, fir
jedes r=1. Es sei jetzt r beliebig aber fest. Wegen (14) gibt es
ein s =0 mit §¢ M7, Ist hierin s=0, so folgt aus (11), dass Oe MY,
fiir jedes Paar h, k. Wegen (10) ist dann (8) erfull, und hie Un-
gleichung (9) besitat fir das gegebene r tberhaupt keine Losung.
Ist dagegen 6 e M. mit einem s =1, so gibt es nach (13) ein System
von s Paaren hy, ky;...; k, k, w0 dass

(17) 6ePfy,...., 0€P; ., 0eM), fur hok=hy, ky;...; b, k,
Wegen (12) und der ersten Beziehung (10) ist dann
O€Misuy..., OeMy, 4, OeMiy fir ko k== hys...5 by, &,

Aus (10) folgt: jetat, dass (8) erfullt ist und die Ungléichung (9)
genau die s Paare hj, k,;...; A, k, als Losungen besitzt. Ob nun also
§==0 oder s =1, beidemal folgt 6 ¢ M.

Es sei jetszt zweitens 6¢ M. Dann ist zunuchst (8) erfillt. Ein
beliebiges r werde vorgegeben. Hat (9) fir dieses » keine Liosung,
so folgt aus (10), dass 0 e My fur alle Paare h, k. Wegen (11) ist
dann G My; also folgt aus (14), dass O¢ M,. Besitat dagegen (9)
genau die s Losungspaare hy, ky;...; ki, k,, so folgt jetat (17) aus (10)
und (12). (13) und (17) ergeben 6 ¢ M7; wegen (14) ist daher 6¢M,.
Stets ist also ¢ M, und da dies fiir jedes » zutrifft, so liefert (15)
die Beziehung 6¢ M*,

Aus den Definitionen (10), (11), (12), (13), (14) und (15) geht nach-
einander hervor, dass My,, M;, P, M., M, und M* messhar sind,
Wegen (16) ist daher auch M messbar.

Ich setze jetzt -

(18) | M| = u.
3. Demnichst. wird es sich darum handeln, das durch (18) gege-

bene 4 nach oben abzuschitzen. Zu diesem Zwecke gebe ich in
I%!,1 zwei punktfremde Mengen an, deren jede das Mass 4 besitzt,

womit dann
19) ' L=4
gezeigt ist,

Es sei ein beliebiges 6 mit

(20) bel,,, (1—06)eM
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gegeben. Aus (8) und (9) folgt, dass fir ein geeignetes » unendlich oft

g _F|_ f(&)

{1 0"'-7;;‘<7‘ ¥ y

d. h. mit A=~ — &', k==F' unendlich oft
B f®
l@-—%l<r k

ist. Wegen (9) hat daher (20) zur Folge. dass

6% Al '

Ersetzt man 6 durch 1— 6, so folgt: aus
bely,,, 0cM

ergibt sich
(1—8)e M.

Die Beziehungen
GeM, 1—6)eM
sind also stets gleichzeitig erfiillt. Mit anderen Worten: M liegt in
I, symmetrisch zum Punkte 6§ = }. Hieraus folgt wegen (18)

@1 | Mo,y | = | My, 1|={p.
Damit ist jetzt in M,, eine der beiden in Aussicht gestellten
Mengen gewonnen. .
Ich zeige jetzt, dass
22 (Mo,y +4) M =N
ist :
In der Tat: Es sei
(28) | O e (M1 %)
dann ist also nach Definition der rechten Seite von (23)
24) 0 =044, Oci,,, sko OeM, Ocl,,,
woraus zunichst
(25) Oely, Clo
folgt. Wegen 6 ¢ M ist nach (9) hichstens endlich oft
I
ok <10
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Nach Satz I gibt es also eine Nullmenge N, sodass fiir g N
unendlich oft

26 Pl f) d4
(26) 021 <MD gy o g

Aus der ersten Beziehung (24) folgt also, dass fir ' (N44)=N
npendlich oft

42 @
o e
ist. Da ferner, (26) zufolge, ¢ = 2 (mod 4) ist, so muss p ungemde
also 2p =2 (mod 4) sein. Man hat daher
g+2p=0, 2¢=0 (mod 4); j¢=1 (mod 2)

und somit '
(28) g+ 2p x(9+2p) _W

29 39 kK’
denn %' ist als Teiler der ungeraden Zahl }¢ sicherlich selbst un-
gerade, also ==2 (mod 4). Wegen (28) ist ferner %' <<gq. Aus der

Monotomee]genschaft von f folgt daher, in Verbwdung mit (27),
dass fir 4/ N unendlich oft

Y f(k')
b‘ﬂ<7r

ist. (25), (8) und (9) ergeben

(29) 0F M.
{23) hat daher entweder (29) oder
&eN

zur Folge, womit (22) nachgewiesen ist,
Nach (22) ist, wegen M, C M,

(Mo + ) My, = N,

also )
(30) «Mo. ;.-“|" ’}.) - N) M;,x =0.
Wegen (21) ist
}Mo, L + %‘ 3
also v
(31) oyt 4) — N =
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Wegen (23), (24) und (25) ist ferner
(M, 4 3) C L.,

also
(32) (Mo 1) — M) C Iy

Die linke Seite von (32) kann somit wegen (31) und (30) als
zweite der in Aussicht gestellten punktfremden Mengen gewihlt
werden, womit (19) nachgewiesen ist.

4. Mit Hilfe von (19) soll jetzt

@3) ety fr 0sa<pst
nachgewiesen werden.

Ba sei
(34) 6 EMo,l—--:-a 0'=6+ 1;

Dann ist zun#chst
(35) GIGI}‘;J Cl,.

Wegen MM:_ 1C M ist ferner nach (9) fir jedes » hochstens

endlich oft

b k

k

also wegen (34) hochstens endlich oft

k -+ uh

» f&)
(36) }o—m i~ AN

<r—

Ich setze jetzt
@7 k+ub

Tuk k’

Das ist zulissig, denn fiir ungerades k ist k' als Teiler von uk
ungerade und fir gerades %, also ¥ =0 (mod 4), ist 5 ungerade,
also k- uh ungerade, also & = 0 (mod 4); -jedenfalls ist somit
¥==2 (mod 4), d. h. (6) erfiilit.

Umgekehrt ordnet (37) jedem Paar A', k' eindeuntig ein Paar
hk zu. Denn (b k)=1, k___2 (mod 4) hatte ungerades A, also un-
gerades k4 ub, also k' =2 (mod 4) zur Folge.

Nunmehr sei ‘

(88) = (u,k)l, u=(u,k)v,
Fundamenta Mlthomnﬁcu, t. XVI, 24
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also (I, v) =1 und daher

(39) (1 vk, o) = (b, v) 1+ vk, ) = (4 0) (ol = (b, ) = 1
wegen (h, k)=1. Aus (38) folgt

k+uh _ l4+ovh
uk  (w,k)vl’
in Verbindung mit (39) und (37) ergibt dies
K=ol
d. h. wegen (38)
kglg%, k< uk

40) 10'._.. - ’<£]i(%_]f_,
(4) besagt, dass es eine Koustante c==¢,>> 0 mit

G f%gc (x=1)

gibt. Nunmehr werde die nattirliche Zahl % = n(u) durch
S 2"<<2u
_bestimmt. Dann ist nach (41)

) ) _ () f@K)  fk) _
F = F @ E) " b FAR) ) =
oder
(42) - Swk) z e fE).
Aus (40) und (42) folgt, dass hochstens endlich oft
' lg_ ¥ | _ 7 f&)
43 ’0 k7| uc® k-

ist,
Nun sei ein beliehiges »' vorgegeben. Dann nehme ich
r=uc'y’

(wegen ¢=1 ist von selbst »>>1). Aus (43) folgt dann, dass hoch
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stens endlich oft
(44) = 7 <ri)
ist. '
Wegen (35), (44), (8) und (9) ist also
(45) 6eMt,.
Umgekehrt sei jetat ’

(46) 6, 6= 0— %

Wegen der in 3 bewiesenen Symmetrieeigenschaft von M ist
dann zundchst

1—0C My L
Wendet man jetzt (34) mit 1 — 4 statt 6 an, so liefert (35)
1045 Cia,
woraus unter abermaliger Bénutzung der Symmetrie von M

1 1
1 —(1 — 0 ) =0~ My,
also wegen (46) ,
(4T) 0" e My, 1.

folgt.
Die Tatsache, dass (45) aus (34) und (47) aus (46) folgt lisst sich mit
anderen Worten so ausdriicken: Jeder Punkt von M geht bei Ver-

schiebung um ein ganzzahliges Vielfaches von ;‘l-nach rechst oder links

wieder in einen Punkt von M tiber, wenn bei dieser Verschiebung
das Interval I,, nicht verlassen wird.
Insbesondere ist also

M&,“_ﬂzMo,l—}—% 0<a<<u
und somit o ’
(48) | Mz, ott| =M 2| (0= a<u)
Wegen
130 el = | Mo = | M =

Osaln
24*
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liefert (48)
1
lMo.ll =;ﬂ
und nochmals (48)
(49) Moot =2n (0<a<u)
Es sei jotzt ein Zahlenpaar @, § mit (33) beliebig vorgegeben
Ein % mit

1 [Lag|
<

werde gewihlt. Zu diesem u lassen sich dann zwei Zahlen a,, 6, mit

I, <a=u
50 bestimmen, dass

(60) Ly Clna

und

.(51) [ Ioy o) < |1 |+§<§'I |
TRl = a, ft u = 2 a8

ist. Aus (50) und (49) folgt

—a,
| M| = IM%%[ = fﬁ.u__ly

= [Tz a| p.
Wegen (51) ist demnach
(52) | Mop| = § Hopl e

(62) und (19) liefern (33).
5. Den Ausdruck

bezeichnet K. Knopp als Dichte (genauer mittlere #ussere Dichte)
von A beziiglich I, ,%). Knopp zeigt forner: ,Ist eine in cinem In-
tervall 1 gelegene Menge A so beschaffen, dass fiir Jedes Teilintervall

3) K. Knopp ,Mengentheoretische Behandlung einiger Probleme der diophan-
tischen A?proximutiouen und der transfiniten Wahrscheinlichkeiten® [Mathemati-
sche Annalen 85 (1925), §. 409426}, 8. 412,
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I, die dortige Dichte A(a, 8) unierhald eines festen echien Bruches
& bleibt, so ist A eine Nullmenge“ ¢).

Diesen Satz kann ich wegen (8) und (33) mit I=1,,, 4=M
anwenderf; da dann % =13 zulissig ist. Also ist

M=N
und daher auch fiir jedes m
(63) M4t m=N.

Es sei jetzt M die Menge aller 6 mit (9) (die Forderung. (8)
lasse ich jetzt fallen). Aus (8) und (9) folgt sofort

(64) | Mo =M.
Es sei -
(56) 8¢ M*, m beliehig.

Wire (6 -+ m)e M*, so gibe es nach (9) ein passendes #, so dass
die Ungleichung

i 64+m —;:i <rf—(k72
unendlich viele Lisungen besisse. Mit
h=h —mk, k=F |
whrde dann auch die Ungleichung (9) unendlich ‘viele Lisungen
besitzen, gegen die Voraussetzang (55). Aus (55) folgt daher
(6 + m) e M.
Es ist mithin, in Verbindung mit (54),

M= }j Mp =3 Mg+ m)=F (M +m).

(53) ergibt jetzt
®6) ' M>=N.
6. Es erfulle f(x) die Voraussetzongen von IL Ieh will et

eine Funktion ¢ (z) konstruieren, welche diese Voraussetzungen eben-
falls erfullt, und fir die tiberdies

491, c, Bats 2, 8. 412—413.
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. @(n)
©n Jim o ="

ist. Diese Konstruktion erfolgt in zwei Etappen.
1) Aus der Divergenz von (1) folgt

(68) 2 f(m) divergiert.

me=l
In der Tat ist fiir n— oo, wegen der Monotonie von f(x)

n mil

- Jrmz= 3 [ feas—

n
mwl mml m 1

L
(@) dz—> oo,
Ich setze jetat

(69) Sfm=c (=1, om0

me==1

und definiere

(60) o) = V"?%—%; n=1).

Dann ist zundchst klar, dass
(61) pm)>0 (n=1)
- Ziweitens ist

(62) 7@ (n) monoton gegen Null abnehmend.
Denn ftir 1 <n, < ny ergibt sich ‘mit Hilfe von (60) und (59)

1, f(m) ny f (m) 7y f(ny)
= S = = "

m:(m) Vow t Vo Vert Vo= Vot Vo 7y @(ns)
un

memn) = gfi(";% =]7(]1—) ny f(n)—>0
ftir n, — oo, ' ’

Drittens ist leicht einzusehen, dass

(63) Zqz(n) divergiert.

F T g

icm
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Denn aus (60) und (59) folgt

e o

Op— 0y

also wegen (58), (69) fiir n— oo

Soim= 3 VorVors) =l

m=1 mm=1

Wegen der Monotonie von f ist ferner fir n =1 nach (59)

)jf(m)é ' fm=o,

Mol me=l
also
on
Ogp == O, —}—Zf(m) =2g,,
men--1
also

m+'02nf1‘<gy‘§§ 3.

o Vot Vo = Vo

Aus (60), (41) und (64) folgt
o) _ S0 VotV ows (1)
¢@n)  f@n) Yo, 4Vo.y T

mit ¢ = ¢, = 3e. .
Schliesslich ist (67) erfullt; denn aus (60), (59) und (58) folgt
ftir n— o0

(65)

‘ ?_@=T_1_.M:£—£—_~—+O.
fo) " Yo, + Vo ~ Vo,

2) Ich setze jetzt fir n =1
(66) (@) = — (np(n)— (1 + ) pln 1)) +
L2t ooy pntl) =S+l
&x

: t
und behaupte, dass p(z) allen Anforderung’en gentigt,
Zunichst einmal nimmt die rechte Seite von (66) fir x==n

den Wert @(n), fur z==n- 1 den Wert @(n 1) an, wie es sich
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gehort. Da ferner ¢(z) wegen (66) im Intervall I, ,,, stetig ist, so
ist p(x) fiir =1 stetig.

(67) 9@ >0 (@=1)

ist fir ganze » wegen (61) erfullt und fir n <z <<n -1 folgt
es aus (66), da wegen (62) ¢(») monoton abnimmt, so:

P@= (90— (r 1) p(n+ 1)+ 22 ) — g1 =
=@n+41)>0. '

(68) z ¢ (z) monoton gegen Null abnehmend

ist fiir ganze » wegen (62) erttllt und fir » gw, <z, =n+41

folgt aus (66) sowie (62)

23 9(#) — 2 ¢(@) = (n () —(n41) p(n+1)) (@, — 2,) = 0.

Ferner ist wegen der Monotonie von ¢ (%) und (68) fiir 5> oo

n41 n m4-1 n
fw(x)dx=2f¢(m)'dx = Nom+1)-> o,

1 mm=1l m Ml

also
(69) f ¢(x) dx divergent.
1
Schliesslich ist wegen der Monotonie von @ (x) und (65) fur
r=l, n=r<<n-1

P@ __ 9() _ o0 o p@n)_ .,
P =Rt D =g — @) pm ="

also

(70) ;(;'2) fuir 2=1 beschrinkt.

67), (68), (69) und (70) zeigen jetzt, dass die in Aussicht gestellte
Konstruktion von ¢(x) durchgefithrt ist.

7. Es erfille f(z) die Voraussetzungen von II, ¢(z) sei die zu
f(@) nach 6 konstruierte Funktion. Zu ®(x) bilde ich die Menge

(71) M= = M ((]))

Zu jedem 6, das nicht (71) angehort, also nach (66) 2u fast jedem 6,
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gibt es wegen (9) mit ¢ statt 7 ein passendes r, so dass die Un-
- gleichung
L,k @ (k)
- 2 <ree

1

unendlich viele Liosungen mit (6) besitat. Wegen (57) ist fiir alle
hinreichend grossen %

r o (k) < f(k).
Also besitzt auch die Ungleichuiig (5) unendlich viele Losungen
mit (6).
§ 2. Anwendung.
Fur die Potenzreihe

) de)=1+2 3"

nw=1
werde ich mit Hilfe von II zeigen, dass bei radialer Anniherung
(72) g=rel yry1

an fast alle Punkte des Konvergenzkreises

‘ i
13 s@=0ell/ 1 10, 1
(13) (@ {l/1~rlog1_-r}
ist.

Die Behauptung (73) ist, wie aus (72) hervorgeht, mit

4
(14) 3(6—-2n(0_i9)) =0 { l/% log Ell (>0, o—0)

gleichwertig. .
Es sei A, k irgendein Zahlenpaar mit (6) Ich setze ferner zur
Abkiirzung

(79) 9-—1’(0—%):10.
Dann ist also

g——iﬂ:w—i;
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und wegen (72)

und daher wegen (78)
i
8 (et = 9 (e"” (v—% )

1
(80) 184 %w——l —
- -—2n(w—l-}-l)ml Zklwl
=2 ‘ * Ftr die Summe (79) gibt die triviale Abschitzung, wegen (7D),

k—1 o0

1 7gbt
_22 -4,;(»—1 ) (b | 8,] ézm [226 Tikwit,

0 b0
qm) bm—o0 @ ¥

also
B~ oninas o’

— 2 e k. 2 e——?mv(a+bk)l

l[ o _met
(81) 18, = %23 =4
am0 bme—00 b=l

- ?ﬂ‘.’f’i’.‘ o Z ) dad 77), (80) und (81) ergeben
(76) g Ze et TR , (17), (80) und (81) erg
kV2—w P _ medt
=—oe (82) I& (e-en(p—ie) l % P l/ — e 2Ikwh,
wobei die Wurzel mit positivem Realteil auszuziehen ist %), V2kw] lu b=1
Aus (76) folgt woiter Ich wende jetzt Satz II mit
(17 H (e = §, 4 §,, 1
—_— (x>
1 i 2niha® (83) f(x) 2w10g Qg (.x = 1)
(18) 8 =-—— ek

: o . '
an, Danach gibt es unendlich viele Briiche % mit (6), so dass

- 2mlml Er 2nlab . 1
(79) 5= szwZ E Yot (84)

540 l <2k’ 10g 2k

Bekanntlich ist ist. Fir jeden solchen Bruch bestimme ich ¢ = ¢, durch

= 1
'S‘, S| {Vk fir k=1 (mod 2) (85) Z)-=k9 log 2,
] =
la=0 V2k fur k=0 (mod 4)°) sodass also ¢ — 0 fiir & —> co.
Jedenfalls ist also : Aus (75) folgt
AL omina (88) !wl =0
e s | =V aus (75), (84) und (85) folgt
am=0 h
(87) [0 é("l"!a“‘ﬁl =te
5 Vgl. hiermu A. Krazer ,Lehrbuch der Thetafunktionen* (Leipzig 1903, Wegen (87) ist
B. G. Teubner), 8. 97, Formel (21). 8 1 1
®) Dagegen verschwindet die Summe fiir k==2 (mod 4) wund damn liegt es, ‘

88)
wie der folgende Beweis zeigt, dass diese %-Woerte ausgesondert werden miissen. (

1
Vekjw| = Vskp 2)ke
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Ich schutze jetzt den zweiten Bestandteil der rechten Seite von
(82) nach oben ab. Aus (86), (87) und (85) folgt

V?:Zf%g £l -
[ ’ beel le bal .
5 5 i
— 2 e 2kwi 4 6» 9%2p
ol | =Y e
1 — ¢ Tz 1 —¢ 9
ﬂnlogt’k  Nog2e '
= Ql__e znlgg%-——'/g 1__9—“1089
—|/2.eut _|/1_wt
e1—23=Vo1_p3
1
(89) — k= 1
1—2% ko
Wenn also iiberdies
(90) k= LAY
1—2%
angenommen wird, so folgt aus (89)
nqb’
(91) V e TR < s
IWI 4V—o
(82), (88) und (91) ergeben fiir alle unsere % mit (90)
92) |9 (mtemmy > L
— 4fke

Aus (85) folgt (die asymptotischen Gleichungen beziehen sich
auf wachsendes %)

1
log i 2log k ~ 2log 2k,

D

o log

no| —

1
B~

icm
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111y
i~ (zeveg)t
1 1 1\}
3 Fe—ad _1 =1 .
(93) i (5 e )

(92) und (93) ergeben (74), d. h. (73).
Die beiden letzten Abschitzungen lassen sich mithelos verscharfen.
Man braucht hierzn nur (83), (84) und (85) etwa durch

1
(83a) fla) = 2z log 2 log log 2T’
(84a) ‘0*1?‘ <g@m log 2% log log 27k’

(858) 01 — K log 2k log log 27k
zu ersetzen, Wegen
loglog 27% = loglog 27 =1

gelten dann (87), (88), (89) und (91) mit (90), also (92) mit (90).
Ferper folgt aus (8ba),

log-:;~2logk~2log2k,
log log $~1og log % ~ log log 2Tk,
—}-~—glog;loglog——
1
2 (Ligtigt ~)I.
Ve (29 B 5 108 log 5

Auf diese Weise ergibt sich

1

1 1 1
—3nle-0)) — Q (= log —loglo ")Ia
e ) (e o 8%
d. h.

1 1 1 )*
Q(l»~rlog1~rloglog1—r .
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Durch Hinzuziehung einer weiteren Log-Iteration erhilt man

1

1—r

(95) 9(x)=2Q ( log i—i—r log log ! log loglog i 1 )‘i‘

1—r —_—?
und dieses Spiel lisst sich nach Belieben fortsetzen.

Schon die Abschitzung (73) ist aber ziemlich scharf, Man hat
namlich unter den gleichen Voraussetzungen nach oben

)i 1og%+"1~_1_ r}

(96) 9 ()= 0{(1 1

_—

fur beliebiges festes ¢ > 0. Zum Beweise von (96) verwende ich
die ,andere Halfte* des Khintchin eschen Satzes I, ndmlich den
folgenden Satz Ia, welcher kurz gesagt lautet:

Satz Ia: Die Ungleichung (2) besitzt hichstens endlich viele Li-
sungen, wenn das Integral (1) konvergiert 7).

Ich bezeichne von jetzt ab mit ¢ unterschiedslos positive Kon-
stanten, die nur von 6 und ¢ abhingen diirfen. Wahlt man

(97) fO)= sz

so liefert Satz Ia: Gehort 6 einer geeigneten Menge fast aller Zahlen
an, so ist

(z=1),

4

lg_2|
o ° 2= 7gag

fiir jedes Paar ganzer Zahlen p, ¢ mit g=>>0.

Ich nehme jetzt ohne Beschrankung der Allgemeinheit 0-<<8<C1,
0 irrational an. Es sei

1]

lay

(99) o=ty

la,

+.

die Entwicklung von 6 in einen regelmissigen unendlichen Ketten-

') Um die Darstellung einheitlicher zu gestalten, verzichte ich auf einen he-
kannten ilteren Borel-Bernsteinschen Satz, welcher flir unsere Zwecke dieselben
Dienste leistet und in #hnlichem Zusammenhange zuerst von Hardy und Little-
wood benatzt worden ist, Ubrigens sei hervorgohoben, dass Khintchine (vg). seine

erste in der Fussnote 1) erwihnte Abhandlung) la in 11 Zeilen auf die einfachste
Art beweist,
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bruch ; Dn (n=1) moge der n-te Niherungsbruch der Darstellung
%

(99) sein. Es ist dann bekanntlich
lg__al 1
O << ——.
(100) ) ] QB! < QA 9n+1
Aus (98) folgt andererseits

c

lg P
(1o1) b=

8l
(100) und (101) ergeben

(102) q::-H. g ¢ q:: 10g1+8 3 q;: .

Aus dem Beweise von Hilfssatz 2 meiner dritten Ellipsoidar-
beit §) folgt nunmehr

N

2 eﬂyn’u’ﬁ

n=0 |

Nach (7) und (72) ist

(103) <c)Nlogh N (N=2)

19‘(2)= 1 +22'r,‘leﬁnln!9

Tl
=—1+42 I e

n={ .
(104) =14 22‘ k, r" &m0,

n=0
waber b o— 1, wenn # eine Quadratzahl
(105) " _{ 0 sonst
ist.

Setze ich
N

(106) Yk et =TN) (Nz0),

n=0

&, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. Dritte Abhandlung.*
[Mathematische Zeitsebrift 27 (1927), S. 246—268]; vgl. insbesondere zu (102)
die dortige Formel (99).
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so folgt aus (104) und (106)

(107) $)=—142(1—1r) 2‘ T (n) .

nwmQ

Aus (105), (106), (107) und (103) ergibt sich fiir » = §

9@ = c(l +@—» 3|70 r")

He=d

gc(1+(1——r)2‘ nt logh* w)

ned

<o (1+<1-r>(

(1 1 )h f+. 1

———1‘

et

—

II/\

womit (96) nachgewiesen ist.
Zieht man, statt die Wahl (97) vorzunehmen, noch eine wei-
tere Log-Iteration hinzu, setzt also analog zu (83a)

1
z log 3z (log log 27z)'+e’

S@)=

80 liefert die Anwendung von Satz Ia nach obigem Muster statt

(96) die schirfere Abschitzung
1 % 1 i—l—a
— r) (log lo i'-:;) },

3)=0 {(1 L

welche insbesondere mit (94) zu vergleichen ist. Die weitere Station
ist dann

H@) =0 {( log 1 108' log 1= ! )7} (log log log 1——_1:;)1""}'

. log‘l

als Gegenstiick zu (95). Schreitet man auf diese Weise von beiden
Seiten fort, so lassen sich die O-2-Abschitzungen bis auf einen
beliebig oft iterierten Logarithmus nahebringen, ohne dass eine voll-
stindige Anpassung moglich wird.
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Ich mochte noch erwihnen, dass Hardy und Littlewood
fir den Fall, dass das frrationale 6 beschrinkte Kettenbruchnenner
a, in (99) besitzt (diese 6 bilden allerdings nur eine Nullmenge),
das betreffende O-2-Problem mit dem Ergebnis

a(z)r_ogl/_l_i_;}, 3-(z)=9{ 1_1_}

vollstindig gelsst haben 9).

) G. H. Hardy und J;, E. Littlewood ,Some problems of Diophantine
Approximation. IT. The trigonometrical series associated with the elliptic -functions”
[Acta Mathematica 37 (1914), S, 193—239], Theorem 2.25.

Radosé, den 22. Juni 1930.
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