Uber die Bogenverkniipfung in topologischen
Riaumen.

Von

N. Aronszajn (Warszawa).

1. In der vorliegenden Arbeit werde ich topologisch eine Klasse
% von Mengen (Riume) definjeren, von der ich ebenfalls topologisch
beweisen werde, dass jede relativ-offene und zusammenhingende
Teilmenge U irgend ciner lokal zusammenhéingenden Menge M von
B ein lokal zusammenhingendes Semikontinuwm ist, dessen je zwei
Punkte sich durch einen einfachen in U liegenden Bogen verbinden
lassen.

Hs wird sich ausserdem erweisen, dass die Klasse X unter an-
deren topologischen Mengen simtliche sogenannte absolute G-
Mengen?) als Elémente enthilt ?).

) d. h, (nach Hausdorff, Mengenlehre 1928, 8. 186) solche Teilmengen
irgend eines vollstindigen metrischen Raumes R, die in B (5-Mengen sind. Die
Begeichnung ,absolute’ @y ist dadurch begriindet, dass eine solche Menge in
jedem sie enthaltenden topologischen metrisierbaren Raume eine Gy ist.

Da die Metrisierbarkeit, insbesondere die vollstindige Metrisierbarkeit eines
Raumes, ferner die Eigenschaft ,G4", offenbar topologische Eigenschaften sind,
so ist der Begriff der absoluten Gj-Menge auch ein topologischer. Ubrigens lisst
sich diese Mengenklasse topologisch auch dadurch charakterisieren, dass sie mit
der Klasse aller topologischen vollstindig-metrisierbaren Mengen iibereinstimmt
(Vgl. Hausdocff, Fund Math. VI, 8. 146).

% Dass jede zusammenhiingende und lokal-zusammenhiéingende absolute Gg-
Menge fiir je zwei ihrer Punkte 4, b einen einfachen Bogen L )(a,b) enthilt,
hat bereits Menger bewiesen (8. K. Men g er, Monatsh, f, Math, und Phys, XXX VI,
8, 210). Derselbe Satz wurde neuerlich von Hirlen fiir eine topologische Men-
genklasse (Vgl. C. R. 189, 8.389) ausgesprochen, mit der Behauptung, dass diese
Klasse alle vollstindige metrische Riume enthilt. Diese Behauptung ist falsch trots
der Richtigkeit des Satzes. Als Gegenbeispiel mtge der Hilbe rtsche unendlich-
dimensionale Raum dienen,

B
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Ob sie schon unter metrischen (priziser: unter metrisierbaren
topologischen) Mengen noch andere, d. h. von absoluten G4 ver-
schiedene Mengen enthilt, bleibt ungelsst.

2. Sei A eine beliebige topologische Menge (ein topologischer
Raum im Sinne von Hausdorff oder eine Teilmenge desselben).
Dann bezeichnen wir mit m,(B) irgend eine Klasse von Mengen,
die in 4 relativ-offen sind und deren Summe die Menge B
bedeckt; dabei werden ftr konstante 4 und B verschiedene n,(B)-
Klassen mit verschiedenen oberen Indizes versehen.

Es ist leicht einzusehen, dass eine Klasse 7,(B) dann und nur
dann existiert, wenn B 4. Ist ferner B,(C B, so ist jede Klasse
74(B) zugleich eine Klasse 7,(B,).

3. Eine endliche Folge von Mengen (U, U,;,..., U,) mbge die
Punkte a und b verbindende Mengenkette heissen, wenn

(1) ae Ull be Un’ Z]i. LT,_!_I#O ﬁlr i:]., 21’.-., (n—'— ].)

gilt.

Gehoren simtliche Kettenglieder Uy, U,,..., U, zu einer Klasse
7, 80 wird es von einer ,Mengenkelte in n“ gesprochen.

Dann gilt folgender

Hilfssatz I: Ist dic Menge B zusammmenhdngend, so existiert
fiir jede Klusse m,(B) und fir je 2wei Punkte p, qe B eine Mengen-
kette in m,(B), welche die Punkte p und g verbindet.

Beweis: Es sei eine zusammenhingende Teilmenge B von 4,
eine Klasse m,(B) und ein Punkt pe B gegeben. Wir definieren B,
als Menge aller Punkte x¢B, die mit p durch eine Mengenketie
in m,(B) verbindbar sind, und setzen B, = B— B,.

Daraus ergibt sich unmittelbar :

@) peB, %0, B=B +B,.

Da B zusammenh#ingend ist, so besteht eine von drei Relationen:
B, B,%=0, oder B, B,=+0 oder B,==0.

Im ersten Falle: ist x¢B, B, so gibt es wegen xze¢B,C B
eine in A relativ-offene Menge U, sodass

(3) x e Ue my(B).
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Aus z e B, B, C B, A ergibt sich also die Existenz eines Punktes
@) yeB, - U. :

Nach der Definition von B, gibt es ferner wegen (4) eine die
Punkte p und y verbindende Mengenkette in n,(B), die aus Men-
gen (Ui,..., U,) besteht. Nach (3) und (4) bildet also die Mengen-
folge (Uj,..., U,; U) eine Mengenkette in m,(B), welche die Punkte
p und z verbindet, den Beziehungen ¢ B, - B, C B; zuwider.

Im zweiten Falle, gibt es ganz analog einen Punkt x'¢B,+B,,
eine Menge U, einen Punkt y’ und schliesslich eine die Punkte P
und #* verbindende Mengenkette (T7j,..., U,) in n,(B), sodass
®) el emy(B), yeB, U
gilt, :

Es folgt daraus, dass die Mengenfolge (U,..., U,., U’) eine p
und y' verbindende Mengenkette in 7, (B) ist. Dies aber steht im
Widerspruch mit y' ¢ B, - U’ C B,. )

Im letzten Falle folgt aus 2

B=B11

sodass in diesem Falle jeder Punkt g ¢ B =B, kand auf Grund der
Definition von B, mit dem beliebig vorausgegebenen Punkte peB

durch eine Mengenkette in =, (B) verbunden werden, w. z b. w.

4. Wir v«rerden sagen, dass ¢ine Klasse m,(B) die Menge B erzeugt,
falls es fiir jeden Punkt peB und fur jede in A offene und den
Punkt p enthaltende Menge U eine Menge ¥ ¢ 7, (B) gibt, derart, dass

(6) peV(C U

Efs ist lei.cht zu ersehen, dass jede Klasse 7, (B) welche B erzeugt,‘
zugleich ftr jede Menge B,C B eine erzeugende =, (By)-Klasse ist.

Hilfssatz IT: Ist B in 4 offen, so existiert, fiir jede die Menge
4 erzeugende Klasse 7y (4), eine Klasse my(B) C m,(4).

Beweis: Wir definieren die Klasse n5(B) folgendermassen :
() Ueng(B) dann und nur dann, wenn Uen, (4) und UCB.

. Demnach stimmt diese Definition mit der allgemeinen Defini-
tion von 7,(B) aus 2. tiberein; denn, erstens ergibt sich aus (7)
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sofort, dass jede Menge Uem,(B) in B offen ist; zweitens, da die
Klasse m,(4) die Menge 4 erzeugt, so gibt es fiir jeden Punkt
pe BC A eine Menge Uem,(4), wo pe UC B; da aber daraus
nach (7) p e Uem,(B) folgt, so ist die Menge B durch die Mengen
der Klasse m,(B) bedeckt, w. z. b. w.

5. Hilfssatz I11: Ist die Menge P lokal-zusammenhingend, so
bilden fiir jede Klasse mp(P) die Komponenten aller Mengen U emp(P)
ebenfalls ene Klasse mp(P).

. Beweis: Es ist nach 2. zu zeigen, dass jeder Punkt pe P in
einer Komponente ¥ von einer Mcuge Uemn(P) liegt und dass jede
solche Komponente in P offen ist. Das erste ist evident, denn p
ist in einer Menge U e 7p(P), also in einer Komponente von U, ent-
halten. Das zweite folgt aus einem bekannten Satze von Hahn-
Kuratowski?®). da P lokal-zussammenhingend und U in P offen ist.

6. Wir werden hier den Ausdruck ,Die Mengenfolge {4,} kon-
vergiert gegen den Punkt p* (wo A,C R, peR und R ein topolog.
Raum ist) ausschliesslich in dem Sinne gebrauchen, dass jede in R
offene und den Punkt p enthaltende Menge, enthilt auch fast alle
Mengen A,. Dies wird mit {4,}—> p bezeichnet.

Es ist leicht zu sehen, dass wenn {4,}— p und p, ¢ 4,, so kon-
vergiert die Punktfolge {p,} gegen p (in topologischem Sinne von
Hausdorff). Darans ergibt sich folgende Bemerkung:

(8) Wenn {4,} —>p, {B,}—>q und fiir jedes n A,-B,==0 ist, s
ist p==gq. :

7. Nun wollen wir die oben erwihnte Mengenklasse & definieren
und zwar folgendermassen: '

Eine topologische Menge (Raum) R gehore zur klasse R dann
und nur dann, wenn es eine unendliche Folge von Klassen {n{’(R)}
mit n =1, 2,... gibt, wo

(9) Furjede natiirliche Zahl n, R ist durch die Klasse 7’ (E) erzeugt,
1) Vgl. Kuratowski, Fund, Math. I, S. 43, Hahn, Fund Math. II, 8. 189

auch Tietze, Monatsh, fiir Math. und Phys. 33, 8. 15—17. In der letaten Arbeit
ist dieser Satz fiir allgemeine topologische Riiume bewiesen.
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(10) Jede Mengenfolge {I}, wo U, DU, und U, e n) (R), einen
aus einem Punkt p bestehenden Durchschnitt I U, hat und

n=l

gegen p im oben genannten Sinne konvergiert.

Hilfssatz IV: Jeder Raum R e R ist requlir und gendigt dem
I Abzihibarkeitsaxiom von Hausdorff.

Beweis: Fir jeden Punkt p e B gibt es nach (9) eine abneh-
mende Folge von Mengen U,(p) D Uy(p) D...D U.(p)D..., wo

pe U(p) en(R) fur jedes n==1,2... und folglich pe 101: U.(p)-
Nach (10) gibt es aber einen Punkt q:ﬁ U,(p), gegen welchen
=]

dieselbe Folge {U,(p)} konvergiert. Zwei letztere Formeln ergeben
unmittelbar, dass p=g¢ und also, dass die Folge {U,(p)} gegen p
konvergiert. Es gibt folglich fir jede offene, den Punkt p enthal-
tende, Menge U einen Index 5, sodass pe U,(p)C U,(p) und
gleichzeitig U, (p) C U (auf Grund von Konvergenz der Folge
{U.(pi} gegen p). Die Regularitit des Raumes R ist dadurch bewiesen.

Die Konvergenz der Folgen {U,(p)} gegen p impliziert anderer-
seits, dass das Umgebungssystem, welches fir jeden Punkt pe R
aus offenen Mengen U,(p) (=1, 2,...) besteht, mit dem urspriin-

ghchen Umgebungssystem des topologischen Raumes R gleichwertig
ist. Der I Abzshlbarkeitsaxiom ist demnach erfillt.

8. Satz I st eine topologische Menge ReR lokal-zusammen-
-hingend, so ist jede zusammenhdngende und in R offene Menge U
ein Semikontinuum, dessen je zwei Punkte a,be U auf einem einfachen
Bogen L C U liegen. '

Beweis: Nach der efinition von & gibt es eine Klassenfolge
{n¢'(R)} die den Bedingungen (9) und (10) geniigt.

Der Beweis zerfsllt in zwei Teile.

In erstem Teile definieren wir durch vollstandige Tnduktion eine
Folge nattirlicher Zahlen {Ng und fr jedes System vou % Indizes
(64, #3y.--, B) it 1=<i,<N,, 1<m=<Fk, zwei in B offene Mengen
U i, und F® ;, derart, dass folgende Bedingungen bestehen

1) Ne=k, k=1,2,...
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(12)  Jede Menge V@ ;, 1st eine Komponente von U¥ i
(13) U C VO,
(14) U, e (R)

(15) Ordnet man fir irgend ein k alle Systeme (ig, lgyery %) mig
1<i,<N,, 1=<m<k lexikographisch, 80 bildet die
entsprechend geordnete Klasse von Mengen V1 ;, €ine Men-
genkette, welche die gegebenen Punkte ¢ wund b verbindet.

Zu diesem Zwecke betrachten wir zuerst fiir jeden Punkt pelU
eine wegen der Regularitit von R und nach (9) existierende offene
Menge U(p) e n(R), wo pe Uip;C Uip) C U.

Alle Meugen U(p) fur pe U bilden eine Klasse 7y (U) und nach
Hilfssatz ITI auch die Komponenten aller Mengeu U(p) ftir pelU
eine Klasse 7,(U) bilden. Da U zusammenhingend ist, so existiert
eine Mengenketle (1, M., M) in ny,(U7), welche die Punkte a,belU
verbindet.

Dann setzen wir:

10, Ny =,
Vif” = ﬂf,-l fur 4 =1,2,...

Ny,

Uf = eine (beliebig fixierte; Menge der Klasse 7, (U), welche VO
als Komponente enthslt.

Es ist leicht einzusehen, dass die Bedingungen (11)—(15) erfitllt
sind und ausserdem, dass

Ny
0o Somcu
gilt. "

20, Es seien fr k¥ <<k, die Zahlen N, und die Mengen U e
und Vi# , gegeben, welche den Bedingungen (11)—(15) gentigen.
Wir ordnen die Mengen Vim . lexikographisch nach ijhren

Tudizes in eine endliche Menger:folge (W,..., W), wo
(17) NE =N, - Nye..o Ny,

(14} Die Klasse der Mengen W, 1<s, <X N ist identisch mit
der Klasse aller Mengen V(* , fur jedes System (ii,..., i,).
wo 1<<i, <N, 1<Sm=<k,.
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Nach (16) gibt es Punkte p, (0 << NW), derart dass

(19) pp=aeW®, pyo=>beWl, p,e W Wi, I=n<N®_],
also
(19) (P ) CHE, OSn S N®W 1
Ist nun
(20) Wik = V,ﬁ"“) ;

Thg®

so ist die Menge U, nach (14) in R offen. Da R lokal-zusam-
menhéingend vorausgesetzt wurde, so ist auch Uf , lokal-zusam-
menhiingend. Nach (12) und (20) ist also W™ zusammenhingend
und in B offen. Daraus folgt wegen (9) auf Grund vou Hilfssatz IT
die Existenz der Klasse ’

(21) Ty tho (W) C aftd(B)

und ferner, auf Grund von Hilfssatz III, die Existenz der Klasse
7ot ( W), welche aus lauter Komponenten aller Mengen der Klasse

7 1pwa( W) besteht.

Andererseits, impliziert der Zusammenhang von W), auf Grund -

des Hilfssatzes I und wegen (19’), die Existenz einer Mengenkette
(I, M) in e W M), welche die Punkte p,_; und p, ver-
bindet. V

Wir setzen nun:
(22) Nyp=max. (b, 41, b, &,..., Iyw),
‘wodurch die Zahl N, definiert ist.

In jeder Mengenkette (M{",..., M{"), wo 1<<n=<XN®), schreiben
wir dann die letate Menge M/ soviel Mal zu, dass wir eine p,,
und p, verbindende Mengenkette erhalten, die genau aus N, ,
Glieder besteht.

Wir bezeichnen diese Mengenkette mit (K{®,..., 167 ;) und
haben also:

- (23) K emgup(WH) fir 1 <1< N,
(24)  pureKP, peKG) |, K K@ 40 fir 1<i<N,,,— 1.
Nach Definition von 774y W) gibt es Mengen H{™ derart, dass:

(25) K{? ist eine Komponente von H}”)enwﬁ,q,)(W,{“)),
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Nach (21) schliessen wir daraus, dass

(26) HOC W
und
(27) Ht(n) € n}?ﬁ'“(R).

Nehmen wir jetzt irgend ein System (i, i,..., Tjyy Hggia)y WO
1=i,<N, fir 1=<m <k, 41, in Betracht. Nach (17) existiert
ein und nur ein nattirliches » << N®, sodass (20) gilt. Wir setzen also

P (kot-1 — f :
(28) Ve et =Ky UH) = HE, .

Hiermit sind auch die Mengen U,fl"f{’_“‘l,)km und Vi“"?ﬂ_“)wl definiert
u.nd es ist aus (22), (28), (25), (26), (20) und (27) unmittelbar er-
sichtlich, dass die in (22) definierte Zahl und die in (28) definierten
Mengen den Bedingungen (11), (12), (13) und (14) tatstchlich gentigen.

Um die Eigenschaft (15) zu beweisen, ordnen wir die Mengen
Fiety, 41 lexikographisch in die endliche Mengenfolge (W), ..,
Wietdy) an, wo Nt = Nto, Nig2(vgl (17)). Nach (28), (20) und nach
Definition der Mengenkette (W™, ..., Wity ist die Folge (W,
Wikt nichts anderes als die Mengenfolge

) 1) 4 &) 3 (k) _; -
D,y Ky KR, K@ KO, KN Koo,
N (ko) (N{ko)
KX, KGO,

Diese aber nach (24) eine a=gp, und 5= pyw verbindende
Mengenkette bildet. Damit ist auch die Bedingung (15) bewiesen.

Wir haben also in 1° und 2° die Zahlen N, und die Mengen
Ui, und Vi . gemiss den Bedingungen (11)—(15) definiert.
Davon werden im Folgenden die Mengen V¥, ., welche eigentlich
nur als Hilfsmittel bei der Konstruktion von Mengen U,‘:" i, €in-
geftthrt wurden, nicht. mehr in Betracht gezogen. Dagegen wollen
wir uns ausser den Formeln (14) und (16) noch einiger anderen
Eigenschaften von Mengen U ;, bediengn, mit derer Feststellung
der erste Teil des Beweises abgeschlossen wird.

Nach (12) und (13) haben wir némlich:

(29) I],l(,"_ﬁ‘}",‘_*_lc U®., fur jedes System (i, dy...., iy, dpys)y WO

1<i,<N,, 1=<m<k+1

Ordnen wir die Mengen U/, (fiir ein festes k) lexikographisch
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an, so erhalten wir eine aus allen Mengen U®,,, bestehende Men-
genfolge, die nach (12), (16) und (14) eine o und b verbindende
Mengenkette in #f(R) bildet. Nach (1) gilt also:

(30) ae l]](,’ﬁ,m,u be UN,,N.,..., N, fir k= 1, 2:"-7

(31) U(k) Jw o =0 fiir Je zwei nacheinanderstehende Systeme

Ty )zk 2y yeey e
(iry %) und (f'yeeey 7).

Nach diesen Feststellungen gehen wir zum zweiten Teile des Be-
weises ttber. Es wird zuntichst eine stetige Funktion ¢ einge-
filhrt, die jeder Zahl §, wo 0 <£=1, einen Punkt ¢ ()¢ R zu-
ordnet. Zu diesem Zwecke entwickeln wir die Zahl £ in die Reihe
der bekannten Form

82) E= Tv—z’\z”'Tv’ wo 0<y,<N,—1, n=1,2,...
o 1 4vg LY,

und N, die iu 1° und 2° gegebenen natirlichen Zahlen sind.
Wir definieren nun:

3 p@=JJ U0 wo iv=r+1, n=1,2...

nwl

Es ist aus (29), (14) und (10) ersichtlich, dass fir jede Ent-
wicklung vop £ der Form (32) ein soleher Punkt ¢ (£) tatitichlich
existiert und zwar ein einziger.

Da es aber im Allgemeinen fur ein £ zwei (aber auch nur zwei)
verschiedene Entwicklungen von der Form (32) geben kann, so ist
es zu zeigen, dass die beiden denselben Wert der Funktion ¢ (&)
bestimmen.

Es seien also

(34) _2 i N_Z'N G 0<'y,,_.1\,,—1

n=l

OSy,,SN,‘— 1, n=1,2...

zwei verschiedene Entwicklungen von £ gegeben. Dann gibt es
bekanntlich ein nattirliches k, sodass
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0<y,=9,=<N,—1 fur m=12. . (k-1)
(35) OSy*=7;—1SNk”2
0=1y,<N,— 1=y, fur m=(k-1), (k+2),...

Setzen wir nun i,=y,+1, i, =y, -+ 1, so erhalten wi
sofort nach (35), dass ’ "

fir m=1,2.... (k— 1), (iayee, %) identisch mit (B1yeeny Byy) dst,
(36) Sar m=k; (k-4 1),..., (i:... ,,,) und (iy,..., ¢,) in der lexiko-
graphischen Anordnung zwei nachemanderstehmde Systeme sind.

Wegen (36) erhalten wir also aus (31)
37 VU UM a0 fir m=1,2,

Aus (37) und (8) folgt es leicht, dass die Punkte, gegen welche die
Mengenfolgen {U™ .,y und (T 5} Dach (29), (14) und (10) kon-
vergieren, identisch sind. Daraus folgt nach (33) und (10):

o6~ [ ...~ [ 7E...

n=i

wodurch die Eindeutigkeit von ¢ bewiesen ist.
Um die Stetigkeit dieser Funktion zu beweisen, betrachten wir
eine gegen £(0=§=1) konvergierende Zahlenfolge {£,}, n=1,2,..

0=<§,=<1. Bekanntlich euthult die letatere eine Teilfolge {§,,}
k=1,2,..., wo

N )
(38) &, = 2 N 0SS Na—L m=123,, k=12,

me=]

(39) &= 2‘ Fow O=ts=N.—1 m=12.

sal
« (40) Y=y, fir k=12,.. 1<m<k

Nun setzen wir: if)=9y®-}-1, i,=y,-+1 und erhalten nach
(38), (33) und (40):

41) lp n, m” k) " (k)CU - iﬁk)=’[_]:§';‘)'"'l! fir k=1, 2,...

=]
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* Da die Mengenfolge {U® , Dach (29), (14), (10), (39) und (33)
" gegen q;(g)-_-ff U®,, konvergiert, so ist nach (41) und nach der

1
Bemerkung aus 6:

(42) {p &) —> 9 (&)

Jede gegen & konvergierende Zahlenfolge {£,} enthslt also eime
Teilfolge {£,), welche der Relation (42) gentigt. Daraus aber folgt
es, dass fir jede gegen £ konvergierende Folge {£,} auch die ganze
Punktfolge {p(£,)} gegen ¢ (&) konvergieren muss, Dadurch ist die
Stetigkeit von ¢ festgestellt.

Mit Hilfe von @ lisst sich nun der Beweis des Satzes folgen-
dermassen schliessen :

Nach (33) und (16) ist die Menge C der Funktionswerten von P
in [ enthalten. In Formeln:

M
43 C=g(01)C Y T,CU.
iyl

Da C ein Streckenbild (J orda n'sches Kontinuum) ist und nach
(83) und (30), e =@ (0)¢ C, b==gp(1) ¢ C gilt, so liegen die Punkte a
und b, laut einem bekannten Satze von Mazurkiewicz-Moore H
(welcher von Mazurkiewicz topologisch bewiesen wurde), auf
einem einfachen Bogen L(” C.

Wir haben also nach (48): a,beZ(C CCU w.zb w

9. Satz VI: Ist R eine absolute Gy-Menge, so gilt ReR.

Beweis: Als eine absolute Gy-Menge, ist R nach Hausdorff
mit einer vollstindiger Metrik (¢) metrisierbar. Man kann also die
‘Klassen n%(R) wie folgt definieren:

(44) Uenf(R) dann und nur dann, wenn fir irgendwelche p ¢ R,
<< %, die Beziehung U= S(p,1) gilt,
wo S(p,n) die Menge aller Punkten zeR mit 0(p, ) <y bezeichnet.

Nach 7, ist es zu beweisen, -dass die im (44) definierte Folge
{=2)(R)} die Bedingungen (9) und (10) erfullt. In der Tat:

) Vel. Mazurkiewics, Fund. Math, I, 8. 166; R. L Moore, Bulletin
Amerie, Math, Soc. 28, §. 233, '
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1) Jede Klasse n{(R) erzeugt die Menge R, da fiir jede in B
offene Menge U und fiir jeden Punkt peU eine Menge V= 8(p, ),

<7< % existiert, sodass

peVC U V==5(p n)eaf)(R),
womit (9) bewiesen ist,
2) Fiir jede abnehmende Folge U, 2U0,D..DU0,D..., wo

— 1
U,,=S(p,,,1],,), O'<77,.S;Z];, !}180 J(U,,)S% ) ist,

konvergiert die Folge der abgeschlossenen Hillen {U.}, wegen der
Vollstindigkeit der Metrik (g), stets gegen einen einzigen Punkt

p= big U.. Die Bedingung (10) ist also auch erfilllt, w. z b. w.
Rl

10. Schlussbemerkungen. 10, Als Folgerung aus Stzen V
und VI fur euklidische Riume, es ergibt sich, dass jede zwei Punkte
einer im euklidischen Raum (von beliebiger Dimension) liegenden,
zusammenhingenden und lokal-zusammenh#ngenden GyMenge sich
in derselben durch einen einfachen Bogen verbinden lassen, und
zwar hinreichend nahe liegende Punkte durch einen beliebig kleinen
Bogen.

20 Als Beispiel eines nicht metrisierbaren topologischen Raumes
welcher zur Klasse & gehort, konnen wir die Menge 7 aller Or-
dinalzahlen der I und TI Klasse benutzen, indem wir als Umgebung:
U(a), n=12,... im Falle einer isolierter Ordinalzahl &

(45) . U.(0) = (a)

setzen, wo (@) die aus dem Element ¢ bestehende Menge bezeichnet,
und im Falle einer Limeszahl «

(46) U.(e) = ? Ba(o)<f<a], wo limg,(a)=20a

und };J[] die Menge aller { von der Eigenschaft [...] bezeichnet.

Der so erhaltene topologische Raum 7' ist bekanntlich nicht
metrisierbar 2). '

1) & (T,) beseichnet das Durch der Menge U, in der Metrik (e
) weil T in sich kompakt und nicht separabel ist, wihrend jeder metrische
und in sich kompakte Raum separabel ist, :
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Definieren’ wir nun die Klassen n¢?(7’) in folgender Weise:

A7) UenaP(T) dahn und nur dann, wenn es ein ceT und ein
natirliches k== n gibt, fiir welche U= Uy(a) ist,

so konnen wir feststellen, dass die Bedingungen (9) und (10) er-
filllt sind.

Die erste dieser Bedingnogen ist eine unmittellbare Folgerung aus der Tatsache,
dass die Mengen U,(a) einen Umgebungssystem im topologischen Raume T' bilden.

Nehmen wir andererseits eine abnehmende Mengenfolge U, DU, ... U,D. .,
wo Upeni®(T), in Betracht, so haben wir nach (47):

48) Up= U, (a). Wo ky=n und Up, (@ng)C Us, (an).

Es folgt daraus nach (45) und (46), dass: @,y <<a,. Die Folge der Ordinal-
zahlen {a,} ist also absteigend. Infolgedessen gibt es eine natlirliche Zahl m,
sodass

o, =a, fir n=m

und, da U,(a,) die Klasse von Umgebungen des Punktes a, ist, so erhalten wir-

nach (48):
@) Jfv.=JJ vior=]JJ otoo=]JJ v @=s..
nm=1 ne=l R=m n=m

Da aber bekanntlich der Raum 7" regulir ist '), so folgt aus (49):

ﬁﬁ” =I}Uk”(a,,) =—=HM-UI¢”(am) = Qp,
nm=l

Rl n=m

wobei die Mengenfolge {U,} gegen @, konvergiert. Dadurch ist anch die Bigen-
schaft (10) bewiesen, also der Raum 7' tatstichlich zur Klasse 2 gehvrt.

3%, Bezeichnen wir mit @, die erste Ordinalzahl von nichiab-
ziihlbarer Muchtigkeit, so besitzt die Menge 7' den Ordnugstypus w,.
Nehmen wir jetet eine geordnete Menge 7, vom Typus (14 2).w,,
wo 4 der Ordnungstypus der Menge aller rellen Zahlen ist, und be-

') Weil die Mengen U,(a) einen Umgebungasystem bilden, der mit dem iibli-
chen in T (als in einer geordneten Menge) definierten ' Umgebungssystem (vgl.
Hausdorff, Mengenlehre 1914, 8.214) gleichwertig ist und fur alle geordneten,
in iblicher Weise -als topologische Rume gefassten, Mengen die Regularitit von
Tietze (vgl. Math, Ann. 88, 8, 310) bewiesen wurde.
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trachten wir T} in gewhalicher Weise ) als einen topologischen Raum,
so kann man ganz analog beweisen, dass T, auch zu der Klasse p-3
gehort und ausserdem, dass 7, zusammenhs ngend, lokal-zu-
sammenhédngend und nichtmetrisierbar ist,

4° Endlich kann man fiir die Mengen der Klasse R folgende
Eigenschaft beweisen:

Ist ACReR, wo A insichdicht und in R abgeschlossen ist, so
enthillt A eine diadische perfekte Menge, hat also eine Méchtigkeit >c.

) Vgl. Hausdorff, 1, ¢, 8. 214


Yakuza




