Sur un probleme de M. Mazurkiewicz.
Par

G. Poprougénko (Varsovie).

M. Mazurkiewicz a posé récemment le probléme suivant:

a éiant un nombre ordinal <, ewiste-t~il toujours un ensemble
de nombres réels E, sur lequel existent des fonctions de Baire de
toutes les classes & < a, mais sur lequel il wexiste aucune fonction de
classe a?

Le probléme est trivial pour @ =1, Or, on voit sans peine que

la réponse au problome de M. Mazurkiewicz est affirmative .

pour @ = 2: en effet, il suffit de prendre comme E, ensemble de
tous les nombres rationnels %).

Le but de cette Note est de démontrer que si 2% =, la ré-
ponse au probléme de M. Mozurkiewicz est affirmative pour o =3.

En effet, d'aprés M. Lusin ?), il résulte de hypothése du con-
tinu qu'il existe un ensemble linéaire non dénombrable L jouissant
des propriétés suivantes:

(a) tous sous-ensemble de L qui est de 1-2re catégorie sur I est
au plus dénombrable;

(b) tout point # de L est son point de condensation.

Or, je dis qu'on peut poser

1) : L =L
Pour établir I'sgalité (1), démontrerons tout d’abord que foute

2
) Cf. W. Sierpifiski, ce volume, p. 195 (Lemme), I1 est 4 remarquer que,

d’aprés M. Szpilrajn, si 2% =— R, on pourrait prendre comme E, un ensemble
non dénombrable. (Voir ce vol. p. 212).

) C. R t. 1568 (note du 4 mai 1914), p. 1259.

icm

Probléme de M. Mazurkiewice. 285

fonction f(x) définie sur L et remplissant la condition de Baire rela-
tivement & L est une fonction de classe <2 de Batre.
En effet, soit f(x) une fonction définie sur L et satisfaisant i la

_condition de Baire relativement & L. L’ensemble L étant parfait en

lui-mé&me, il résulte de la propriété (a) qu'il existe un sous-ensemble
dénombrable K de L tel que la fonetion f(x) est continue sur L—K.
Or, l'ensemble L — K étant un G, relatif & L, on voit que les en-
gembles B [xeL, f(x) > o] et }jj[meL, f(*) = o] peuvent &tre pré-

sentés pour tous ¢ réel sous la forme de la somme d'un G, (relatif
% L) - un ensemble au plus dénombrable: ce sont done des en-
sembles F; et G, (relatifs & L) en méme temps, ce qui donne,
d’aprés un théoréme de M. Hausdorffl), une condition néces-
saire et suffisante pour que la fonction f(#) soit de classe <C2 de
Baire sur Z, c. q. f. d. ‘ .
D'aprés un théoréme de M. Kuratowski?), toute fonetion
de Baire définie sur un ensemble séparable quelconque remplit la
condition de Baire relativement & cet ensemble. Il en résulte d'aprés
ce qui préeéde que toute fonction de Baire définie sur L est de

classe << 2, ce que M. Sierpiniski atrouvé sur une autre voie?).

Qela posé, il ne reste qud construire sur L' une fonction de

classe 2 de Baire.
Désignons & ce but par Pun ensemble dénombrable dense dans

L et posons

(2) f@) =0, pour zeP,
et
(3) flx)=1, pour zeL—P:

la fonction f(z) définie par (2) et (3) est, d’aprés 10‘1 propriété (b),
discontinue A tout point de L. Or, M. Kuratowsk'l a démontré 4)
que Pensemble de points de discontinuité d'une fonetion de classe 1
de Baire définie sur un emsemble séparable est toujours de 1-ére
catégorie sur cet ensemble: il en résulte, I'ensemble. (non dénom-

9y Hausdorff: Mengenlehre, 1927, § 48, 1, Théoréme I (p. 259) et § 43, 2,
pp. 259—260, )

1) Fund. Math, t. V, p. 82. Corollaire L ‘

3) V, la note citéé de M, Szpilrajm, ce vol,, p. 212.

4) Fund. Math. t. V, p. 80. Théoréme L
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brable) L étant, d’aprés la propriété (a), de 2-éme catégorie sur
lui-méme, que f(x) n’est pas une fonction de classe 1 de Baire.

D’autre part, la fonetion f(x) est évidlemment une fonction de
Baire relativement & lespace L, car elle est continue sur les en-
sembles P et I — P dont le premier est un F, et le second
un G, relatif 4 L. Cette fonction est donc de classe 2, ce qui dé-
montre 1'égalité (1).

Pour a>3 le probléme de M. Mazurkiewicz reste non
résolu et semble étre trés difficile méme pour a=4.
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Sur un probléme concernant les fonctions
continues.

Par
W. Sierpinski (Varsovie).

f(x) étant une fonction définie dans lintervalle J <<z,
désignons par P(f) l'ensemble de tous les nombres = de cet inter-
valle, tels que

S@)=Ff¢), pour 0<<t <z

Théoréme: Pour quil existe une fonction continue f(x), telle
yue E=P(f), il faut et il suffit que Uensemble E s'oblienne en en-
levant d’un ensemble parfait, situé dans Pintervalle J (et contenant le .
point 0), toutes les extrémités droites de ses intervalles contigus (8l
y en a).

Démonstration. Soit f(x) une fonction donnée, continue
dans lintervalle J, et soit E==P(f). Nous prouverons que I'en-
semble Z' jouit de deux propriétés suivantes:

1. Si #,eJ — E, il existe un nombre a <z, tel que xe¢J—E,
pour @ << & < % ’

2. 8i 0<<x, et w,ek, il existe pour tout nombre a <z, un
nombre xe K, tel que a<lx<,.

Soit x, un point de l'ensemble J— E. De la définition de T'en-
semble E = P(f) résulte quil existe un nombre z,, tel que 0<
<oy < et fl@) =flz)

Désignons par M, resp. par m la borne supérieure, vesp. infé-

1) M. Mazurkiewicz a remarqué que si f est une fonction continue, P(f)
est un ensemble G cf. 8. Banach, Fund. Math. t. VIII, p. 167.


Yakuza




