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Quelques théorémes sur les alephs.

Par

Alfred Tarski (Varsovié).

Les théorémes établis dans cette Note concernent les puissances
et les produits infinis des alephs. Dans le § 1 je donne une géné-
ralisation de la formule de recurrence de M. Hawsdor 11 et du théo-
réme connu de M. Bernsteint) (, Bernstciner Alephsatz*). Le § 2
contient des formules, qui complétent la formule mentionnée de
M. Hausdorff, ainsi que lapplication de ces formules & I'étude des
puissances des certains nombres ecardinaux. Dans le § 3 jétablis

des formules qui concernent le produit transfini des alephs, notam-
ment les formules suivantes: |

” Ry == NE pour tout o de 2% espéce différent de 0;

§<x

Htgz sf pour tout & différent de 0.
§s : ~

Notations,

Les lettres grécques: a, 8, u, £... désignent les nombres:‘ ordinaux, ¢ étant un
nombre de 1™ espéce, «—1 est lo nombre qui Je précéde immédiatement, « étant
un nombre transfini de 292 espéce et (0f) une suite croissantedu type a,le

1) Pour les notions et les théorémes utilisds dans cette Note on pourra con-
sulter les ouvrages suivants:
- F. Hausdorff, Grundzilge der Mengenlehre, Leipzig 1914.
A. Bchoenflies, Entwickelung der Mengeniehre.., Leipzig und Berlin 1913
(surtout: I Abs., Kap. IV, Kap. VIII). _ ”
. W. Bierpinski, Zarys teorji mnogosci (Eléments de lo Théorie des En-
sembles), I, Warszawa 1923 (en polonais),
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par définition:

9 * A, Tarski:

plus petit nombre ordinal qui suit tous les termes de cette suite est dit limite

‘de la suite (gg); je le désigne par le symbole: lim o¢.

£ <o,
wy désigne le nombre initial tel que I'ensemble de tous les nombres initiaux
qui le précédent forme une suite croissante du type a; en particulier: w,==w, w,=(,
a et f étant des nombres de 29e espéce, on dit que # est confinalavec a,

s'il existe une suite (o) telle que ﬂzgim o¢. Boit w, le plus petit nombre initial
<a =

avec lequel § est confinal; je pose alors: y = ¢f (8)%).
A étant, un ensemble, a est le nombre cardinal qui lai correspond {la puis-
sance de 4). W(a) désigne V'ensemble de tous les nombres ordinaux qut précé-

dent . Je pose: o= W{a), Ra = W(w,).
Le sens d'autres symboles, tels que: a8, a.ﬂz ZNe ete, n'exige pas d’ex-
<o, .

plication,

§ 1. La généralisati-on' des théorémes de MM. Hausdorff
e - et Bernstein.

M. Hausdorff a‘établi ?) le théoréme suivé.nt, appelé parfois
oformule de recurrence“:
Quels que soient @ et 3, on a

R == N6

. ) ‘ »
A Paide de ce théoréme nous allons démontrer le suivant

Théoréme 1. Si y<<ny, on a
Hg N v
Rl =R LR

Démonstration. Nous allons appliquer par rapport & ¢ le

- prineipe d’induction transfinie.

a) Lie théoréme est vrai pour y::..O. Car on peut poser

®=19),

. b) Siun nombre y vérifie le théoréme, le nombre
y+1 le vérifie aussi. Pourle prouver, supposons que |

1) IL résulth des recherches de M. Hausdorff (op: cit., p. 129--182) que le

. nombre @.s( g) existe pour tout nombre transfini g de 2de espace et qu'il est le

p]mp&ﬁt parmi tous les nombres ordinaux avec lesquels 4 est confinal.

N ) F. Hausdorff, Der Potenzbegriff in der Mengenlehre, Jahresherichte

&' D. M.~V. 13, 1904, p. 569, ‘ | _
_")Si Ton veut-éviter lo cas d'exposant égal & 0, il faut déns Ihypothése du

théoréme faire la restriction: y>1 et vérifier e théoréme directement pour y==1,
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il en résulte aussitét que le nombre ¥ safisfait aussi & I'hypothese
du théoréme:

Y Ry
d’olt
] R y
@) R, = RN
Selon la formule de M. Hausdorf f, on obtient:
N N

3) Nebptt = Ray  Bagyis
et |

= s 5
(4) ap = Ny Noppqy = Nity - Nagps

(la derniére formule est évidente pour y fini, car dans ce cas
P yH
Ratptt == Ratyiny Nofy =Ry, = Ray).
Les formules (2) et (3) donnent:

-

M ‘

et de (4) et (5) on conclut finalement que

. ® N . 7 T
© Nl =N T

Or, comme (6) résulte de (1), le nomhre y+1 satisfait aux con-

. ditions du théoréme.

e) y étant un nombre transfini de 2% espéce, sile
théoréme est vrai pour tout norbre & qui précéde ¥,
il reste encore vrai pour le nombre y. Supposons, en effet,
que |

(7) : TS Rg,
d'olr
8) <%y pour £< .

Les nombres £, §<Cy, remplissant selon (8) hypothése du théo-
réme, on a done:

(9)! xf:_fg =R, ;g-i +& pour §<Ty.

Suivant le théordme de K8nig, généralisé par Jourdai n'), on

1) Cf. A. Bchoenflies, op. cit.,, p. 66, |
1*
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il en résulte immédiatement, en vertu de (7), que

(13 | NE < N, sz’ﬂ.

4 | | A. Tarski:

obtient: N
(10) au+y‘,= 2' Rt << _” Ract-gs
| | <y -y
done - , |
: ‘ N
(11) et g( _” 8q+§) = _” Kofs-
=y f<y

‘Les formules 9) et (11) impliquent que

) wt, < Jloke by <oy JI 8, <wird of, )
| <y | éay

L

On a d'autre part évidemment:

N R - N
. AR AN AN B
d’ot

R W, SE,

Les inégalités (13) et (14) donnent aussitot la formule désiréde (2).
‘Les lemmes a), b), et c) dtablis, le théoréme 1 est démontrd
complétement. : | | | ‘
Corollaire 2. y édtant un nombre fini, on a

o *‘:iy = Ny Raty
Pour le prouver, il sufft de remarquer que I'hypothése du théo-
réme précédent est remplie et que

y S
Ru‘*‘y — “a.*_y-

On voit done que la formule de i'ecurrencé de M. Hausdorff
ne présente qu'un cas particulier du théoréme 1. La méme relation

_ , mubsiste entre le théoréme ‘de M. Bernstein sur les alephs 1) et

le suivant ) |
Théordme 3.8 e Rgy ON @

k R:ﬁ o= 2"‘9 . RE.

: 1) P, Berntainz‘ Q’ntersychungen aus der :Mmyenlahra, _‘Mn'th.‘ Ann, 81, 1905,
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Démonstration, Remplagons dans P’énoncé du théordme 1:
a par y et 0 par a. On obtient:

(1) NP =8 ol
Il résulte de la formule connue de M. Bernstein que
© ey
Les égalités (1) et (2) donnent aussitot:
Mo == 2", \' ¢. q. f d.

Exemple En appliquant successivement les théorémes I et 3,
on obtient:

T PR — oM
Ngq.w—-xgz h‘Q?i" 2% st sﬂ-l-m

Corollaire 4 (theoréme de M. Bernsiein). @ étant un nombre

fini, on a |
= 2% & .

Le corollaire est évident pour o= 0; pour @ ==0 on l'obtient
directement du théoréme 3, en observant que

Rz= Na.

Corollaire 5. a éiant un nombre de 2™ classe (W<a<<Q), ona
| WS W

En effet, comme @ = X,, 'hypothése du théoréme 3 est remplie,
et on obtient la formule cherchée. On prouve facilement que cette
formule est valable aussi pour & fini, done pour tout a << Q.

Le théoréme de M. Bernstein donne lien au probléme suivant:

Tout nombre cardinal transfini m remplit-il la condition suivante
(nous l'appellerons neondition de M. Bernstein®):

- quel que soit le nombre cardinal tramsfini n, mt=2". m?

Déja Koénig a résolu ce probléme d'une fagon négativel), en

appliquant le théoréme de M. Zermelo sur le hon ordre (,Wohl-
ordnungssatz®); je vais donner dans le § suivant un autre exemple

d’un nombre qui ne satisfait pas & la condition de M. Bernstein,

sans faire usage du théoréme de M. Zermelo,

Y J. K&nig‘, Zutgt Kontinuuoﬁp:-obl-am, Math, Ann. 60,7 1905, p. 180, e

it
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~ pg;;lygomqs par rapport &  (les nombres m, et

6 -~ A. Tarski:

§ 2. Les formules de recurrenee,.

La formule de recurrence de M. Hausdorff permet, dans le
cas oil, @ est de 1™ espéce, d’exprimer la puissance X, & l'aide de
la puissance d’un aleph plus petit que %, (notamment de Ny.;) mul-
tipliée par x,. Dans le théoréme 7 je donne les formules analogues
au cas ol @ est de 2% espéce, en faisant cependant introduire les
notions de la somme et du produit d'une suite transfinie des nom-
bres eardinaux.

Lemme 6. ¢é¢tantunnombrede 2 espéce, si a=lim g,

. g <wf
Ky :II“"&'
. §<wf
Démonstration. Conformément & I hypothése du théorémo

et:au théoréme de’K6nig généralisé par Jourdain:

(I) . Ro, 22&75 <”Na§7

on a

Pt N E<nf §<a)ﬁ
o _
@) | A/
_ g
Posons: f A
@ m, =0 pour £< 0f et g < wfy

on a évidemment

o  IM-II.)

& <f f<of gl
Désignons, avee M. Hessenb ergl), par £y I
melle des nombres £ et n; clest-d-dire, si

‘ &y
§= Z W, My, ’7:‘:2 %, b
| ' PP

e *-'5"' :

a somme for-

sont les dévéloppements normaux des nombres £ et nen

, D'étant pas neces-

alrement difféents de 0), posons: =~
En= Yok (m,41)

‘ k=<’ IR TER R : ‘
') G. Hessenberg, Grundbegriffe der Mmganléhre, Guttingen 1908, p, 106,

Cf aussi E. Jacobsthal Zus Arithmetik der transfiniten Z,
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Nous allons utiliser  les propriétés suivantes de la somme for-
melle:

(B) pour quon ait f3n << wf, il faut et il suffi que £ << wf
et 7 << wh;

(6) quel que soit {, I'ensemble des paires (§, n), satisfaisant & la
condition: §4 % =, est fini;.

() L#0=C ot si fn=L on a <L |
Or, comme la multiplicatior des nombres cardinaux satisfait aux
lois de la permutation et de l'association, on obtient selon (4) et (5):

®  I=0 ()

I L t<pf E=l=5=(

En vertu de (6), tout produit ng §<wﬁ) se compose d'un

felon=t
nombre fini de facteurs. Comme, suivant Phypothése -du lemme et des

notations adoptées dans cette Note la suite (o) est croissante, on
conclut de (3) et (7) que e le plus ‘g_rand de ces fac-
teurs, On a donc:

(9) . IIR‘é’n = Rg; pour ‘¢ < wh.
§efem=E :
Les formules (2), (8) et (9) donnent aussitét:

of
Na <]I“°t*
t<wf
et comme l'inégalité au sens inverse est évidente, on obtient enfin:

Rmﬂ — Not c. q. f. d.
§<wb

Théoréme 7. a dtant un nombre transfini de 2% espéce,

1) s6 ﬁ<af(a), on a Na5=2 wgf;
¢ <o .
2) st §=>cf (@) et a=lim oy, on a xF —-IIsffg.
§ <ugf (a) £ <og ()
Démonstra,tlon a) f<of (@))

’) Notre raisonnement dans cefte partie de la démonstration est tout-a-fait
analogue & celui que M. I—Iausdorff a a.pphqué pour établir sa f‘ormule de re-
currence. ;
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Soit E; Fensemble -de toutes les suites du type w; dont les
termes appartiennent & l'ensemble W(w;). Conformément & la défi-
nition des puissances des nombres cardinaux, on obtient la formule:

(1) | ﬁg ='s?ﬂ, quel que soit &

Il est aisé d’établir linelusion suivante:

@ E,C Y'E.

st

Soit, en effet, (0,) une suite appartenante ¥ l'ensemble E,. La
condition: f<<ef(@)=cf(w,) et la formule connue: w, = %im wg
: . ‘ <t
impliquent presque immédiatement I'existence. d’'un nombre w, satis-

- faisant aux conditions:

Wy < @ ot an<w§ pour oy<w‘,.

(Pour s'en convainere, on aura i distinguer deux cas, suivant que
parmi les termes de la suite (0,) il existe ou non le nombre le plus
grand). |

Il en résulte que la suite (0,) appartient 4 I'ensemble E;(E<<a),

. done anssi & la somme ZEg.

‘ f<p o
De (1) et (2) on conclut aussitot:

® o S

L’in-égalité au sens inverse ost presque évidente:

@ DS AN, =

S<a :

- En vertu de (3) et (5) on obtient_enﬁn la formule cherchée:

® o | N.:"’ E=S ngﬁ_.

. f<a
b) 8> ¢f (a) et @ =lim 0.
e t=eg )
Le nombre w,,, étant un nombre initial, est une puissance

.~ de w; on peut done appliquer le lemme 6:
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' "
(6) ,1 R ‘f(a)——sﬁ’cf(a)zﬂaaé, |

(7 (R (@) =”N"ﬁ
§ o (e
On dédult de (7) ausmtot en tenant compte de la condition:

> of (a), que

(8) ‘ ‘ Hx’ﬁ

5<wcf(a) ’
Suivant (5) et (8) le théoréme 7 est complétement démontré.
Exemples. Conformément au lemme 6 et au théoréme établi
tout-d-I’heure, on a:

o N
= o o= [l

<o <o |
. 8?30 ﬁz"‘go, Ngl -:H:tg, Ngﬁ: s?ﬁ Pour ﬁ>l
. §<4 §<Q j<Q -

Le théoréme 7 trouve son application dans 1'étude des puissances des nombres
cardinaux, qui appartiennent & un vaste systéme {R,(,)} défini par l'induction trans-
finie de la fagon suivante:

Nr(0) =Ny, Naati) = 2Rn(w), N,(a)..- }J N,,(g, pour tout o transjim de 24

| éspéce -

Les puissances de ces nombres jouissent de quelques propriétés rema.rquables
On peut notamment établir sans peine les théorémes suivants (la démonstration re-
pose partiellement sur le théoréme 7):

Théoréme 1. o dtant 0 ou un nombre de 1Ir¢ espéce,

1) 8 p<<n(e—1); on a N"ﬁ =g"(a);
2) & ﬂ>n(a—-1) on a N o =28,
Théoréme IL « dtant un nombre transﬁm de 2% espice,
o p<aE) oma Nt =npyi
2) 5 of (W) KA (o) on 0 R =P = s?;;'w 1)
3 nla
8) st § 2 n(a), on a R"8 =28,
. n(a)

1) Cette partie du théordme II présente la généralisation d'un théoréme de M. B a-
nach, qui a prouvé 'éxistence des ndmbres cardinaux transfinis DU et 1 remp]isnant les
conditions: M == 11 et WM™ == N™ (cf. W. Sierpinski. op. cit, p. 181). En particu-
lier, la foripu]e N:&)):—- N;‘ﬂ(w) résulte directement du théoréme de M. Banach.



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyeki

2me-partie résults de la 1re,

10 - A. Tarski:
Donc, en particulier:

‘ o
”_::(w) o 2:«“(“) — 8:”(‘*’)’ N::(Q) — Nn(.Q)’ a:;l(ﬂ) == 2 (8} o 8';7&(‘3)0

Le nombre Nuim) = N 4+ 2% 4~ 2’"‘“-{-—. .. présente un simple exemple d'un nom.
bre cardinal transfini ne satisfaisant pas A& la condition de M, Bernstein; on
a en effet: |

N N
N,,?,,,) >0, Na(wy

Le théoréme II permet de résoudre le probléme suivant :

WM, N, P et § dtant des nombres cardinauw, les conditions: M >N ot P>q
impliquent-elles toujours que M" > pq? |

La solution est négative. Posons, en effet: M= alw), N =P == Ny,
g ==No; on obtient:

M>N et P> g, malgré qu'en méme temps MM == 0,
Je veux attiver enfin I'attention an fait suivant, L'hypothése suivante 1

. quel que soit &, Nojq = Ve, ‘ .
Thypothése qu'on peut appeller: ,kypothise généralisde du continu® et dont nous
ne savons jusqu’id present, si elle est vraie ou fausse ou Dien indépendente des
axiomes de la Théorie des Ensembles, pormet de démontrer per une induction fa-
cile 1a proposition: '

quel que soit a, Ny, = Ne. ,

Dans cette hypothése les théorémes 1 et II concernent donec les puigsances des
nlephs quelconques et ils donnent Ja solution des plusieurs problémes que nous ne
savons resoudre jusqu'aujourd'hui, Ils permettent p. ex. d'établir les simples con-

-Qiﬁo;:s nécessaires ot suffisantes pour qu'on ait:

ou bien. pour que le nombre m remplisse la condition de M, Bernstein 2), En
particalier, on peut en conclure qu'aucun nombre N, avec lindice transfini de
2% espéce ne satisfait & cette condition, pourvu que & ne soit un nombre initial
régulier dgal 4 son indice (2= @y ==cf (w)) 9).

) M. Hausdorff envisage dans son ouvrage:  Grundelige einer Theoris
der geordneten Mengen (Math, Ann, 65, 1908, p. 494) I'hypothése suivante appelde
,.hypothése de Cantor sur les alephs™: 1):@ étant un nombre de 1% espice, on

a"'sa:_—)Eug; 2) « étant un nombre transfini de 9de 65péce, on a Mg == .Eug Or
§<uwy §<w g(a)

on peat démontrer que cette hypothése équivaut & hypothése du texte et que sa

i_:,_")_L"’gxigtence de tels nombrea ordinaux est fort douteuse, Cf. A, Schoenfli o8,
op, cit,, p, 341. S |
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§ 3. Les produits infinis des alephs.

" Les formules établies si-dessous sont analogues aux formules bien
connues concernant les sommes des suites transfinies des alephs:
@ étant un nombre transfini de 2clB espéce, on a

2=
<o |
@ étant un nombre ordinal quelconque, on a

Sh=n.

f==a

Théoreme 8. a édant un nombre transfini de 2% espice, on a
/o=
=

Démonstration. Supposons que notre théordme est faux, et
soit @ le plus petit nombre transfini de 2¢¢ espéce tel que Von ait:

) | ~ II Rg = N5

Soit
(2) a=2w"k, ol m est un nombre fini difiérent de O et 5>6,,,>0
pour“kgm
le dévéloppement du nombre & en polynome de w.
Le lemme 6 du § 2 implique que |
(8) m> 1,

puisque dans le cas contraire, en posant dans ce lemme o, = § et
f# = d,, on parviendrait & une formule qui contredit & (1).
Soit

@ ﬂmzm;-

kmm—1

on obtient facilement de (2), (3) et (4):

@) a=f+ o=lim (4§
o ‘ §<m 'm
(6) , f# est un nombre transfini de 2% espéce,

(7) o f <
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(8) o f = a,

car les indgalités: m>ﬂ et §-+7y>7 ne peuv.ent subsister
simultanément pour aucun couple de nombres transfinis 8 et y. '

Comme, conformément & notre hypothése, a est le plus petit
nombre transfini de 29¢ espdce vérifiant la formule (1), il résulte

de (6), (7) et (8): ‘
(9) J=x=%
§<p

Le lemme 6, si Yon y pose 0,=f~& §==0,, donne en raison
de (5): |

(10) /TSR
Om '

.

§<w
De. (5), (9) et (10) on déduit immédiatement: '
£<2 §<8  fculm

D'autre pa,rt, substituons dans I'énoncé du théoréme 1: 8 au lien
de @, w» au lieu de y et @ au lieu de Ny (ce qui est permis, puis-
que @ est un nombre transfini). On obtient selon (5):

(12) g\'z = Ng_l_wém = Ng .

Les formules (11) el (12) impliquent aussitot que‘

M=

fan

N,

ce qui coniredit évidlemment & (1). Notre supposition nous conduit

done & une contradiction, et il faut admettre que le théoréme 8
est vrad. |

- Corollaire 9. « dtant un nombre_ordinal positif, on a

)/ S
-

Démonstration. Pour appliquer leo principe de linduction

transfinie, observons que le corollaire est évident pour a¢==1 et
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qu'il est vrai, lorsque @ est un nombre arbitraire de 23 espece (dif-
férent de 0). On a, en effet, dans ce dernier cas en vertu du théo-

réme précédent:
=[x~ v
=« 3=

Il reste & prouver que tout nombre a1 vérifie la formule du
théoréme, pourvu que a la vérifie aussi. Supposons done que

(1) | _”Ng .= NE

£

[

On en conclut aussitot:

@) Je= [T = %
‘ £

: =1 :
La formule de recurrence de M. Hausdorff donne pour a

transfini;
(3) N:i} = N, Not13

on peut s'en convaincre directement que (3) reste vrai, lorsque a
®est un nombre fini. :
On obtient enfin sans peine, o étant fini ou non:

(@) ) ~ NE = NEF,

Les formules (2)—(4) impliquent immédiatement que

NE—}:-‘”NE ¢ q. f. d.

Le corollaire 9 est donc complétement démontre.
Pour terminer je veux poser ici le probléme suivant que je ne

sais pas résoudre: | |
Si a et B sont des nombres de 2“ espice et si a=lim gy, est-il

£<p
8 — 2
i
£ 8 .

vrai que

s
?«3«%

Le théoréme analogue concernant la somme des alephs est bien
connu, Le théoréme 8 ne présente qu'un cas particulier du théoréme
énoncé dans le probléme. Dans le lemme 7 j'ai. établi ledit théo-
rdme pour tout nombre § qui est une puissance de w. De plus,
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14. A. Tarski: Théorémes sur les alephs.

M. Hausdorff m'a obliggamment communiqué la démonstration

de ce théoréme pour um cas plus général, notamment pour tout 8

satisfaisant & la condition: si 8=y 4 d et 30, on a =4,
Observons enfin que la solution; positive du probléme posé ré-

" gulte du théordme suivant, qui me semble probable, bien que je ne

sais le démontrer:
a élant un nombre transfini de 2% espice, si cf (@) << B, on a

N:ﬁ e 2NIB . Nud(a)‘

Ce théoréme pourrait rerhplacer le théordme 3 dans le cas ol

¢ est de 2% espéce. ‘
Voici lexemple d'une tormule, qui résulte des deux théorémes
proposés et que je ne sais établir sans leur aide:

— — R
"’Q+m ” N 2™ Nwszm

§<Q+to




