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Sur un ensemble ouvert, tel que la somme de
toutes les drmtes qu'il contient est un ensemble
'~ non mesurable (B).

Otton Nikodym et Waclaw Sierpinski (Varsovie).

Le de ocette Note est de démos

~ ouvert (dans l'espace 2 3 dimensious), fel gue Penmsemble-somme de

rable (B). |

Soit E un ensemble {4) de M. Souslin linéaire donné,
4 lintérieur de lintervalie (0, 1) de l'axe 0z I exmhe,, comme |
sait, un ensemble plan H gqul est un Gy situé dans le carrd (
Iaxe Oz est E L’ensemble H pﬂﬂt étre évidemment
forme H= G, G, G5..., ot @, (n—-l,2,3, ..} sont des ensemble
ouverts, gitués dans Le carréd 0<z<1l, O0<y <1, atuﬂmqm
G; D) Gy D Gy )... Plagons ensemble H, ainsi que les ensem
G,, sur le plan z=1: I'ensemble E sera évidemment une projection
orthogonale de-l'ensemble H sur Faxe Oz

n étant un nombre naturel é, démgnous par S, l'ensembl

X pac dimen MB) PeReon

pmnt& d% S. t Ia née z’ tisfait & Vindgalité
ensemble de ‘wus las points (z, ¥, z) &5 ,.;.,,,&,-,‘e,.», tel
q%nze0<z<1 '"1<3'<1w‘3<1 On voit sans peine que 'en-
semble | |

) - U=R+4+ T+ T+ T+
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Soit ¥ Yensemble-somme de toutes les droites de l'espace, dont
tous les points appartiennent & U, et désignons par X I'ensemble
de tous les points de I'axe 0z. Nous prouverons que VX =F

Soit p (2,0, 0) un point donné quelconque de I'ensemble E. Il
résulte de la propriété de I'ensemble H qu'il existe un nombre réel
Yo, tel que le point ¢ (zy, yo, 1) appartient & H. Soit D la droite
passant par les points p et ¢: elle est évidemment perpendiculaire
a Paxe 0 Nous affirmons que D (C U. Soit D, la partie de D
formée de tous les points (z,y, 2) de D, tels que z<n: il suffira.
évidemment de prouver que D, (C U pour n=1, 2, 3,... Soit done
n un indice donmé. De ge H résulte que g& G,, et il s'ensuit de
la définition de l'ensemble S, que la droite pg fait partie de S,
done D (C 8.. Par conséquent (d'aprés les définitions de T, et D,):
D C T, et, d'aprés (1), & plus forte raison D, C U, e. q. f. d. Nous
avons ainsi démontré que D (C U, et parsuite que DC V. Or, nous.
avons pelD) et peX: done pe ¥V X 1I est ainsi démontré que

(@) ECVX

D’autre part, soit p un point de ensemble ¥ X. De peV et
de la définition de I'ensemble ¥ résulte qu'il existe une droite D U,

telle que pe D. Nous affirmons que la droite D est perpendiculaire

4 l'axe Ox. En effet, les points (z, y,2) des ensembles H et R sa-
tisfaisant & la condition 0 <<z < 1, il résulte sans peine de la dé-
inition de 'ensemble U que U, et, & plus forte raison la droite D,
¢t contenue enire les plans x =10 et z=1. Or, il est évident que
toute droite passant par I'axe Oz et contenue entre les plans z=0
et x — 1 est perpendiculaire 4 l'axe Oz.

Or. dela définition de Vensemble U résulte qué I'ensemblé de tous
les points communs & U et an plan z=0 est le rectangle (ouvert)
0<z<<l, —1 <y<C1:la droite D U ne peut done étre con-
tenue dans le plan 2=20. La droite D passant par le point p de
Oz et étant perpendiculaire 4 Oz, il en résulte qu'il existe pour
tout » natarel un point r, (z,, ¥., 2.) de la droite D, tel que z,>n.
Il sensuit done de DC U et de (1) que r,&(Toyu+ Ty +--2)
(puisque la eoordonnde 2 des points de l'ensemble R+ T, ...+ T,
est toujours <, et oz >=n): done r,e8,,; (puisque T, C &S, et
S C 8, pour ¥=1,23,...). 1l résulte done de la définition de-
Tensemble S,,, qu'il existe une droite contenue dans S.;;, passant

-par le Pomt 7. 8t par axe Oz et perpendiculaire & cet axe, et on
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voit tout de suite, qu'elle ne peut &tre différemte de D (puisquil
existe une seule droite passant par le point », et Paxe Oux, «
perpendiculaire & cet axe). Done D (C 8,,,, et 1l résulte de la déh-
nition de S,;,, que D rencontre I'ensemble G, ,, soit en le point [ .
Les points g, (n=1,2, 3....) sont donc des points de D situés dans
le plan z—1 (puisque les emsembles G, somt tous situés dans le
plan z=1): or, la droite D renconire évidemment le plaa :
dans un seul point g: nous avons donec g,,, —g¢, poura=1,23,...,
etil résultede g, ., e G etde H=G, G, Gy... (00 G, D) Gy ..)
que g& H La droite D reccontre done I'ensemble H; or, Pemse
ble E étant une projeetion orthogonale de l'emsemble H sur I'axe Oz,
la droite D étant perpendiculaire & cet axe, et p étant le point o D
rencontre 0 z, nous en concluons que pz E. Nous avons ainsi dé-
montré que I'hypothése p e ¥V X entraine: p e E, cest-i-dire que
VX(CE, ce qui donne, d'aprés (2), la formule ¥ X = E, e. q. £ 4.
Dans ie cas oit E est un emsemble {4) nom mesarable (B),
{et il existe, comme on saif, de tels emsembles E, situés a I'in-
ténenr de Vintervalle (0. 1)), ¥ est un ensemble non wmab&e (B}
autrement f’mmmh&@e E = ¥V X sersit mesura

plan, jouissant d’'ane propriéié ma&me, mais tsn atior
beancoup plaus compliquée.

toutes les dmn&s contennes dam un ensemble oun on, plus g
néralement, un ensemble G, de Pwpm i m> 1 dimensions
est toﬁjcm un ensemhf}e (4) (eeci n" a8 3 your }
sembles F)

contennes dans U. Soit T CU e mpmmm m U {w-mpmn M
umMammMeFﬁmpmmémT F,4-F, 4+ F,-4...
wF{u-—lﬂ& }mduewbkup&mmam&.

grmons yl.r 3“, msp. par F"’ due tous les points (x,y, z} de
‘ansemhie 3 ion 8 ) &.

1} Une satre démonstration se trouve ches 0, Nikodym, ce volume, p. 257.
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toutes les droites du plan z =z, paraliéles a la droife x =fcos z,, y =1sinz,,
. Z=12, et rencontrant l'ensemble F*, et posons Fi=23 P, (z), la sommation
g'étendant & tous les nombres réels 2. On démontre que les ensembles P, (n ==
=1, 2, 8,...) sont fermés: I'ensemble P =P, 4 P,}.,. est donc un F, Or, soit -
Q (%) I'ensemble-somme de toutes les droites du plan z =2, paralldles i la droite
r=fcesz,, y=ising, ==z et contenues dans l'ensemble U*, et posons
Q=23 ¢ {z}, la sommation s'étendant A tous les nombres réels 2, On voit sans
peine que ¢ = C P: donc @ est un G5. Or, on prouve sans difficulté que I'ensem-
ble V' est In projection de I'ensemble @ sur le plan 2=0. Donc, en tant que
. projection d'un Gy, ¥ est un ensemnle (4), e. q. f. d.






