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Sur les fonctions continues a un nombre dérivé

sommable.

Par
S. Saks (Varsovie).

1 Le but de cette Note est de donner des conditions suffisan-
tes et nécessaires pour quune fonction continue soit absclument
continme, respectivement & variation bornée. Les énoncés
qui vont suivre se rattachent en particulier & la question suivante
posée par M. Hahn & la fin de son oeuvre ,Theorie der rellen
Funktionen®: une fonclion continue e & variation bornée y = f (z}
faisant correspondre & chaque ensemble des valeurs z de mesure nulle
Uensemble des valeurs y de la méme mesure, est-elle nécessairement
absolument continue? La réponse affirmative découle immédiatement
de la théorie de la totalisation de M. Denjoy; récemment elle a été
prouvée directement, et par une voie élémentaire, par M. Banach 1),
Le théoréme 2 (§ 4) de la Note présente- fournit évidemment une
généralisation de ce résultat, la notion de-la fonetion & un nombre
dérivé sommable étant, d’aprés le théoréme classique, plus large
que celle de la fonction & variation bornée.

2. Soit = f (z) une fonction continue dans l'intervalle I=/a, b).
F étant un ensemble quelconque contenu dans cet intervalle, nous
désignerons par F ensemble des valeurs de z correspondant & z&F.

On dit que la jonction f(x) vérifie la condition (N) %), lorsque F
étant un ensemble parfait contenu dans I |F| = 0 entraine |[F|=0 3).

1} voir: Banach: ce volume, p. 225—236.

%) voir: Lusin. L'intégrale et la série irigonométrique, (en russe). Moscou.
1915. p. 109.

3} A étant un ensemble, |4 | désigne sa mesore {extérieure).
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Nous dirons qu'elle vérific la condition (N*), lorsqu'il existe wun
nombre M iel que, pour toule suite finie (Fy, Fy,..., F.(CI) des en-
sembles parfails disjoinis¥) et de mesure nulle, on a:

ZF<M

Fa}
On voit de suite que la condition (N) est plus restrictive que (N*).

On peat mettre 1z condition {N") sous des sutres formes qui squivalent i la
précédente; i savoir: {F.} ftant une suite gquslcongues (dénombrabls) des emsem-

bles parfeits, disjoints ¢t de W:Mﬁ,hté’icgi—i':} COmOErgE TETS WNE

salewr finis; ou hien: {F, < B} dant une décomposition guelcomque en des
WW’)MMWFCI&W%MM

mes 3 | F| sont bermdes umiformément.
- k]

3. Lemme, Z(z) étant un nombre dérivé *) d’une fonetion
continhe dans un intervalle I —(a, b), on a:

7 (=)

(1) fO—f@I< f12@)]ds+m(d)

-

m (I) désignant la borne supérieure des valenrs | F|, lorsque F est

un® ensemble parfait de mesure nulle contenu dans T et d'ailleurs

quelconque ¢). |
Démonstration: la proposition -

pas sommable, c.-i~d. lorsque |4(z}| dx = co. Nous pouvons done
supposer que lintégrale envisagée admet une valeur finie
Soit £ un nombre positif et d’aillenrs quelconque. Posons, pow

L et E= KL< ()< Lyl

abreger Véeriture: [ =

1) e~d-d, Fi{XF=0, pour ,k=1, ,....8 &t i:{:k

3 On appelle une portion d'un ensemble Hndaire F toute partie
semble contenue dans an intervalle guelcomga

3} On appelle 4 un nombre dérivé imédi d'ume fonctio

x,, lorsqu'il existe ume ‘suite {r.} temdamt vers z, et telle gue

tende vers A
‘3 l&m ftmme pm(l)m&pm &tre abaissée, I’égalité ayant heu dams le

de oot en-

m iz} en mn point
Jiza - fix,)
Ty =Xy

19+



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

292 S. Saks:

(=0,1,2,...). Soit enfin {O,} la suite des ensembles ouverts tels que:
(2) Ei < O-i:

od

3) S0 —E et

Yom]
Posons:
R=1I— 2°: E,
A(x) étant par hypothdse, sommable R est de mesure nulle.

Nous allons établir maintenant, par I'induction, une suite des in-
tervalles {d,} ouverts 1) et disjoints I'un & I'autre. Supposons pour
cela quon choisit déjh les p premiers de ces intervalles: 4d,, d,.... d,.
Désignons par 4, la collection de tous les intervalles ouverts ¢
jouissant des propriétés suivantes:

(4) une, au moins, des extrémités =,y de l’mtervalle 0 appar-
tient & un des ensembles FE, soit & E;

(5) E, établi d’aprés (4): 6 C O..
(6) @ —f)) <buld|=lq ly—=|.
(1) 6% 34, =0.

kel

Soit M, la borne supérieure des longueurs des intervalles ded,.
Nous determinons 4,,, de fagon que les conditions

(8) b284,, 2|6, > M,

A

~ soient vérifides, ce qui est évidemment possible. La smte {d.} est

ainsi établie par I'induction. Nous affirmons que
(9)

So—3s)=
Pour le prouver, supposons, par I'impossible, que (9) ne subsn-: |

ste pas. Soit:
§=30, —-2‘ d, — R.

L]

B étant de mesure nulle, on a, en vertu de notre hypethése:

[S]> 0.

) c.-a-d. des extrémités exclues.



| dante: 210,,;| < M, ce qui est contradictoire
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Il existe done, dans S, un point z qui en est un point de den-

sité; par conséquent, la densité de b d, est nulle & ee point. D’au-
Lol
tre part z n'appartenant pas & R, il est contenu dans un ensemble
E . O:. On peut done y faire correspondre un autre point y de
fagon que l'intervalle ouvert d=(z, y) satisfasse anx conditions {(4,5,6)
et que de plus: |
(10) 2id>‘<§a‘j<ga);
! Al

on peut encore choisir y de manitre gu'il n’appartie
des intervalles d,.
dans d. p ainsi établi, on voit que J satisfait
(7) et que, par suite, d 4,, done
M, > d|.
Or, d’aprés (10): 24,,,|<!d], done, en vertu

par suite, I'égalité (9).

Posons:
U=I—3 43
_ Bl
UC R + S est ensemble fermé et ﬁ’;&prh le précédent, de
en le noyau parfait F et

gure nulle. Soit F - N sa uu
ensemble ou dénombrable N. On a:

I= % d.+ F+ N.
Done, en tenant compte de la continuité de f(z) et de (B), (T),
(), (2) et (3):

) — F@< 2 L 104+ [Fi+ V|

(11)

—

< [ 1@\ ds+ |Fi+(F] + 2o

Or, N et
bre positif gz
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®) — r@I<_f 14(@)] do- |71

gﬁl(x)l dz -4 m (1).

o

ce qui prouve wnotre lemme.

4. Théoréme 1. Pour qu'ume fonction continue f(z) soit & va-
riation bornée dans un intervalle I=/a, b), il faut et il suffit qu'elle
y admette nn nombre dérivé A(z) sommable et quelle vérifie la condi-
tion (N). |

Démonstration: on conclut de suite d’aprés les propriétés bien
connues des fonctions & variation bornée, que les conditions de notre
théoréme sont nécessaires; nous nous bornons don¢ a4 démontrer

qu'elles sont, & la fois, suffisantes.

En effet, ces conditions vérifiées, soit [== EI (I, = (a, a,‘,H),'

k=l
@, = a, a,,; = b) une décomposition de l'intervalle I en un nombre
fini des intervalles n'empiétant pas. D’aprés la condition (N ), il
existe un nombre fixe M tel que pour chaque décomposition:

Sm (LMY,
k=1
done, dapres le lemme préecédént:
n x4
Sl - r@l< Y [l e+ Sty
P kw0 11y kw0

< [12@) d=+ M

ce qui prouve notre théoreme.

b. Théoréme 2. Pour qu'une fonction continue f(x) soit absolu-
ment continge, il faut et il suffit qu'elle admette un nombre dérivé
A(z) sommable et gu'elle satisfasse & la condition (N).

Démonstration: la nécessité des conditions énoncées dans
notre théoréme est bien connue; s'il s'agit de la réciproque, il suf-
fit de reprendre le raisonnement du § précédent en y posant M=0.

1} nous conservons le sens du symbole m () établi dans l’énoncé du lemmse
du § 3. ©



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur les fonctions conlinues 295

6. Nous terminerons cette Note par signaler quelques théordn
qui rentrent dans le méme ordre d’idéez et qui sont valables pour
transformations univoques des ensembles punctuelles situés dans les
espaces & un nombre quelconque de dimensions.

Soit notamment
(12) p=rpf
une telle ) transformation transformant un carré K situé, pour fixer

I'idée, dans le pla.n en un ensemble K.
erons le jacobien snpérmur'} J{p)ﬁm Bn poin
8l: 4, oh & désigne:

p la limite snpénemra de P'expressio:
carré quelconque contesant p et temda |
rons le sens tout-h-fait analogme & celui que noms y avoms attribué
dans les §§ précédents. |

L K| < [J(p)dp+m(E)

E

IL Je jacobien supérienr &ant fini en foul point p
m (K)=0.

La propositon (I} est mﬂw au lemme du § 8; elle fourni bie avee
(I}, une généralisstion & vn théordme de M. Lusin?) sar 3m m&mm d'une
fonction ou la dérivée s'aanmle. ‘ |

IIL pour que la transformation (12) s0il & variation bornée,

vement abmlumgnt Mmtmm ‘), d fawi of il mfﬁt qm'dl@

mf asse é la condition

s} €-#-d. anivoque, mais non nécessairement

7 Cf, Banach, L e p. 283,

'}Lulin,l,a.p. 105; of. snssi: 8aks, Fund. Math. t VI p. 111.
ronsultera eomvrage cité de H. Banach pour la définition de

suivantes ont lieu:

bimnivogue oo continu.






