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Sur les fonctions représentables analytiquement
et les ensembles de premidre catégorie.

Par

“" L] - » -
Casimir Kuratowski Varsovie).

La plupart de théordmes connus sur les limites des fonctions
continues et sur les fonctions ponctuellement diseontinues concer-
nent le cas ot I'argument r admet comme valeurs les éléments d'un
ensemble parfait ou, plus généralement, d'un ensemble qui en au-
cun point w'est de premidre catégorie sur lui-méme?) Jétudie dans
cette note le cas général ol les valeurs de z forment un ensemble
arbitraire 4 de points, | |

Je prouve d’abord que la limite d'une suite convergente de foue-
tions continues sur A est une fouction dont les points de disconti-
nuité forment un ensemble de premiére catégorie sur 4. Jappelle,
pour abréger les notations, les fonctions dont les points de discon-
tinuité forment un ensemble de premiére catégorie sur 4 ,fonetions
a@-continues sur A% Si 4 est un ensemble parfait, la notion de
fonetion a-continue coinecide avec celle de fonction ponctuelle-
ment discontinue (’est-d-dire: pantachiquement contirue). Notre
théordme constitue done une généralisation- de cet énoncé: si
S(&) = lim /,(z) et les f,(x) sont des fonctions continues pour

v 00
0], /(@) est ponctuellement dicontinue sur le segment Ol.
Outre les fonetions e-continues, j'examine les fonetions qui sont
continues Jorsqu'on néglige les ensembles de premiére catégorie.
Jappelle ces fonetions B-continues; ainsi une fonction f(x) est

) Cf ¥, Hansdoxff: Grundeige der Mengenlehre, Kap. IX, Leipzig Veit
1914, ¢, Carathéodory Vorlesungen iiber reglle Funktionen, Leipzig Teubner
1918, .1, Hahn: Theormo der reellen Funktionen I, Berlin Springer 1921.
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_continue sur A, il existe un ensemble B de premiére ca,tfégorie
sur A et tel que f(2) est continue sur 4 — B. On est conduit & I'étude
de ces fonetions par limportant théoréme de Baire, d’aprés lequel
chaque fonction représentable analytiquement est S-continue sur cha-
que ensemble parfait. | . ;

On voit aussitét que chaque fonetion a-continue est B-continue,
quel que soit lensemble des valeurs de l'argument z. Je prouve,
d'autre part, (théor. IV) que la limite d'une suite comvergente de
fonetions @ continues est f-continue et réciproquement: chaque fone-
tion f-continue est limite de fonctions a-continues. On em conclut
que chaque fonction de Baire définie sur un segment est limite
d’une suite de fonctions ponctuellement discontinues. Il en résulte
aussi que la condition -citée de Baire, nécessaire pour gu’'une fone-

tion soit représentable, peut &tre énoncée de cette fagon: pour cha-

que ensemhble parfait P il existe une suite de fone-
tions f,(zr) ponctuellementdiscontinues sur P qui con-
vergent vers f(z). |

Le corollaire III se rattache & un probléme publié dans les
Fundamenta 1):

On sait prouver Y'existence de fonctions qmi ne sont pas limites
de fonetions ponctuellement discontinues. Si lon décompose, par
exemple, le segment en deux ensembles A et B qui ne contiennent
aucun ensemble parfait et si 'on pose: f(z) =1 aux points de A
et f(z) = 0 dilleurs, la fonction f(x) p’est pas limite de fonctions

‘ponctuellement discontinues. .Or, on ne-sait pas jusqu'a présent d ¢é-

finir une telle décomposition individueélle, pas plus que I'on ne

- connait ancun exemple bien déterminé d'une fonetion n'étant pas.

limite de fonctions ponctuellement discontinues. Le probléme men-

‘tionné consiste 4 en donner un exemple effectif.

Je.ne donne pas de solution directe de ce probléme. Mais je
prouve qu'une fonetion qui lui réponde ne saurait étre représentable
analytiquement; et méme: elle ne pourrait étre B-continue. Or, on
n'a pas réussi jusqu'a présent 4 définir une fonction dont on sache
prouver qu'elle n'est pas f-continue,

- Dans le N° 3 je m'occupe des images des fonctions f(x)
de variable réelle, c'est--dire des ensembles de points de la forme
[z, f(z)]. Je prouve que limage d'une fonction @-continme est deé

1) Vol. 1, probleme 10 des MM. Feldstein et Sierpinski.



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

 Fonctions représentables analytiquement 77

prémiére gatégorie dans le plan. Done, en particulier, I'image d’une
f.onctfon de Baf're est de Hremiére catégorie, bien qu'il existe des
fonctions dont l'image ne soit pas de premitre catégorie. Je prouve,
d'autre part, que le complémentaire de I'image d’une fonetion, quelle
quelle soit, n'est jamais de premitre catégorie dans le plan.

1. Un enwemble 4 est dit non dense dans B, lorsqu’il n'est
dense dans aucun ensemble ouvert dans B. Autrement dit: lorsque

B—AB7D)B, X désignant I'ensemble composé de X et de ses points
limites. Une somme d’une infinité dénombrable d’ensemblés non
denses dans B est dite de premidre catégorie dans B Llen-
somble 4 est dit de premiére catégorie sur B au point p, il
existe un entourage de p (relatif & A) qui est de premitre catégorie
sur B | ‘

Définition. J'appelle un ensemble normal, s'il n est en aucun point
de premiére catégorie sur lui-méme. |

D’aprés un théordme de Baire, chaque ensemble fermé est
normal. Plus généralement, chaque ensemble G, (Cest-a-dire, le -
produit d’une infinité dénombrable d’ensembles ouverts) est normal.
Par contre, les ensembles F), (sommes d'une infinité dénombrable-
d’ensembles fermés) peuvent &tre de premidre catégorie sur eux-
mémes; tel est, par exemple, 'ensemble de nombres rationnels.

4 é&tant un ensemble arbitraire, soit P(4) l'ensemble de tous
les points de 4 ol 4 est de premiére catégorie sur lui-méme. L'en-
semble P(4) est de premiére catégorie sur A; car on peut déter-
miner une suite dénombrable d'entourages relatifs & A qui renfer-
ment tous les points de P(4) et qui sont tous de premiére catégo-
rie sur 4. Ces entourages étant ouverts dans 4, l'ensemble P(4)
est également ouvert dans 4.

Posons R(4)= P(4) X 4 et S(4)=4 — E(4). Je dis que la
formule | . I
(1) - A=RA) + 54)

représente une décomposition de 4 en deux ensem-
blesdontlun est de premidrecatégoriesur 4 etlautre
v'est en aucun point de premiere catégorie sur A
L'ensemble S(4) est done un ensemble normal ouvert

dans 4. : :
En effet, Yensemble R(d) ne differe de P(4) que par la fron-
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tidre (relative a d) de P(A) et, P(4) étant ouvert dans A, sa fron-

tire est non dense dans A4 1). Par conséquent, R{4) est de pre-

‘miére catégorie sur A,

Soit, d’antre part, » un pomt de S(A) et & un entourage de »
relatif & S(4). Supposons que E soit de premiére catégorie sur A.,
Or, l'ensemble E -+ R(4) étant un entourage de p relatif & 4 et
R(A) étant de premiére catégorie sur 4, Iensemble £+ R(4) serait
aussi de premitre catégorie sur A. Mais alors l'ensemble A serait
au point p de premidre catégorie sur soi-méme et p appartiendrait
4 P(A), contrairement & I'’hypothése. J1 est done établi que S(4)
n'est en aucun point de premiére catégorie sur 4. On en conclut
qve S(4) est normal et — comme R{A) est par définition fermé
dans 4 — lensemble -S(A4) est ouvert dans A.

2. Les fonctions considérées dans ce NU seront supposées définies
sur un ensemble 4 de points tout & fait arbitraire. Nous allons
généraliser d’abord un lemme qui fut établi par M. Hausdorff?)
dans I'hypothése que A est un ensemble -Gy.

Etant donnée une suite convergente vers f(x) de fonctmns 7u(x)
continues sur un ensembple 4, on dit qu'un point p de 4 est un
point de convergence unlforme lorsquil existe pour chaque
6> 0 un entourage Ej , de p relatif &4 4 et un nombre naturel
nd , tels que les conditions n >n; , et xeEjy % entrainent l'inéga-
—F@) < 4.

Nous allons prouver que lensemble Z de points de con-
vergence non-uniforme est de premlére catégorie

sur 4.

Posons: D, = l'ensemble de points p pour lesquels il existe un

tel entourage £; relatif & 4 et un tel ns  que les conditions

m? m! P

n>n: et xeL’[ entrainent

m' ¥ e

(2) -‘ o Ifn(,r)—-f( \<——

12

1} La frontidre de F relative b A c'est lensemble PAA — P. Si P est oy-

- vert dans 4, sa frontitre y est non dense. Voir mon article: " Sur Vopération A
 de U Analysis Sttus, Fund Math. III,. p, 187 '

Y L, c. p. 388, 1V,
3) xel vent dire: 2 est &lément de .
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Evidemment, 'ensemble des points de convergence uniforme =

= ﬂl) Done Z = V(A D,) et, en tenant compte de la décom-

m=1 me=]

position (1), on a

; -y
Z C R(4) + 2 (8(4)— D).

L'ensemble R(A4) étant de premiere catégorie sur A4, il sagit de
prouver que chaque ensemble S(4) — D, est non dense sur S(4),
I'ensemble ;S(A) étant supposé non vide.
~ Supposons, par contre, qu'il existe un m tel que l'ensemble C=
= S(4) — D,, - ne soit pas nou dense dans S (4). L'ensemble D, étant,
par définition, ouvert dans 4 done daps S(A4). ceci revient & dire
que C contient un ensemble B ouvert dans S(4).

Désignons ‘par B, l'ensemble de tous les pomts z de B -pour

- lesquels lméo'ahté 2% > k entraine

@) A — @ <4

- La suite des f,(x) étant convergente On a

(4) —-~2B
o k=1 .

Or T'ensemble B — comme ouvert dans 'ensemble normal S(4) —

est également riormal et comme la formule (4) représente une dé-

composition de B en une infinité dénombrable d’ensembles, on conelut

qu'un d'eux, soit' B,, n'est pas non dense sur B. Soit dope D un

sdus-ensemble_ (non vide) ouvert dans B et tel que B, est dense daos D.
D étant ouvert dans B, B dans S(4) et S(4) dans 4, D est

ouvert dans 4. Or, D -étant un entourage relatif 4 4. de chaque

point peD, il suffit pour arriver & la contradiction demandée, de
prouver que les conditions » >k et xeD entrainent l'inégalité (2)
done la formule peD,, (contrairement & 1’hypothese que peD(C.C=
= 3(4) — D,).

Posons done: n >k et zel). Il existe un i >k tel que ,

® |ﬁ(x>——f(w>|.<m'
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En vertu de la continuité des fonetions J.(z) sur A done sur D,

4 chaque couple #,4 correspond un ensemble 0, , ouvert dans D
et tel que

® - L@|<gn o Ve —A)] <

quel que soit le point 2 de C,

Les inégalités (6) subsistent donc en particulier, pour des valeurs
de z appartenant & I'ensemble B,, puisque cet ensemble est dense
dans D), done dans O,,,, On a. pour ces z, en vertu de (3):

(7) S8 — 1| < —}— ot |/{z) — /)| <3 .l

La formule (2) se déduit des inégalités (), (6) et (7). C. Q. F. D.

En chaque point de convergence uniforme la fonction J{x) est
continue !). On a, par conséquent, le
- Théoréme I?). La limite de fonctions continues sur A est a-con-
tinue sur A.

D'autre part on prouve sans peine le

Théoréme II. Chaque fonction continue est a-continue et chaque
fonction * a-continue est B- eontmue, quel que soit Uensemble A des va-
leurs de son argument.

Ceci établi nous allons démontrer les théordmes suivants.

Théoréme III. La limite de Jonctians f-continues sur A est B-con-
tinue sur A.

Démonstratlon Smtf(a:)-—-hmf(m) et soit C,. G,,... C

noeve
Ne=00

‘une suite d’ensembles de premitre catégorie sur A tels que f,(z)

est continue sur 4 — C.. Par eonséquent toutes les fonetions f,(z)

sont contmues sur 1’ensemble B—=—4-— 20 On en conclut, en vertu

n=l

du th. I, que leur limite f(x) est a- continue sur B, donc (théor. II)
B-continue sur B, Or, la différence 4 — B étant de premiére caté-
gorie sur A, f(z) est B-continue sur A.
Théoréme IV. Pour qu'une fonction soit limite de fonctions a-con-
tinues sur A, il faut et il suffit quelle soit B-comtinue sur A.
Démonstratlon En vertu des théordmes II et III la condi-

') Cet énoncé est une généralisation d'un théoréme de C. Arzéla, Voir:
Hausdorff. L e, p. 386.

*) Ce théoréme a été proposé par M. Sierpinski.
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tion est nécessaire. Nous allons - prouver qu'elle est suffisante. Soient
done f(z) une fonetion B-continue sur A, B un sous-ensemble de
premiére catégorie sur 4 tel que f(z) soit continue sur 4—B On

a B=J3B,, ol les ensembles B, sont non denses dans A et B, C

=1

B;(C...B,C... Par conséquent, les ensembles fermés B, sont aussi
non denses dans A. Posons

(= A --jﬁn.

nua]
La fonction f(«) étant continue sur 4 — B, elle l'est, & plus
forte raison, sur C.
Envisageons la déecomposition (1) du N° 1. Llensemble S(4)
v'étant en aucun point de premidre catégorie sur A et l'ensemble

EB €tant de premiére ua.tégorle sur ‘4, aueun ensemble ouvert

real

dans S(A) n'est contenu dans Z'B Autrement dit, 'ensemble CX S(4)

raml

est dense dans S(4). Il existe done pour chaque point x de S(A4)
une suite de points {z,} de C X S(4) telle que

(8) : z=1lim z,,.

meco

Posons, pour un # donné, ,
19 f.(x) == f(r) lorsque x appartient & l'ensemble
D,=CX 8(4)+ B, X 4 + R(A),
°: lorsque = appartient & 4 — D,, deux cas sont possibles. Si.
lon peut assujettir la sulte (8) & la condition que les valeurs f(z,)
convergent, soit f,(r) = lim f(,)!). Dans le cas contraire (ce qui
ne peut avoir lieu que lorsque f(z) est non bornée), la valeur de
JS{(z) est arbitraire. |
Je dis que les fonctions f,(z) ainsi définies convergent vers f(z)
et sont a-continues sur. A4,
La convergence des f,(z) résulte des formules

BACBAC..BAC...

4 =an .

") Le choix de la valeur fi(z), avee 2 et n fixes, peut dtre effectud d'une
fagon bien déterminée, car l'ensemble de tons les f,(x) possibles est fermsé.

Fundamenta Mathematicae V. ' 6
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Pour prouver que f,(x) est a-continue sur A4 il suffit d'établir

la continuité de f,(x) en chaque point p de C X S(A). |
Draprés 19, f,(p) = f(p). Or, soit > 0; il s'agit de trouver un
entonrage E de p dans A tel que l'on ait

(9) |£x) — fp)| << O

quel que soit z de E
La fonetion f(x) étant par hypothése coutinue sur C, 11 existe

pour p un entourage f relatif & A tel que

(10) - [ f@) =) )< 6
quel que soit » de E X C.

- Les ensembles B, X A et R(4) étant fermés dans 4. on peut
assujettir l'entourage £ 3 la condition

E X (Bd + R(d) =

Or, si & est u.n“poi'nt de D,, la formule (9) est vérifice selon 1° et

{10). Soit donc z un point de BE— D, et soit {z,} une suite extraite

de £ X € X S(4), satisfaisant & (8); D'aprés (10) on a done

(11 | |l —Fp)| < 8.
On peut donc extraire de {f(x,)} une suite convergeute, ce qui
donne, en vertu de 29 et (11), la formule (9) C. Q F. D.

En s'appuyant sur la définition des fonctions de Baire?), on
tire' des théorémes II et IV.le
Corollaire L. Chague fonction de Baire définie sur un ensemble A

est B-continue sur A. Elle est également B-continue sur chaque sous-
ensemble X de A?). - ‘
~ Passons & présent au cas od A4 est un ensemble normal Dzms

1} Par définition, la classe de fonctlons de Baire (on do fonctions re pré-
semahles) est Ia plas petite classe contenant les fonctions continues ot oy li-
mites de suites convergentes de fonmetions qui lui apparticnnent.

*} Ce corollaire, qui fournit uné condition nécessaire pour yu'une fonction
soit représentable, présente une généralisation d’un théoréme bien conun de Baire,
énoncé dans 1hypothese que X-et 4 sont des cnsembles parfaita, Baire consi-
dérait anssi, au lieu des fonctions g- continnes, Jes fonctions qui sont ,.punctuvlle-
ment dlscont;mueux lorsyu’on néglige les cnsembles de premiére eatégorie sur X,
On prouve sans peine que notrc condition et celle de Baire sont dquivalentes,
11 en est de méme du corolluire Il pour le cas d‘ensembles noimaux,
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cette hypothése les notions de fonctions a-continues et de fonetions
ponctuellement discontinues cotneident (il est, d'ailleurs, aisé de voir
que la classe d’ensembles normaux est 1a plus grande classe
pour laquelle ces deux notions coincident) Le théoréme IV donne
done le | |

Corollaire . II. FPoyr qil'une fonction soit f-continue sur un ensem-.

 ble normal A. il faut et il suffit quelle soit limite de fonctions ponc-
tuellement discontinues sur A. '

D’aprés le corollaire T on a le

Corollaire III, Chague fonction f(x) de Baire défumie sur wun en-
semble normal ast limite de fonctions ponctuellement discontinues sur A.
Plus généralement: X dtant un sous ensemble normal arbitraire de A,
J(x) est limate de fonctions ponctuellement discontinues sur A.

3. Soit f(x) une fonction réelle de variable réelle. Jappelle
image de f(z A)') l'ensemble plan de points [z, f(z)], x admettant

. toutes les valeurs-éléments de 4.

Remerquons d'abord que.
(12) Si f(#) est ponctuellement discontinue sur A,
limage [ de f(x A) est non dense dans le plan. '
Supposons, par contre, que I'ensemble I soit dense dans un carré
K a cotés verlicaux z==ag, et x=1,+0 Soit z, un point de con-

tinuité de f(x) situé entre @, et x, + 0. On peut donc entourer

z, d'un intervalle al assex petit pour que les valeurs de f(z) ne

difféerent dans cette intervalle que de <5 [ ne peut donc &tre

dense dans K. . o
On en conclut que l'image d’vne limite de fonctions continues
(c’est & dire d’une fonction de classe | de Baire), définies sur un
segment est non dense dans le plan. o o
(13) Si 4 est non denseé (dans laxe X), limage I de

- f(z|A) est non dense-(dans le plan).

Car entre chaques deux points de [ on peut interposer une
bande verticale qui ne contient aucun point de A4, donc de /.

On déduit immédiatement de. (12) et (13) le

Théoreme V. L'image d'une fonction f-continue sur A est de
premiére catégorie dans le plan Il en est de méme de toute fonction
de Baire. B

1) Cf Hausdorff, L cit. p. 3b8.
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Théoréme VI. L’ensemble complémentaire d'une image de ,/‘bnatzaﬁ

‘west en aucun point de premiére catégorie dans le plan.

Démonstration. Soit C le complémentaire de I'image d'une
fonction f(z) et supposons yue (' soit de premitre catégorie dans
un carré K 4 cbtés horizontaux rvationnels y =y, ot y = y: + L
On a done

%
(14) KX CSZ,NM

nwa)
les ensembles N, étunt non denses (dans le plan).

Envisageons I'ensemble dénombrable de droites y == r. oil » est
variable rationnelle variant de y, & v, + [ Chaque couple de ces
droites découpe dans le carré K un rectangle. Désignons puar P,
P,,... P,,... la suite de tous ces rectangles.

Par conséquent K — EP,,, et, selon (14):
m=l

V_ ) r
/% c_Z‘z,,, X N,.
m n==]
Soit - S, le segment & abscisse .z et y, <y <y, +1 Soit S, K. Conve-
nons que F, désigne 'ensemble composé du point [x, f(x)], si ce point
est situé dans K, et que F, = 0 dans le cas contraire. On a, d'aprés (14):

. 00
(15) S =F+0XS,=F+ IN X &.

‘ ' . B nes |

" La formule (15) représente une décomposition du segment S, en
une infinité dénombrable d’ensembles. Le segment dtant un ensen-
ble normal, un de ces ensembles, soit N, X S, n'est pas non-
dense sur S,. Il existe done, pour chaque x, un m, tel que

l anx SwJ‘[)ma_ X Sx'

‘Désignons, en général, par R, , lensemble de tous los m pour
lesquels

(16) N XEDP XA

; Rddésignant le segment, qui est la projection du carré K sur
axe des z, on a

=]

(17 B = 'R,

mynm}
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L 'formule (17) représente une décomposition du segment R
‘en une infinité dénombrable d’ensembles, Par conséquent, un d’eux,
soit R, ., est dense dans un segment. Soit =, <Kr<{1, ‘(:,e segmem;
et soit @ la partie du rectangle P, situde entre les d;'oites r=umx,

et x=ux,.

. N " h .
Comme lensemble R,,, est dense sur le segment (z,,z,) et

comme c%mque segment £, S,, pour zeR,,, satisfait (selon (16))
a linclusion .

P’"D Sx C N:In S-T C ,-N:

ng s

on a

v - QCR‘M

~ce qui prouve que N, est dense dans le rectangle ), contrairement
4 la définition des N,. |

Corollaire. Si lUimage I dune fonction est un ensemble Gy, I est
non-dense dans le plan. ‘ | |

En effet, il n’en était pas ainsi, il y aurait un carré X dans
lequel I serait dense. Mais alors, 'ensemble K —1I serait un ensem-
ble I, sans poinls intérieurs, donc un ensemble de premicre caté-

‘gorie dans le plan. Ainsi, l'ensemble complémentaire de I serait,
~aux points intérieurs de K, de premitre catégorie dans le plan,

contrairement au théordme établi tout i-I'heure.

Remartlue. 1} importe d¢ remarquer que la propriété des images d’étre de

‘premidre catégorie dans lo plan, propriété commune i toutes les fonctions g-con-
tinoes, péut 8tre en défaunt, lorsqu'il s'agit des fonctions tout & fait arbitraires.

Lo raisonnement qui va suivre, dit 4 MM. Sierpinski et Zalewasser,
prouve l'existence des fonctions mesurables (au sens de Lebesgue) dont l'image

n'est pas de premiére catégorie, :

‘Boit sur le segment 0, 1, 4 un ensemble F, de mesure 1 sans points inté-
riours. Rangoons I'ensemble complémentaire B de 4 en une suite iransfinie

by byyeor bgrine (@ < L),
‘-'Qc‘désigmmt le plus petit nombre transfini de la puissance du continu.
ﬁoit
18) - Py Py Py | (e<90

o suite de tous les ensembles plans purfaits; dont la projection sur Yaxe des x

coytient (‘élérnenta de B. | .
Posons f(w: == () aux points z de A4 et soit
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10: {B,, f{b ) un point da premier cnsemble. de la suite (18) ayant un point

g abscisse b, ; .

2% {(by f(be)) un point du premier onsemble de la suite {18) ayant ux paint
& abscisse b, et dont amcun point n'a pas été choisi auparavant,

La fonction f(z) aingi définic est mesurable. Son image I n'est pus de pre-
miére catégorie dans le. plan, car sl en dtait ainsi, I'ensemble Z composé de / et
des droites verticales & abscisses extraites de A serait également.de promiére cardégo-
rie. Mais-il existerait alors un ensemble parfait I’ tel que PZ = 0 ot que la pro,
jection de P sur I'axe des 2 contiendrait 2% points de B. Llensomble P serait
donc un terme de lu smite (18) et, par définition de f(z), un point: de P scrail
éflément de I, donc de Z, ce qui contredit I'égalité .PZ = Q. :






