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Sur quelques théorémes qui équivalent 3 Faxiome
du choix.
Par

Alfred Tajtelba"um-Tar_ski (Varsovie).

Je me propose dans cette Note d’établir que Paziome du choiz
de M. Zermelo équivaut & chacun des sept théorémes suivants:
m, n, P, q €lant des nombres cardinaux transfinis 1),

1L ‘ C om.n=m +on

IL | ' m=m?;

I11. % md= n4onam=n:
Iv. st m<netp<<gomam+tp<ntg;
Iv’. st m<net p<<g onam.p<n.g
V. sim+p<<n+p omamn;
\iS sim.pn.p onam<n

La démonstration sera basée sur le systéme d’axiomes de M. Zer-
melo, Vaxiome dwu choiz étant naturellement exclu 2); j'ajoute cepen-
dant & ces axiomes deux axiomes suivants qui introduisent la notion

- du nombre cardinal:

1. A tout ensemble correspond un objet qui est son nombre cardinal.
2. Powr que deux ensembles quelconques soient de la méme puis-
sance, il faut et il suffit quil ledr corresponde le méme nombre cardinal.
On sait que l'axziome du choiz équivaut au théoréme connu de
M. Zermelo, d’aprés lequel tout ensemble peut &tre bien ordonné ?).

1) .("est-A-dire les nombres cardinaux qui correspondent aux ensembles infinis.

) E. Zermelo: Untersuchungen wber die Grundlagen der Mengenlchre,
Mathematische Annalen 66, 1909, p. 261 281. L’axiome de Vinfini ne joue pas
un rdle essentiel dans nos raisonnements.

) Cf. ' W. Biorpinski: Zarys teorji mnogoscs (E'lements de la Théorie des

Ensembles), Warezawu 1923 (en polonais), p. 190.
| : 10*
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Si l'on appelle alephs les nombres cardinaux correspondants aux en-
sembles infinis qui peuvent étre bien ordonnés, ce théoréme 'énonce
de la facon suivante: '

4. Tout mombre cardinal transfini est un aleph.

Ainsi le but de cette Note consiste & prouver 1'équivalence de
la proposition Z & chacune des propositions I-—V’. 1l est déja connu,
d'ailleurs, que les propositions I—V’ résultent de Z, puisque tous
les alephs remplissent les conditions exprimées dans,cea proposi-
tions1); c'est pourquoi je me ‘borne dans la suite & démontrer

Yimplication inverse,
Le théordme de M. Hartogs?) daprés lequel & tout ensemble

"‘A‘ correspond un ensemble bien ordonné. dont la puissance n'est

ni inférieure ni égale & celle de 4, joue un role essentiel dans nos
raisonnements. M, Sierpidski ‘a cbservé que ce théoréme impli-
que le corollaire suivant 5):;

8. A toist. nombre cardinal m correspond un aleph, ®(m), qui

-west mi plus grand ni plus petit que m.

~ Je passe & prouver que la proposition Z résulte de chacune des
propositions I—V’. Je vais établir au préalable le suivant: |
- Lemme 1. wm édtant un nombre- cardinal transfini et R un aleph,
sim.R=m~+R on am=x ou bien mRY)
Démonstration. Soient M et A des ensembles qui satisfont
aux conditions: .

w | M =m?),

(2) 4 = x.

On peut admettre que M et A n'ont pas d'éléments communs ):

') Of. par exemple W. Sierpiniski, op. eit, p 191192,

N F. Hartogst Ueber das Problem der Wohlordnung, Math. Ann. 76,
1914, p. 436 —443. ‘

) W. Bierpiriski:. Les ewemples effectifs et lUaxiome du choiz, Fund.
Math. II, 1921, p. 118, Le théoréme de M. Hartogs et le corollaire de M, Bier-

pifiski sont établis sans faire appel & I'axiome du choix.

‘) Le théoréme analogue au lemme 1 a été énoncé par M. Bernmstein
(Untersuchungen aus der Mengenlehre Math, Annal, 61, 1905), mais d'une fagon
plus générale, concernant les  nombres cardinaux transfinis quelconques. Cependant
nous ne savons pas démontrer ce théordme sans I'aide ‘de Paxiome du choix. Cf,
A, Schdnflies, Hntwickelung der Mengenlehre und shrer Anwendungen, Leipzig
und Berlin 1913, p. 47.

% Par ,M* je vais désigner le nombre cardinal corresponda.nt 4 l'ensemble M.

“} Cf. E Zermelo, op. eit.,, p. 270.
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(3) MX A=0;

ensemble A4 est supposé bien ordonné.

Soit P l'ensemble de toutes les paires (m, a) composées d'un
élément m de M et d'un élément a de A. Conformément - la dé-
finition du prodult des nombres cardinaux et  Phypothése du lemme,
on a

(4) . P=m.N=m+N

I1 résulte de (4) Yexistence de deux ‘sous-emsembles M et 4,
de P qui vérifient les formules:

() P=M, + 4,,
(6) , M, X 4,=0,
(7) ‘ j.z:l:: m,
(8) A4, =r.

Deux cas ce se présentent maintenant:
101l existe un tel élément m, de M que pour tout élément
a de A:
(mq, a)e M,
ou bien 2° pour tout élément m de M .l existe au woins un tel
élément @ de A4 que la paire (m, a) n'appartient pas & M. dome

‘que l'on a, selon (B) et (6):

(m. a)eA,.

P

Au premler cas, soit A, ensemble de toutes les paires (ml, a).

On obtlent évidemment

9 4, C My,
(10) | A=
Les formules (9) et (10) impliquent. en vertu de-(?) et (7), que
m>=r

Au deuxiéme cas, désignons par @(m) I'élément a de 4 qui

remplit la- condition:
(m, a)ed,

et qui précéde par rapport i Yordre étshli dans A tous lés autres

éléments de 4 remplissant ]Ja méme condition; l'existence d'un tel

élément résulte ‘de la déﬁmtlon du bon ordre. Soit M lensemble
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de toutes Ies paires (m, q:(m)), m appartenant & M. On a alors:
(11) | - M, C 4,,
(12) - _ M, = M.
On conelut de (11) et (12), selon (1) et (8), que
m<oN. | |
On obtient donec en tout cas:
m>>x ou bien MR, e. q. f. d.

Théoréme 1. La proposition L résulte de la proposition 1.

Démonstration. Envisageons un nombre cardinal transfini m;
soit ®(m) l'aleph qui corréspond & m conformement au théoréme §.
En appliquant & ces nombres cardinaux la proposition I, on obtient:

M. R = m + R(m),
d'ol, en vertu du lemme établi tout a-I'heure,
‘mz2=r(m) ou bien m<Tr(m).
Or, suivant le théorsme 8 chacune de ces formules implique:

m = R(m),

de sorte que m est un. aleph.
Nous avons done établi que la proposmon Z, d’apres laquelle
tout nombre cardinal tranpfini est un aleph, résulte de la proposi-

tion' I, e. q. £ d.

Lemme 2. La proposztwn I résulte de la proposition I1.
Démonstration !). Soient m et n des nombres cardinaux trans-
finis quelconques. En appliquant la proposition II, on obtient:

(1) \ | | m* ="m.
@) | | nr=ny,
(3) | (m4n)? = m + n.

Op a aussi, en vertu des théorémes généraux concernant les
nombres cardmaux

4 . C mtn)r=m42.m.n+ 2

) L'idée de cette démonstration est dde i M. Bernstein (op. cit.)
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Toutes ces formules, (1) —(4), donnent:

(5) m+n=m+2.m.n+n,
d’ot1 1)
(6) ma<2.nm.asm+2. m.n+n=m-+n

D'autre part, on peut établir (sans l'aide de l'awiome du choix)

la formule suivante;

(1) mAn<Sm.n?)
De (6) et (7) on conclut aussitt que
m.n=m-n, c. q. f. d

Le théoréme 1 et le lemme 2 implique immédiatement le suivant.
Théordéme 2. La proposition Z résulte de la proposition II.
Je passe 4 démontrer le |
Théoréme 3. La proposition & résulte de la proposition IIL.
Démonstration m étant un nombre cardinal transfini arbi-

traire, pososons:

(1) ‘ n=m |
(2) | =n-+ R(II),
@) , q=n.x8n).
On obtient de (1):
(4) : - ont= ‘(m"")?:: 11'["""2 = m" == 1,
d’ot, selon (2): -
®) pr=[n+ RO =n? + 2. 0. R(W) + w(n) =

C=u4n. 2. 8]+ &) = [0+ R@)] +n. xn).
De la formule: | ‘ ‘
(6) | n4rm<<n ’m
on conclut que »
(7 n.orm) << [n4x@] +n. kMy<<n.x®m) +n. ()=
—n. 2.k =n.k@),

1) En raison de la formuls générale: gm 4 n. Cf. W. Sierpifski,
Zarys teorjt mnogoses p. 73. , B ,

‘%) Cf, W. Sierpinski, op. cit, p. 74, ou cette formule est établie pour les
nombres cardinaux correspondant aux ensembles infinis dans le sens de Dedekind.

. D'ailleurs on peut démontrer cette formule pour les nombles transfinis quelconqued.
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Les formules (5) et (8) donnent l'identité:

(9) pt=1n.x8(n)
De (3), (4) et (9) on conclut aussitdt:
10)  gr=[n.x(W]t=nt. () =n.x(n) = p*

En appliquant aux nombres cardinaux p et ¢ la proposition III,
on obtient, selon (10):

(11) q=p,
done, en vertu de (2) et (3):
(12) n+4 8m)=n x(n).

Cetle formule entraine, conformément au lemme 1, que

(13) | n<<w(n) ou nz=x(n)

ce qui implique, en raison du théoréme S, l'égalité:
(14) n=x&(n).

En d'autres termes, n est un aleph.
Mais comme, selon (1),

(15) mson

et comme tout nombre cardinal trantsfinl. qui est plus petit quun
aleph, est un aleph aussil), on conclut finalement, suivant (14) et (15),
que m est un aleph.

Nous avons donc établi, & l'aide de la proposition IIL. que tout
nombre cardinal transfini est un aleph, c. q. f. d.

Théoréme 4. La proposition T résulte de la proposition IV,

Démonstration. Envisageons un nombre cardinal transfini
m et posons:

(1) : n=1m.R,
On obtient aussitot:
(2) 2.n=2.m.8=m.[2. 8] =m.8 =,
On a évidemment:
- (3) | n<gn + R
et ‘
(4) . R <n 4 r(n)

1) Cf. W. Sierpifnski, op, eit, p, 178.
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Les inégalités
n<n-+ x(n)

R() <m + x(n)
ne peuvent subsister simultanément.
formément & la proposition 1V:

n 4 r(n) << [11+x(n)] +n4+xm)=2.n42. x(n),
d'oti, selon (2),

et
Elles donnent, en effet, con-
R (M) <1+ x(n),

ce qui est évidemment absurde.
Il faut done poser, en vertu de (3) et (4):

(5) n=n + x(n)
ou bien -
(6) | N(n) =n + x(n).

De (4) et (5) on conclut immédiatement que
(1) *(m)<n,
tandis que les formules (3) et (6) entrainent:
(8) | < x(n).

Chacune des conditions (7) et (8) implique, selon le théoréme §,
Videntité:
(9) n = R(n);
en d’'autres termes, n est un aleph.

On a, en vertu de (1):
(10) | m<<n

Les formules (9) et (10) entralnent aussitét') que m est un aleph
aussi, Done tout nombre cardinal transfini est un aleph, e. q. f. d.
Théoréme 5. La proposition Z résulte de la. proposition 1V'.

La démonstration est tout & fait analogue 4 celle du théoréme

précédent. Il faut seulement poser:

n= mre
au lien de
n=m.¥,
ot établir ensuite la formule:
n==n?

1) Comparer & la note précédente.
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n=2.n.

Théoréme 6. La proposition L résulte de la proposition V.
Démonstration. m étant un nombre cardinal transfini quel-
conque, on a manifestement:

(1) | x(m) <m + 8 (m).
Nous allons démontrer que linégalité:
(2) N(m) <m + s(m)

conduit. & une contradiction.
En effet, la formule (2) entraine

3) R = (1) + X0 <1+ X,
d’od, conformément & la proposition V,

(4) & () <.

Mais cette coneclusion contredit évidemment le théoréme S.
On doit done poser, suivant (1):

(5) | R() = n + x(n),
ce qui implique la forinule
(6) | n << &(n).

[l résulte de (6) immédiatement que n est un aleph, c. q f. d.
Théoréme 7. La proposition Z résulte de la proposition V'
La démonstration est tout a fait analogue & celle du théoréme

‘précédent an lieu des sommes des nombres cardinaux il faut en-.

visager leurs produits,

Pour terminer je veux attirer lattention sur le fait que l’on
peut remplacer les propositions I—V’ qui concernent les propriétés
des nombres ‘cardinaux par des propositions analogues concernant
les propriétés d'ensembles Ainsi p. ex. b la proposition 11 corres- -

‘pond la proposition suivante:

2. Tout ensemble infini M a la méme puissance que ensemble de
toutes les paires ordonnées composées d’éléments de M.

Si l'on envisage les proposition 1—b’, obtenues de cette fag,on
on arrive; en examinant notre' raisonnement, & la conclusion que
I'équivalence de ces proposmons b laziome du choixr résulte exclu- .

‘sivement des autres axiomes de M. Zermelo






